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本 书 在 近世 代数 思想 指导 下 对 高 等 代数 的 基本 概念 、 基 础 理论 、 
基本 方法 进行 系统 归纳 与 提升 ， 同 时 把 国内 外 有 关 高 等 代数 研究 的 新 
成 果 引 入 本 书 . 


首先 概括 地 介绍 了 高 等 代数 的 一 些 主要 内 容 ， 包 括 多 项 式 理论 、 
矩阵 理论 、 向 量 空间 和 线性 变换 、 欧 氏 空间 和 二 次 型 等 基础 理论 . 


详细 讨论 了 近世 代数 的 一 些 主要 内 容 ， 包 括 群 、 环 、 域 、 模 等 代 
数 系统 ， 又 进一步 讨论 了 主 理想 整 环 上 的 模 理 论 ， 证 明了 有 限 生成 模 
的 循环 分 解 定理 . 这 一 定理 对 于 后 面 讨论 的 有 限 维 线性 算 子 的 结构 定 
理 是 至 关 重 要 的 . 


后 对 代数 学 的 后 续 内 容 进行 了 讨论 ， 把 这 些 内 容 归 纳 为 几 个 专 
题 : 线性 算 子 的 结构 理论 、 谱 理论 、 赋 范 线性 空间 、 希 尔 伯 特 空间 、 
双 线 性 映射 与 张 量 积 、 仿 射 几 何 与 多 项 式 函 数 等 
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代数 学 是 近代 数学 的 一 个 重要 分 支 , 随 着 科学 的 发 展 和 实际 应 用 的 需要 ， 
代数 学 的 内 容 和 方法 都 在 不 断 地 扩充 和 深化 ,特别 是 由 于 电子 计算 机 的 飞速 发 
展 和 广泛 应 用 ,使 许多 实际 问题 可 以 通过 离散 化 的 数值 计算 得 到 定量 的 解决 ， 
这 是 离 不 开 代 数理 论 的 . 

为 了 适应 新 的 形势 ,满足 广大 读者 深入 学 习 和 研究 的 需求 ,作者 根据 多 年 
的 积累 完成 此 书 .我 们 是 在 近世 代数 思想 指导 下 对 线性 代数 的 基本 概念 、 基 础 
理论 ,基本 方法 进行 系统 归纳 与 提升 ,同时 把 国内 外 线性 代数 研究 的 新 成 果 引 
入 本 书 . 

本 书 首先 概括 地 介绍 了 高 等 代数 的 一 些 主要 内 容 , 包 括 多 项 式 理论 .给 阵 
理论 .向量 空间 和 线性 变换 、 欧 氏 空 间 和 二 次 型 等 基础 理论 . 

接 下 来 讨论 了 近世 代数 的 一 些 主要 内 容 , 包 括 群 、 环 、 域 ` 模 等 代数 系统 ,又 
进一步 讨论 了 主 理想 整 环 上 的 模 理论 ,证 明了 有 限 生成 模 的 循环 分 解 定理 . 这 
一 定理 对 于 后 面 讨论 的 有 限 维 线性 算 子 的 结构 定理 是 至 关 重 要 的 . 

最 后 对 代数 学 的 后 续 内 容 进行 了 讨论 ,把 这 些 内 容 归 纳 为 几 个 专题 :线性 
算 子 的 结构 理论 、. 谱 理论 . 赋 范 线性 空间 、 希 尔 伯 特 空间 、 双 线性 映射 与 张 量 积 、 
仿 射 几何 与 多 项 式 函 数 等 .各 章 都 是 由 各 自 相 对 独立 的 主题 所 组 成 的 . 

编写 本 书 的 目的 是 使 读者 能 用 近世 代数 观点 来 讨论 高 等 代数 问题 ,通过 对 
这 些 专题 的 深入 讨论 ,激发 读者 的 原始 性 创新 ,从 而 培养 读者 的 发 散 型 思维 . 
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基础 知识 


本 章 讲述 的 是 全 书 经 常会 用 到 的 一 些 基 本 概念 ,将 主要 介绍 : 集合 与 映射 ` 代 数 
系 、 等 价 关系 、 基 数 ( 势 ) 的 基本 性 质 以 及 同 态 与 同 构 等 基本 概念 . 通过 本 章 的 学 习 , 将 对 
近世 代数 常用 的 方法 有 初步 的 了 解 ,为 后 续 学 习 葛 定 基础 . 


1.1 集合 与 映射 


在 数学 中 ,经 常 讨论 的 不 是 孤立 的 个 体 ,也 不 是 包罗 万 象 的 宇宙 ,而 往往 是 对 具有 
某 些 特性 之 个 体 的 联合 体 进行 研讨 ,这 样 就 产生 了 集合 的 概念 . 这 是 数学 上 一 个 不 定义 
的 原始 概念 ,通常 是 用 各 种 同 义 语 来 解释 的 . 

定义 1.1.1 若干 个 确定 事物 的 全 体 称 为 一 个 集合 ,简称 为 集 . 

把 不 含有 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 记 为 忆 . 一 个 集合 若 仅 含 有 有 限 个 元 素 , 则 称 
该 集合 为 有 限 集 ; 若 集合 含有 无 限 多 个 元 素 , 则 称 该 集合 为 无 限 集 . 

定义 1.1.2 集合 的 相等 : 如 果 集 合 人 A 与 集合 B 含有 完全 相同 的 元 素 , 那 么 就 称 集 
4 与 集 B 相等 , 记 为 A 二 B. 

换言之 : A 二 BSACB 有 BCASYVrEA 有 rEB,VyEB 有 Y E A. 这 是 
判别 集合 相等 的 方法 . 

表示 集合 的 方法 一 般 有 列举 法 和 描述 法 . 所 谓 列举 法 ,就 是 把 集合 的 所 有 元 素 直 接 
列 出 来 ;所 谓 描述 法 ,就 是 规定 集合 中 元 素 所 具有 的 性 质 . 

两 种 方法 都 用 符号 {…) 来 表示 . 列举 法 用 {a,5,c …) 来 表示 ;描述 法 用 {zx | p(7)) 
来 表示 ,其 中 p(x) 表示 元 素 x 所 具有 的 性 质 . 

例如 : A 二 {1, 一 1),B= {1, 2 3°%10};C= {zx [xzER,z—2=0}. 

前 者 具体 写 出 A 是 由 1 与 一 1 两 个 整数 组 成 的 集合 ,B 是 由 1 到 10 十 个 整数 组 成 
的 集合 ;C 是 方程 x; 一 2 = 0 的 实数 根 所 组 成 的 集合 . 

常用 数 集 : 自然 数 集 N, 整 数 集 Z, 有 理 数 集 Q, 实 数 集 R, 复 数 集 C. 

例 1.1.1 设 下 是 数 域 ,F 上 所 有 一 元 多 项 式 以 及 零 多 项 式 构成 的 集合 记 为 : 
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FLzx]= tay Taz asz’ 二 :Qar” [a Ee Fy Te ly 2 ny NE NY: 

例 1.1.2 数 域 下 上 所 有 7 阶 方 阵 的 集合 M,(F) = {(aj), | ar € ,i, J 一 
1，2 … n}. 

定义 1.1.3 如 果 B 的 每 个 元 素 都 属于 A ,那么 称 B 为 A 的 子 集 , 记 为 BS A. 

如 果 集 合 B 是 A 的 子 集 , 且 B 关 A, 则 称 B 为 A 的 真子 集 , 记 为 BC A. 

2 被 认为 是 任意 集合 的 子 集 , 因 此 ,对 于 任意 集合 A, 总 用 CA4A,AEA, 并 称 其 
为 A 的 平凡 子 集 ;A 的 其 他 子 集 称 为 A 的 非 平 凡 子 集 . 

定义 1.1.4 设 A 是 一 个 给 定 的 集合 ,由 A 的 所 有 子 集 组 成 的 集合 称 为 A 的 客 集 
(power set) ,用 符号 24 表示 . 

例 L123 设 A 和 则 2 Fr {多 ， {0 {1}, 但) {0， Es {0， 2 《ay 
2 


1.1.2 集合 的 运算 


设 工 是 一 个 集合 ,A,B,C 都 是 了 的 子 集 . 

1) 由 一 切 属于 A 或 者 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 与 B 的 并 集 , 记 为 AU B， 
即 AUB= {zxz|zxzE€A 或 x € B}; 

2) 由 A 与 B 公 共 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 与 B 的 交集 , 记 为 A 由 B, 即 ANMnB= 
(zzEA 且 ZEBh 

3) 由 一 切 属 于 A 但 不 属于 B 的 元 素 组 成 的 集合 称 为 A 与 B 的 差 集 , 记 为 A 一 B， 
即 A 一 B={( 人 zl|zEA 且 z € B}; 

4) 由 一 切 不 属于 A( 但 属于 7) 的 元 素 组 成 的 集合 , 称 为 A 的 余 集 , 记 为 A', 即 A' = 
下 一 办， 


这 些 运 算 满 足以 下 运算 规律 : 

(1 )AUA=ANA=A 〈 宕 等 律 ) 
“(2)AUB=BUA,ANMNB=BNA (交换 律 ) 
Ca A UAB UO = UB WC EN BN CAB NE (结合 律 ) 
Ay A UBN OY= AU BN CHU, (分 配 律 ) 

A Bl ey = BY UA 

CY MT CA UU B= A CAN B=A (吸收 律 ) 
Cy C, 则 WU (BMC):= CA UY BY MYC ( 模 律 ) 
(7) (AUB)=A’NB,(ANB =AUB (DeMorgan 律 ) 
(De (对 合 律 ) 


这 些 运 算 与 运算 规律 可 推广 到 多 个 子 集 的 情形 . 
设 A1， As…A, 是 个 任意 集合 ,它们 的 并 集 记 为 U Ai, 定 义 为 : 
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UA=A4AU4AU…U4=(zlzEA, 对 于 某 一 个 颁 
n 个 集合 的 交集 记 为 门 A, ,定义 为 : 
NA=AiNMNMAN…NA={rz|zr€EA,i=1,2.n). 
定义 1.1.5 设 A,B 是 两 个 集合 ,由 一 切 有 序 对 (a, 5), 其 中 a € A,bE B 组 成 的 
集合 , 称 为 A 与 B 的 乘积 集 , 记 为 AXB, 即 AXB= {(a, 5b)|aE€ A,bE B), 并 且 规 
年 y(@is b= (as, be Oa = my bi = bs 
例 1.1.4 第 卡尔 坐标 平面 上 点 的 坐标 的 集合 就 是 RXR= {(a, 6) | a,bE€ R). 
又 ,RX(1) = 二 {(y, 1) | y € R}), 显 然 是 由 过 点 (0, 1) 且 平 行 于 xz 轴 的 直线 上 的 所 
有 点 的 坐标 组 成 的 集合 . 
乘积 集 的 概念 也 可 以 推广 到 多 个 集合 的 情形 , 设 A!, A，… A 是 任意 7 个 集合 , 令 
A A RA = {nn a | €E Ari = Ly 2 rn} 


其 中 
(al ya °° 4a) = (bisbs *% ba = bi, i=1,27n 


称 A, X A X … X A, 为 乘积 集 , 也 可 以 记 为 |] A,. 如 果 A!，As… A, 均 为 有 限 ,那么 


[TS 1 I 
1.1.3 包含 与 排斥 原理 


关于 集合 运算 后 元 素 个 数 的 变化 有 以 下 规律 : 设 I 是 一 个 集合 ,A,B,C 是 1 的 有 限 
子 集 , 则 有 

[A BISlA | B= NB); 

[NBI=|IAI4IBI—IAUB|, 

IANBNCI=|IAIHBIHCIHIAUBI-IAUCI~IBUCITIAUBUC|, 

[AUBUCI=IAIHIBHICIIANB FANGIHBNCHAMBANCL. 

当 A 由 B= 时 ,有 |AUB|=|A|+|B|, 这 就 是 “加 法 原理 ”这些 公式 很 容 
易 用 图 形 加 以 证 明 . 对 于 多 个 子 集 的 情形 有 以 下 定理 : 

定理 1.1.1( 包 含 与 排斥 原理 ) 设 A,, A;… A, 是 的 有 限 子 集 , 则 


A EE C1 


Mae AU ht A 1 
Ee i 一 1 二 
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下 面 举 例 说 明 包 含 与 排斥 原理 的 应 用 . 
例 1.1.5 求 不 大 于 500 可 被 5,7,9 中 某 一 个 数 整 除 的 正 整 数 的 个 数 . 
解 ” 设 不 大 于 500 可 被 5 整除 的 正 整 数 集合 为 Ai;, 不 大 于 500 可 被 7 整除 的 正 整数 
集合 为 As ,不 大 于 500 可 被 9 整除 的 正 整数 集合 为 A;, 则 
lA = 100; | A = [$00/7] = | [500/9]] 8 
| A， 门 A， =: [500/35] = ds | A | As = [500/45] = 
| Ma MN Ms | L500/631].=77 bi A Ay l= [500/315] = 1; 
故 由 (2) 式 得 : 
AUAiUAl= 14-IAN A ANA | AN A lt AN A A 


二 00 上 B64 一 和 一 7 水生 


一 195. 
1.1.4 映射 


代数 研究 的 基本 对 象 是 代数 系统 ,所 谓 代数 系统 就 是 带 有 运算 的 集合 . 这 些 代数 系 
统 的 内 部 以 及 互相 之 间 往 往 存在 一 定 的 联系 ,而 映射 则 是 建立 这 种 联系 的 有 用 工具 ,所 
以 说 映射 概念 是 近代 数学 最 基本 的 概念 . 

映射 是 函数 概念 的 推广 , 它 描述 了 两 个 集合 的 元 素 之 间 的 关系 ,是 数学 中 最 基本 的 
工具 之 一 ,我 们 必须 对 它 十 分 熟悉 . 

定义 1.1.6 设 A,B 是 两 个 给 定 的 集合 ,车 存在 一 个 A 到 B 的 对 应 关系 了 ,使 得 对 
A 中 的 每 一 个 元 素 x ,都 有 B 中 唯一 确定 的 元 素 y 与 之 对 应 , 则 称 是 A 到 B 的 一 个 映 
射 , 记 作 : y = f(x). 其 中 y 称 为 x 的 象 (image) ,xz 称 为 y 的 原 象 (inverse image),A 称 
为 f 的 定义 域 (domain) ,B 称 为 了 的 值 域 (codomain). 

通常 ,用 f: A 一 B 抽 象 地 表示 f 是 A 到 B 的 一 个 映射 ,用 记号 f: zy 表示 映射 
大 所 规定 的 元 素 之 间 的 具体 对 应 关系 . 

例 1.1.6 设 A= {a,b;,¢,d},B= {1, 2, 3, 4). f:a—>1,6—> 2,c—>4,d—4, 
则 了 满足 定义 中 的 条 件 ,是 一 个 A 到 B 的 映射 . 

例 1.1.7 设 A== {1,2},B ==Z, 规 定 A 到 B 的 对 应 为 f: 1 一 奇数 ,2 一 偶数， 

由 于 Z 中 的 奇 .偶数 不 止 一 个 , 故 f(1),f(2) 都 不 唯一 确定 , 故 不 是 A 到 B 
的 映射 . 

主要 是 由 于 自 变 量 的 表达 形式 不 唯一 而 引起 象 的 不 唯一 . 因此 , 遇 到 这 种 情况 
时 检验 一 个 对 应 关系 了 是 否 是 映射 需 检验 是 否 满足 下 列 条 件 : 者 zi 一 zx， 则 
flzi) = f(zz). 
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定义 1.1.7( 映 射 的 相等 ) 由 于 一 个 映射 由 定义 域 , 值 域 .对 应 关系 三 个 因素 决 
定 ,所 以 两 个 映射 相等 必须 这 三 个 因素 都 相等 , 即 如 果 f: A, 一 Bi ,8: A; 一 B:, 当 且 仅 
当 A, 二 As,Bi 二 Bs, 和 任意 zx € A, 有 f(x) 一 gz) 时, 称 了 与 5 相等 , 记 作 三 = g. 

例 1.1.8 设 A= (一 co, 卡 co)， 忆 = [0, 十 ce), 对 于 VzEA 念 


f: rx>|z|+l,g: Ti Vz 十 1, 则 f= g. 

定义 1.1.8 设 f 是 A 到 B 的 一 个 映射 , 称 f(A) 二 {f(x)| VYzxEA} 为 A 在 了 
下 的 象 集 ( 也 记 为 Imf) ,显然 /(A) 是 B 的 子 集 ; 

称 f1(B)= {xz€Al|f(z) EB} 为 B 在 f 下 的 完全 原 象 集 ,显然 广 (B) 是 A 的 
子 集 ， 

定义 1.1.9 设 f 是 A 到 B 的 一 个 映射 ,如 果 f(A) = B, 则 称 / 是 A 到 B 的 满 射 
(surjection). 

设 f 是 A 到 B 的 一 个 映射 ,VY zk 、Zs E 洲 生计 (Di < f(xzs), 则 称 了 是 
A 到 B 的 一 个 单 射 (injection). 

如 果 f 既是 满 射 又 是 单 射 , 则 称 /是 A 到 B 的 一 一 映射 (bijection) ,或 双 射 . 

要 证 明 f 是 满 射 ,就 是 要 证 明 /(A) = B, 也 就 是 要 证 明 f(A) 宇 B, 即 YbE€ B, 存 
在 we A 使 得 f(a) = 5. 这 是 判断 是 不 是 满 射 的 有 效 方法 . 

要 证 明 f 是 单 射 ,就 是 要 证 明 它 的 逆 否 命题 : 如 果 f(x1) 二 f(zz) ,就 有 zx! = xX. 

定义 1.1.10 令 f 是 A 到 B 的 一 个 映射 ,如 果 XCA, 那 么 f: A 一 B 的 限制 是 函 
数 f |x: XX 一 B. 显然, 单 射 的 限制 是 单 射 . 

例 1.1.9 设 A= {0,1,2,3…),B 二 {1,2,3…), 定 义 对 应 关系 : 三 : n—>n 二 1， 
不 难 验证 f 是 一 一 映射 . 

例 11.10 设 M= (1/2, 1/3, 1/4…),N 王 (0,1,1/2, 1/3…}, 则 MM 是 (0,1) 
的 子 集 ,N 是 [0, 1] 的 子 集 . 作 (0,1) 到 [0,1] 的 对 应 关系 

Fe Ts By am dl Do 1/n—> 1/(n— 2) … 


显然 f 是 (0,1) 到 [0,1] 的 一 一 映射 . 

若是 A 到 A 自身 的 映射 , 则 称 了 是 A 上 的 一 个 变换 . 

例 11.11 Vf 了 (x) € F[z], 规 定 p: f(z) 一 了 (x)( 这 里 表示 导数 ), 则 gp 是 FLzxj 
的 一 个 变换 , 并且 是 一 个 满 变换 . 

当 A 是 有 限 集 时 ,A 上 的 变换 通常 用 “列表 法 ”表示 . 


1.1.5 映射 的 合成 


类 似 于 熟知 的 复合 函数 的 概念 ,我 们 给 出 两 个 映射 复合 的 概念 . 
定义 1.11 设 A,B,C 为 三 个 集合 ,有 两 个 映射 : 
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若 f: A 一 B,g: B 一 C, 则 f,g 可 确定 A 到 C 的 映射 h: h(x)==g(f(z)),YVzrxE€ 
A, 称 hh 是 了 与 g 的 合成 (或 复合 )(composite), 记 作 : h = 二 g。f. 

设 4 是 A 上 的 一 个 变换 ,车 对 于 Vz E€ A, 有 I4(zx) == 工 , 则 称 4 是 A 上 的 一 个 单 
位 变换 或 恒 等 变换 . 映射 的 复合 有 时 也 称 为 映射 的 乘法 , 记 为 a. f 或 gf. 

根据 复合 映射 的 定义 ,f 的 值 域 与 g 的 定义 域 必须 相同 ,才能 复合 成 为 g。. 

对 于 A 的 任意 两 个 变换 f,g 总 是 可 以 合成 为 A 的 变换 gf 或 fg ,但 一 般 gf 关 fg. 

关于 映射 的 复合 有 以 下 性 质 : 

定理 1.1.2 设 有 映射 f: A 一 B,g: B->C,h:C 一 D, 则 有 : 

1) hgf) = (he yf 

pO Te 

证 明 1) 易 见 h(gf) 和 (hg)f 的 定义 域 都 是 A, 值 域 都 是 D, 且 对 于 Vx € A, 有 
(hl(gf)) (zx) =h((gf)(z)) = hg(f (7))), (hg) f(z)= (hg) (f(z)) =h(g(f(z))) ,i 
hn(gf) = (he)f. 

2) 若 Isf 和 了 的 定义 域 都 是 A, 值 域 都 是 B, 上 且 Vx € A, 则 有 Tsf (x)= Ts(f(z)) 二 
和 

类 似 于 反 函 数 , 对 映射 有 逆 映 射 的 概念 . 

定义 T1112 设 了 :A= Bi 

1) 若 存 在 映射 g: B > A, 使 gf 二 14, 就 称 g 是 了 的 左 逆 ; 

2) 若 存 在 映射 hn: B 一 A, 使 fh 二 1s, 就 称 h 是 了 的 右 逆 ; 

3) 车 f 同时 有 左 、 右 逆 , 则 左 、 右 首相 等 , 称 为 f 的 逆 (inverse), 记 作 广 . 

定理 1.1.3 设 f:A->B, 则 

1) f 有 左 逆 的 充分 必要 条 件 为 f 是 单 射 ; 

2) f 有 右 逆 的 充分 必要 条 件 为 了 是 满 射 ; 

3) 可 道 的 充分 必要 条 件 为 f 是 双 射 . 

证 明 1) 设 f 有 左 逆 g ,车 f(x1) = f(xs), 两 边 用 g 作 用 ,得 gf (zx1) 二 gf (xz:)， 
即 I4(zi) 二 JI4(zz), 得 zi 二 xz, 所 以 了 是 单 射 . 

充分 性 : 设 f 是 单 射 ,定义 B 到 A 的 对 应 关系 g 为 g(b) 二 4, 若 2E f(A), 且 f(a) 二 
b,g(b) 二 a1, 车 b E€ B 一 f(A), 其 中 a 是 A 中 任意 取 定 的 一 个 元 素 . 因 了 是 单 射 ,8(O) 唯 
一 确定 , 故 g 是 映射 . 

又 对 于 VeEA 有 gjac) 一 g(5) 二 a, 所 以 g， f= 二 I4,g 是 f 的 左 道 . 

2) 必要 性 : 设 f 有 右 逆 有 h, 则 对 于 VE B, 有 所 (5) 二 5, 即 f(4(5)) 二 5, 即 对 
Vb E€ B, 存 在 x 二 hb) 使 f(x) ==5, 所 以 了 是 满 射 . 

充分 性 : 设 f 是 满 射 , VE B, 存 在 一 个 4, 使 f(a) = 5, 于 是 ,我 们 定义 一 个 B 到 
A 的 对 应 关系 :5 一 a, 则 hh 是 B 到 A 的 一 个 映射 , 且 有 fh(5) 二 f(h(b)) 二 了 (a) 二 
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b, 所 以 fh 二 Is, 即 hh 是 了 的 右 道 . 

3) 由 1) ,2) 直接 可 得 . 

关于 逆 映 射 有 以 下 性 质 : 

OM ef 

2) 若 f 是 A 一 B 的 可 道上 映射 ,g 是 B 一 C 的 可 道 映射 , 则 g，f 是 A 一 C 的 可 道 
映射 , 且 有 (gf) "二 fg . 

当 A 是 有 限 集 时 ,A 上 的 一 个 变换 f 可 道 的 充分 必要 条 件 是 了 是 单 射 ,或 只 要 了 是 
A 上 的 满 射 . 


1.2 等 价 关系 与 集合 的 分 类 


利用 映射 可 以 建立 起 两 个 集合 间 的 联系 以 利于 对 两 个 集合 进行 分 析 比 较 , 有 时 我 
们 还 需要 把 一 个 集合 分 成 若干 个 子 集 来 进行 研讨 ,这 就 需要 有 等 价 关 系 与 集合 的 分 类 
这 样 两 个 概念 ,本 节 将 介绍 这 两 个 概念 并 进行 一 些 初 步 的 讨论 . 


1.2.1 二 元 关系 


关系 是 一 个 使 用 非常 广泛 的 基本 概念 ,在 日 常生 活 中 我 们 也 熟悉 这 个 词 的 含义 . 在 
数学 上 关系 可 以 表达 集合 中 元 素 间 的 联系 ,例如 “3 小 于 5”“z 大 于 y”“ 点 4 在 6 与 < 之 
间 ” 等 . 在 给 出 关系 这 个 概念 的 定义 之 前 我 们 先 分 析 两 个 例子 . 

例 1.2.1 某 电影 院 的 电影 票 与 座位 之 间 有 “对 号 ”关系 .用 A 表示 电影 票 的 集合 ， 
用 B 表示 座位 的 集合 ,用 RR 表示 “对 号 ”关系 ,对 于 Va € A 与 5 € B, 则 4 与 5 有 对 号 
关系 或 没有 对 号 关系 两 者 必 居 其 一 , 若 a 与 有 对 号 关系 , 则 说 序 对 (a,6) € R; 若 4 与 
4b 没有 对 号 关系 , 则 说 序 对 (4a,5) 4 R, 因 此 ,全 体 有 对 号 关系 的 序 对 作成 一 个 集合 就 是 
尺 ,而 RR 是 卡 氏 积 A XB 的 一 个 子 集合 . 

例 1.2.2 考虑 实数 集 R,Va,pER,a 二 8 与 六 0 两 者 必 居 其 一 , 令 A 表 示 实 数 
的 “全 ”关系 . 当 w 二 8 时 ,就 说 (a,b) E R, 当 ea 涛 0 时 ,就 说 (a,2) 人 及 ,因此 ,所 有 适合 
4 全 六 的 序 对 (<a,0) 作成 的 集合 就 是 R, 而 R 是 卡 氏 积 RX R 的 一 个 子 集合 . 

定义 1.2.1 设 A,B 是 任意 两 个 集合 ,规则 R, 对 于 Va € A 与 5 € B, 均 可 以 确定 
a 和 2 是 否 适合 这 个 规则 , 若 适 合 这 个 规则 ,就 说 a 和 6 有 关系 尺 , 记 作 aRb ,否则 记 
作 aR'b. 

A 和 B 之 间 的 关系 R 也 可 以 用 A XB 的 一 个 子 集 来 表示 : A XB 的 一 个 子 集 R 称 
为 A 和 B 之 间 的 关系 . 当 (a,6) € R 时 ,说 a 和 6 有 关系 尺 , 记 作 aRb; 当 (a,b) 4 尺 时 ， 
说 a 和 6 没有 关系 RR, 记 作 aR%. 

特别 地 ,A X A 的 一 个 子 集 R 就 称 为 A 上 的 一 个 二 元 关系 . 
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例 1.2.3 集合 了 X= {a,0),Y = {c,d,e}), 设 R 是 集合 X 和 YY 间 的 一 种 规则 : 
aRc ,aRd ,aR 'e ,PR ,bR 'd ,bRe. 


它 可 以 用 六 XY 的 子 集 R = {(a, c)、(a, d)、(5, e)) 来 表示 . 
例 1.2.4 在 Z 中 取 定 一 个 正 整 数 ”规定 


aRbOn | (Ca 一 0). 


则 尺 是 Z 上 的 一 个 二 元 关系 , 称 为 Z 上 的 “ 模 n 同 余 关 系 ”, 记 为 a 三 b(n). 用 ZXZ 的 
子 集 尺 = {(a, 5) | n | a 一 6} 来 表示 . 


1.2.2 等 价 关 系 


由 以 上 例子 可 以 看 出 ,集合 A 上 的 二 元 关系 有 各 种 不 同 的 类 型 ,现在 我 们 具体 看 看 
例 1.2.4 给 出 的 Z 上 的 模 n 同 余 关 系 的 特性 : 

1) Ya € Z, 有 n|4a 一 4; 则 aRa ,也 就 是 说 , Ya € Z, 都 有 (a, a) € R; 

2) 如 果 aR6;, 即 n|a 一 5, 则 有 nn|165 一 a,; 则 6Ra ,如果 (a, 5) ER, 就 有 (6b, a) ER; 

3) 如 果 aRb,bRe, 即 n|a 一 6 且 n 16 一 c,; 则 有 nn| (4a 一) 十 (6 一 c), 即 n| a 一 c， 
也 就 是 说 ,如 果 (a, po) € R,(b, c) € R, 就 有 (a, c) € R. 

这 样 的 三 条 性 质 并 不 是 每 个 二 元 关系 都 能 同时 具有 的 ,具有 上 述 三 条 性 质 的 二 元 
关系 在 代数 上 特别 重要 ,通常 称 为 等 价 关 系 . 

定义 1.2.2 设 R 是 集合 A 上 的 二 元 关系 ,如 果 尺 具有 下 述 性 质 : 

1) 反 身 性 : aRa ,对 于 VaE Ai; 

2) 对 称 性 : 如 果 aR2 ,那么 bRa; 

3) 传递 性 : 如 果 aRb 且 6bRe ,那么 aRc. 
那么 称 R 是 A 上 的 一 个 等 价 关系 . 通常 用 符号 “~” 表 示 等 价 关 系 . 当 a 一 5 时 ,就 说 “与 
b 是 等 价 的 . 

例 1.2.5 集合 M,(R) 上 的 二 元 关系 都 是 M, (R) 上 的 等 价 关 系 . 

~ 二 {(4,B) | 存在 可 逆 阵 P、Q, 使 得 B 二 PAQ); 

~: 二 {(A,B) | 存在 可 道 阵 P, 使 得 B= P AP); 

~ 二 {(A,B) | 存在 可 逆 阵 了 ,使 得 B= P'AP). 


1.2.3 集合 的 分 类 


为 了 进一步 描述 等 价 关系 的 性 质 ,我 们 引进 集合 分 类 的 概念 . 
定义 1.2.3 设 A 是 任 一 非 空 集合 ,Ai(i € DT) 为 A 的 非 空子 集 组 成 的 以 工 为 指标 


集 的 集合 》) = {A; 14AEA,4A 短 goieE 7 了 ,如果 具有 条 件 : 


Ly UA = A; 

2) Vi,j ET, 若 i 关 j, 则 A; 门 Aj;= 多. 
那么 称 {A; | i € T} 是 集合 A 的 一 个 分 类 ,每 个 A; 都 称 为 A 的 一 个 类 . 

例 1.2.6 在 整数 集 Z 中 , 令 A,= 二 {nE€EZln= 4g 二 Tr),(r 二 0,1,2,3), 则 {A, | 
0,1,2,3} 是 Z 的 一 个 分 类 . 

例 1.2.7 在 二 阶 和 矩阵 集合 Mi() 中 , 令 7 = 二 {A|AE Mi(F), 秩 (A)= 裤 ,(i= 
0,1,2), 则 {ro sri,rs} 是 MzCF) 的 一 个 分 类 . 

例 1.2.8 在 实数 集 R 中 , 令 A 二 {rz|xzE€ER,i 一 1<zx<i,Gi ED, 则 {A; |iE 
Z} 不 是 R 的 分 类 ,因为 每 个 整数 i 都 不 在 任何 A; 中 ,因此 UA ER 

同样 令 A; 二 {zxz|xzER,i 一 1 之 z 过 让 ,GE 2Z), 则 {A; |iE€ 2Z) 也 不 是 R 的 分类， 
因为 每 个 整数 i 既 在 A; 中 又 在 An 中 ,A; 站 Aii 闯 2. 


1.2.4 等 价 关 系 与 集合 的 分 类 


从 以 上 例子 可 以 看 出 ,所 谓 集合 的 分 类 就 是 利用 元 素 间 的 某 种 关系 ,把 集合 分 解 成 
一 些 称 为 类 的 子 集 . 比如 在 例 1.2.6 中 ,是 利用 “ 模 4 同 余 关 系 ” 给 出 了 Z 的 一 个 分 类 ,在 
例 1. 2.7 中 是 利用 “ 同 秩 矩阵 关系 ”给 出 了 M2: (F) 的 一 个 分 类 .那么 集合 A 上 的 任 一 个 
二 元 关系 是 否 一 定 能 确定 A 的 一 个 分 类 呢 ? 事 实 上 这 是 不 可 能 的 . 比如 ,在 例 1.2.8 中 
给 出 了 R 上 的 两 个 二 元 关系 ,一 个 给 的 是 “在 同一 开 区 间 内 ”关系 , 另 一 个 是 把 开 区 间 
改 成 闭 区 间 ,但 它们 都 不 能 给 出 R 的 分 类 . 不 难 发 现 , 例 1.2.6、 例 1.2.7 中 的 二 元 关系 
都 是 等 价 关 系 , 实 际 上 等 价 关 系 的 重要 意义 正 是 在 于 它 是 构成 分 类 的 一 般 准 则 . 

定理 1.2.1 非 空 集合 A 中 的 任 一 等 价 关 系 都 能 确定 A 的 一 个 分 类 ;反之 ,A 的 每 
一 个 分 类 也 都 能 决定 A 的 一 个 等 价 关系 . 

证 明 设 一 是 A 的 一 个 等 价 关 系 , 得 到 A 的 子 集 : Ya € A, 所 有 与 a 等 价 的 元 素 
作成 A 的 一 个 子 集 , 记 为 a. 这 样 得 到 集合 > 二 {aa € A}) 是 A 的 一 个 分 类 . 

1) 着 一 0, 则 元 一 53V Eur~aS~bOrEe 看 

2) 若 z 和 六 则 站 0= 这; 

如 果 # 门 56 关 包 , 则 存在 工 反 互 门 5 使 得 工 一 aa, 上 且 工 一 六 所 以 一 0. 由 1) 知 亏 一 
0 ,与 假设 相 了 矛盾 ,所 以 二 站 0 = 2. 

3) Ua 一 A;YVa EE A, 总 有 a Ea 

反之 , 设 2 = {Ai | A; 和 A,iE 了 是 集合 A 的 一 个 分 类 ,利用 这 个 分 类 给 出 A 的 
一 个 等 价 关 系 “~”,a ~ bSa 与 5 在 同一 类 . 

下 面 证 明 关 系 ~ 是 等 价 关系 : 
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(1) Ya € A, 显 然 有 a 一 ai 

(2) 如 果 a 一 5, 即 a 与 5 在 同一 类 , 则 5 与 a 在 同一 类 , 即 56 ~ ai 

(3) 如 果 a 一 5.6 一 c; 即 a 与 6 在 同一 个 类 ,5b 与 c 在 同一 个 类 ,因此 4a 与 c 也 必 在 
同一 个 类 , 即 a ~ c, 故 ~ 是 A 的 一 个 等 价 关系 , 

在 定理 中 , > = (Za € A) 是 A 的 一 个 分 类 ,我 们 称 子 集 & 是 A 的 一 个 等 价 类 ， 
元 素 a 称 为 类 a 的 代表 元 ,由 于 V5 € a, 均 有 5b 一 5, 这 说 明 等 价 类 5 中 的 每 个 元 均 可 作 
为 代表 元 , 即 等 价 类 与 其 代表 元 的 选取 无 关 . 


1.2.5 等 价 关系 的 商 集 


定义 1.2.4 设 一 是 A 上 的 等 价 关 系 ,由 一 确定 的 一 切 等 价 类 组 成 的 集合 , 称 为 人 
关于 等 价 关系 ~ 的 商 集 , 记 为 A/ 一 . 
例 1.2.9 设 A=(1, 2, 3,，4, 5). 令 4 =11 2) 4 一) 4 一 44， 加 > 财 福 7 二 
{Ai,A; ,As} 是 A 的 一 个 分 类 ,由 分 类 》) 所 确定 的 等 价 关系 一 是 
= Ll 1 DL {4rd ysCD 5) 4) 34) 


二 


》' 也 就 是 A 关于 ~ 的 商 集 : 


例 1.2.10 对 包 利 用 模 n 同 余 关系 一, 可 获得 也 的 一 个 分 类 
a 与 b 同一 个 类 Sa 一 六 


称 为 模 n 剩余 类 . 

Z 关 于 模 n 同 余 关系 的 商 集 Z/ 一 ,通常 用 符号 2 表示 . 

对 Yk EZ, 一定 与 0,1,2 … nn 一 1 这 nn 个 整数 中 的 某 一 个 整数 是 同 余 的 , 即 它们 
被 4 除 时 的 余数 相同 ;其 次 ,0,1,2 … 一 1 中 的 任意 两 个 数 都 是 不 同 余 的 . 


由 这 两 点 可 知 ,Z 的 模 n 剩余 类 , 即 Z, 二 (0, 1,2…n 一 1). 

还 要 说 明 几 点 : 

1) 若 克 二 0, 则 规定 艺 中 每 个 元 都 只 与 自己 同 余 ( 模 0) ,所 以 Zi = ta | a EZ)，* 即 
Z 的 每 个 元 都 构成 模 0 的 一 个 剩余 类 ,这 时 Z 含有 无 限 多 个 元 . 

若 妈 天 0, 则 乙 , 中 的 每 个 元 都 含有 无 限 多 个 整数 ,由 于 类 中 每 个 元 都 可 以 作为 该 类 
的 代表 ,所 以 每 个 类 的 代表 元 有 无 限 多 个 . 因此 ,今后 在 讨论 世 ， 的 代数 运算 时 ,要 证 明 
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与 代表 元 的 选择 无 关 . 
2) 若 n>>0,m 二 一 nn, 则 Z» 王八 ;事实 上 ， 


aa ED (mod nEOn|a—bOa—b = nOa—b = m(— gHa =b(mod m). 
今后 如 果 没 有 特别 声明 , 谈 到 模 n 剩余 类 集 时 ,n 都 指 的 是 正 整 数 . 

3) 不 能 离开 模 来 谈 剩余 类 . 

在 剩余 类 集 Z 中 ,元 素 0 = {… 一 6, 一 4, 一 2, 0, 2, 4, 6 …}. 

但 在 Z; 中 ,元 素 0 = {… 一 9, 一 6, 一 3, 0, 3, 6,9). 

可 见 ,Zs 中 的 剩余 类 0 与 Z; 中 的 剩余 类 0 是 不 一 样 的 . 


1.3 偏 序 与 全 序 
1.3.1 偏 序 
定义 1.3.1 设 S 是 一 个 集合 , 过 是 S 中 一 个 二 元 关系 ,满足 
(CI) VizE Sy 有 TE; ( 反 身 性 ) 
(2) Vzsy E€ S, 若 有 xz 寺 vy 且 y 声 x; 则 z= y; (反对 称 性 ) 
和 Vx,ysz E S, 若 有 zy 且 y 二 z; 则 zx 过 z;。 (传递 性 ) 


则 称 过 是 S 中 一 个 偏 序 (partial ordering),S 称 为 偏 序 集 , 记 作 (S, <). 

车 (S, 过 ) 还 满足 

(4) 对 Yzrx,y ES 均 有 zx 过 y 或 y 达 zx,; 则 称 过 为 S 中 一 个 全 序 (total ordering)， 
(S, 过 ) 称 为 一 个 全 序 集 . 

全 序 集中 任何 两 个 元 素 均 有 序 关系 ,而 偏 序 集中 则 不 一 定 . 

注意 到 偏 序 集 的 子 集 仍 是 偏 序 集 ,如 果 z 三 y 且 xz 了 关 y; 则 记 为 xz 过 y. 

例 1.3.1 设 A 为 任意 集合 ,S = 二 2* = {X|X 是 A 的 子 集 }, 在 S 中 定义 三 元 关系 二 
为 : X 达 YGXCY, 则 不 难 检验 S 对 三 满足 定义 1.3.1 中 条 件 (1)、(2)、(3), 故 (S, 二 ) 是 
偏 序 集 , 但 不 是 全 序 集 . 

例 1.3.2 在 正 整数 集合 Z+ 中 定义 三 为 整除 关系 , 即 a 三 ba 15, 则 (2%, |) 是 
偏 序 集 , 但 不 是 全 序 集 . 如 果 我 们 在 Z+ 中 定义 过 就 是 普通 的 小 于 或 等 于 关系 , 则 
(24 ,过 ) 是 全 序 集 . 

例 1.3.3 域 上 的 nn 维 向 量 空 间 V 的 所 有 子 空间 对 于 包含 关系 <C” 构成 一 个 偏 序 
集 , 但 不 是 全 序 集 . 

下 面 给 出 偏 序 集中 最 ( 极 ) 大 (小 ) 元 及 子 集 的 上 (下 ) 界 的 概念 . 

定义 1.3.2 1) 设 a€E S, 若 VYxE€S 有 ZX 过 a (zx 宇 a), 则 称 a 是 S 的 最 大 (小 ) 元 . 
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2) 设 a€ S, 车 Xx 宇 a (zx 过 4Q), 则 x == a, 则 称 a 是 S 中 的 一 个 极 大 (小 ) 元 . 

3) 设 工 是 S 的 一 个 子 集 ,a € S, 若 对 YxE€T 均 有 x 二 a (zx 宇 a), 就 称 4 是 全 的 
一 个 上 (下 ) 界 . 注意 : 子 集 的 上 (下 ) 界 未 必 在 此 子 集中 . 

4) 设 TC S,a 是 TT 的 一 个 上 界 , 若 对 于 工 的 任意 一 个 上 界 a 均 有 a 委 a , 则 称 a 
是 工 的 最 小 上 界 .类 似 有 最 大 下 界 的 概念 . 

例 1.3.4 + 一 {1,2,3,…}) 对 整除 关系 构成 一 个 偏 序 集 ; 

设 S= {1,2,3,4,5,6),S 有 最 小 元 1, 无 最 大 元 ,4,5,6 都 是 5S 的 极 大 元 .S 在 Z'* 中 
的 上 界 有 很 多 ,4,5,6 的 公 倍数 都 是 ,但 最 小 上 界 只 有 一 个 , 即 4,5,6 的 最 小 公 倍数 60. 
这 个 上 界 不 在 S 中 . 


1.3.2 全 序 集 的 良 序 性 


定义 1.3.3 设 和 A 为 全 序 集 ,车 A 的 任何 非 空 子 集 有 最 小 元 , 则 称 A 是 良 序 集 . 

若 集合 A 的 元 素 间 的 关系 ~ 使 A 成 为 一 个 良 序 集 , 则 称 一 是 A 的 一 个 良 序 关系 . 

数 集 Z+ 是 良 序 集 : 设 M 是 Z1+ 的 任 一 非 空子 集 ,可 在 M 中 任 取 一 数 , 设 为 n, 则 M 
中 小 于 或 等 于 的 数 只 有 有 限 个 (不 多 于 个 ), 故 存在 一 个 最 小 数 . 所 以 Z* 是 良 序 集 . 

整数 集合 Z 对 数 的 大 小 不 是 良 序 的 ,但 可 对 Z 重新 规定 序 使 其 成 为 良 序 集 . 

由 自然 数 集 的 良 序 性 可 得 以 下 的 数学 归纳 法 原理 . 

定理 1.3.1 设 M 是 由 自然 数 构成 的 集合 ,车 1 E M, 而 且 当 ”一 1E M 时 必 有 nE€ 
M, 则 M 是 自然 数 集 . 

证 明 设 N=Zi 一 M, 车 N 关 如, 则 由 Zi 的 良 序 性 知 NN 有 最 小 数 a, 且 因 & 不 属 
于 M 知 a 一 1 不 属于 N, 故 a 一 1 € Zi. 由 a 在 NN 中 的 极 小 性 知 a 一 1 不 属于 NN, 于 是 
a 一 1 E M, 由 定理 所 给 条 件 得 a €E M, 蔬 盾 .所 以 N= 名, 即 M='. 

如 果 一 个 命题 与 自然 数 有 关 , 有 以 下 的 数学 归纳 法 : 

首先 证 明 命题 对 1 成立, 然后 假设 命题 对 一 1 成立 , 若 能 证 明 命题 对 也 成 立 , 则 
此 命题 对 所 有 自然 数 都 成 立 . 

数学 归纳 法 还 有 第 二 种 形式 : 首先 证 明 命 题 对 1 成 立 ,然后 假设 命题 对 所 有 小 于 
的 自然 数 都 成 立 , 若 能 证 明 命题 对 n 也 成 立 , 则 命题 对 所 有 自然 数 都 成 立 . 


1.3.3 超 限 归纳 法 


还 可 把 数学 归纳 法 推广 到 任何 良 序 集 ,这 就 是 所 谓 的 超 限 归 纳 法 . 

定理 1.3.2( 超 限 归纳 法 原理 ) 设 (S, 及) 是 一 个 良 序 集 ,P(x) 是 与 元 素 zE S 有 
关 的 一 个 命题 ,如果 

1) 对 于 S 中 的 最 小 元 ae, PCao) 成 立 . 

2) 假定 对 Vx 二 a,P(zx) 成 立 , 可 证 明 P(a) 也 成 立 , 则 PCz) 对 YzE S 都 成 立 . 
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近代 数学 的 严谨 性 在 于 它 的 公理 化 ,而 当代 数学 的 许多 重要 结论 的 公理 基础 之 一 
是 Zermelo 公理 (选择 公理 ) ,但 在 许多 理论 研究 中 人 们 更 喜欢 应 用 与 选择 公理 等 价 的 
Zorn 引 理 . 

有 时 为 清晰 起 见 ,把 若干 个 集合 作成 的 集合 称 为 类 . 在 集合 的 包含 关系 下 ,每 个 类 
就 是 一 个 偏 序 集 . 

定理 1.3.3( 逆 归 定 理 ) 假设 S 是 一 个 集合 ,a € S, 并 且 对 Yn€ N,f,: S->S 均 是 
函数 , 则 存在 唯一 的 函数 p: N 一 5, 使 得 pg(0) = 二 a, 并 且 g(xn 十 1D) = f(g(2)),(Vne€N). 

证 明 构造 NX S 上 的 一 个 关系 尺 ,使 得 它 是 满足 上 述 性 质 的 函数 gp: N 一 S 的 图 
象 , 令 

y={YCNXS| (0,a) EY, 并 有 (x, zx) EY, 则 (nl1,f,(z)) EY, (YnEN))}, 

由 于 NXSEy; 从 而 y 关 9. 令 R= 门 Y, 则 R Ey 又 设 M 为 子 集合 

M = 二 {n € N | 存在 唯一 的 zx, € S, 使 得 (n, zx,) € R). 

我 们 用 归纳 法 证 明 M = N. 如果 0E M, 则 有 (0,65) € R, 其 中 65 关 4, 并且 集 合 R 一 
{(0,6)} CN, 从 而 R= 门 YCR 一 {(0,5)), 这 就 导致 予 盾 . 因此 0 € M. 

现在 假定 nx € M( 即 有 唯一 的 xz, € S 使 得 (n, zx,) € R), 则 (nn 十 1, f(x,)) ER. 
如 果 又 有 (2 十 1, c) ER, 而 c 关 f(z,), 则 R 一 {Gn 十 1, c))E 加 由 此 又 可 像 上 面 那样 
导致 矛盾 .因此 ze 二 f(z,) 是 S 中 唯一 的 元 素 , 使 得 (x 十 1, zi) E R, 于 是 由 归纳 
法 可 知 N 三 M, 即 nn 一 xx, ,定义 了 一 个 函数 g: N 一 5S, 它 的 图 象 为 R, 由 于 (0, a) € R， 
从 而 g(0) == a. 对 于 每 个 n€ N,(n, xz,) 二 (n, g(n)) € R, 由 于 REy, 从 而 (xn 十 1， 
f(g(n))) € R. 但 是 (nn 十 1, zh) ER 由 zs 的 唯一 性 推出 

gn1)= zn = f(g(n)). 

如 果 A 是 非 空 集合 ,A 中 的 序列 是 一 个 函数 N 一 4A, 一 个 序列 通常 表示 成 {ao， 
a1…) ,或 者 {a,} ,其 中 4a,€E A 是 n EN 的 象 . 

类 似 地 ,函数 N” 一 A 也 称 作 序列 ,并 且 表 示 成 {ao ,Qiy…} ,或 者 {a,} n EN” ,这 些 
符号 不 会 引起 混乱 . 


1.3.4 Zorn 引 理 及 等 价 命题 


定理 1.3.4( 选 择 公 理 ) ”对 若干 个 非 空 集合 作成 的 每 个 类 下 必 存 在 一 个 函数 f( 称 
为 下 上 的 一 个 选择 函数 ) ,使 得 对 每 一 个 A € FF, 我 们 有 f(A) € A. 

定理 1.3.5(Zorn 引 理 ) ”如 果 偏 序 集 (S, 过 ) 的 任何 全 序 子 集 均 在 S 中 有 上 界 , 则 
S 必 含 有 极 大 元 . 

关于 选择 公理 与 Zorn 引 理 的 等 价 性 证 明 一 般 篇 幅 很 长 ,可 参见 : 谢 邦 杰 《 超 穷 书 与 
超 穷 论 法 》, 吉 林 人 民 出 版 社 1979 年 版 . 
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与 以 上 两 个 公理 等 价 的 另 一 个 命题 是 : 

定理 1.3.6( 良 序 定理 ) 在 任何 集合 上 存在 良 序 关系 , 即 任何 集合 可 以 排 成 一 个 
良 序 集 . 

作为 Zorn 引 理 的 一 个 应 用 ,我 们 给 出 由 Zorn 引 理 推出 良 序 定理 的 证 明 , 以 便 读者 
体会 如 何 应 用 Zorn 

证 明 设 A 是 任 一 集合 , 则 A 的 每 一 个 子 集 上 的 良 序 关系 都 是 A XA 的 一 个 子 集 . 
以 @ 来 表示 A 的 每 个 子 集 上 的 良 序 关系 的 族 B@, 作 为 A X A 的 子 集 族 的 类 @$, 可 以 根据 
包含 关系 定义 偏 序 关 系 如 下 : 设 orE Bo 二 roCT， 

对 于 偏 序 集 6, 由 于 下 的 任 一 全 序 子 集 还 是 一 个 个 依次 包含 的 A X A 的 一 族 子 集 ， 
这 族 子 集 的 并 便 是 这 族 子 集 的 上 界 . 应 用 Zorn 引 理 ,下 中 应 有 一 个 极 大 元 p ,显然 p 是 
A X A 的 一 个 子 集 . 

假设 。 仅 是 A 的 真子 集 B 的 序 关 系 , 设 yE A 一 B, 则 pg 二 pU {(z,») |zx€B) 
是 A 的 子 集 B U {y} 上 的 序 关 系 ,而 且 p C9, p 关 8， 这 与 6 的 极 大 性 矛盾 ,得 证 . 


1.4 基 数 


1.4.1 基数 ( 势 ) 的 基本 性 质 


我 们 说 两 个 集合 S 和 了 荆 有 相同 的 基数 性 , 记 作 1 S | 一 | 工 | ,如 果 这 两 个 集合 之 间 存 

在 一 个 双 射 函数 (一 一 对 应 ) ,读者 可 能 会 想到 : |Z|=|N|,|1Q| 二 |N|, 其 中 N, 乙 和 
Q 分 别 为 自然 数 、 整 数 和 有 理 数 . 

如 果 S 与 工 的 一 个 子 集 一 一 对 应 ,我 们 就 记 作 | S| 志 | 1. 如果 S 与 了 的 一 个 真 
子 集 一 一 对 应 , 且 | S | 关 | 工 | ,我 们 就 记 作 | S | 过 | 工 |. 第 二 个 条 件 是 必要 的 ,因为 例 
如 ,NN 与 Z 的 一 个 真子 集 一 一 对 应 ,但 N 基 Z. 

我 们 这 儿 就 不 详细 讨论 基数 了 ,而 是 把 注意 力 集中 在 集合 的 基数 性 上 , 它 表示 了 集 
合 的 “大 小 ”. 比 起 要 清楚 地 说 明 一 给 定 集合 的 大 小 (基数 性 ) 来 , 讨 Y 华 两 个 集合 有 相同 
或 不 同 的 大 小 (基数 性 ) 要 容易 得 多 . 

我 们 给 每 个 集合 S 一 个 基数 , 记 为 | S | 或 card(S) ,用 来 测量 集合 的 大 小 . 实际 上 ， 
基数 恰好 是 集合 的 非常 特殊 的 类 型 . 但 是 ,我 们 只 能 简单 地 把 它们 想 成 是 用 来 测量 集合 
大 小 的 模糊 的 对 象 . 

一 个 集合 是 有 限 的 ,如 果 对 于 任意 正 整 数 , 它 能 在 形 为 Z, 二 (0, 1,，…, ?2 一 1) 的 
一 个 集合 的 一 一 对 应 中 . 一 个 有 限 集 的 基数 (或 基数 性 ) 正好 是 这 一 集合 中 元 素 的 个 
数 . 自然 数 集 N 的 基数 是 so. 因 此 | N1=|1Z1=|1Q|= Wo 

NS， 的 任意 集合 叫做 可 数 无 限 集 . 而 任何 有 限 集 或 可 数 无 限 集 叫做 可 数 集 . 因为 能 
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够 证 出 | R | 二 | N | ,所 以 实数 是 不 可 数 的 . 
如 果 S 和 了 是 有 限 集 , 那 么 | Sl<ITI 且 1TI<IS|=151=| Tl. 


1.4.2 基数 的 比较 


定理 1.4.1 在 全 体 集合 所 构成 的 类 TT 上 ,等 势 是 一 个 等 价 关 系 . 

证 明 注意 8B ~ 8, 由 于 BCGBXB 是 一 个 关系 , 它 ( 无 条 件 地 ) 为 一 一 对 应 函数 ; 假 
设 I 二 6B, 并 且 对 于 每 个 n EN', 令 了 了 二 (1,2,3… nn}. 

不 难 证 明 I,, 和 了 等 势 舍 m 二 .我们 说 一 个 集合 A 恰好 有 个 元 素 , 这 意味 着 A 
和 了 等 势 . 这 样 的 集合 ( 即 对 某 个 (唯一 的 )n 宇 0,A ~ 了 工 ) 叫 作 有 限 集合 ,否则 便 叫 作 无 
限 集合 . 于 是 ,对 于 有 限 集合 A,A 的 等 势 等 价 类 给 出 下 面 问题 的 答案 : A 中 包含 多 少 元 
素 ? 基 于 这 些 考 虑 我 们 给 出 : 

定义 1.4.1 集合 A 的 基数 ( 势 ) 是 A 对 于 等 势 关 系 的 等 价 类 ,表示 成 |A|,14| 
称 作 无 限 或 有 限 势 , 视 A 为 无 限 集合 或 者 有 限 集合 而 定 . 

势 也 用 w,8,y 等 小 写 希 腊 字 母 表示 ,基于 上 面 一 段 所 指出 的 原因 ,我们 把 整数 ”之 0 
等 同 于 势 | 五 | ,并 且 写 成 | 1 |= ”从 而 有 限 集合 的 势 恰好 是 集合 中 的 元 素 个 数 . 

通常 定义 势 的 方法 与 我 们 上 面 所 作 的 稍 有 不 同 ,通常 的 定义 可 表明 势 实 际 上 是 一 
个 集合 (不 像 定义 1. 4.1 中 那样 只 是 一 个 本 性 类 ). 

1) 每 个 集合 都 有 唯一 的 势 ; 

2) 两 个 集合 有 同样 的 势 , 当 且 仅 当 它们 是 等 势 的 ( 即 | A |=| B| SA ~ B); 

3) 有 限 集合 的 势 是 该 集合 中 的 元 素 个 数 . 

于 是 ,关于 势 的 命题 只 不 过 是 关于 集合 等 势 性 的 命题. 

例 1.4.1 自然 数 集 N 的 势 习惯 上 表 为 兴 ,. 势 为 兴 , 的 集合 A 叫 作 可 数 集合 . 非 零 
正 整 数 集合 N* ,整数 集 Z 和 有 理 数 集 Q 均 是 可 数 集合 ,但 是 实数 集 R 不 是 可 数 的 . 

定义 1.4.2 假设 a 和 8B 为 势 ,A 和 B 是 非 交 集合 ,并 且 | A |== a, |1B|= 8, 则 和 
a 十 8 定义 为 势 | A U B |, 而 积 of 定义 为 势 | AXB|. 

在 定义 积 o8 的 时 候 , 实 际 上 不 必 假 定 A 和 B 是 非 交 的 . 从 势 a 的 定义 可 知 ,永远 存 
在 集合 A, 使 得 | A |==a. 不 难 证 明 , 定 义 a 十 8 时 所 需要 的 非 交 集合 是 永远 存在 的 ,并 且 
和 a 十 8 及 积 a8 均 与 集合 A 和 B 的 选取 方式 无 关 . 势 的 加 法 和 乘法 满足 结合 律 和 交换 
律 ,并 且 分 配 律 也 成 立 . 此 外 ,有 限 势 的 加 法 和 乘法 与 它们 所 等 同 的 非 负 整 数 之 间 的 加 
法 和 乘法 是 一 致 的 ,这 是 因为 ,如 果 A 和 B 分 别 有 m 和 nn 个 元 素 ,并 且 A 丫 B= 名, 则 
AUB 有 m 十 nn 个 元 素 , 而 AXB 有 mn 个 元 素 . 

定义 1.4.3 假设 a 和 BB 为 势 ,A 和 B 为 集合 ,并 且 ,|A|==a,1B|= 6B, 如 果 A 
与 B 的 一 个 子 集 合 等 势 ( 即 存在 一 个 单 射 A 一 B) ,我 们 便 称 a 小 于 或 等 于 B( 表 示 
成 a 过 B 或 者 B 宇 a). 如 果 a 达 8 并 且 a 关 B; 则 称 a 严 格 小 于 B8( 表 示 成 a 二 B 或 
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者 8 这 0) 
1.4.3 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 定理 


定理 1. 4.2 ”如果 A 是 集合 而 P(A) 是 它 的 寡 集 合 , 则 | A | 二 | PCA) |. 
证 明 a-> {a),A -> P(A) 是 一 个 单 射 ,从 而 | A | 志 | P(A) |. 如 果 存 在 一 一 对 应 六 
A 一 P(A) ,那么 对 于 集合 B= {a € A | a 4 f(a)} C A, 存在 着 某 个 a。E€ A, 使 得 f(ao) 一 
B. 但 这 就 导致 蔬 盾 : a。€ B 同时 又 a 4 B, 因 此 | A| 关 | P(A) |, 即 | Al1<| P(A) 1. 
定理 1.4.3 
1) ( 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 定 理 ) ”对 于 任意 集合 S 和 T,|SI<ITI 且 1TI<IS|=> 
1S1= | TT]: 
2) ( 康 托 尔 定理 ) ”如 果 HI(S) 表示 S 的 适 集 ,那么 | S|1<<| ICS) |. 
3) 车 S 是 一 个 无 限 集 ,那么 | S|1= | IL CS) |. 
证 明 1) 我 们 接着 哈 尔 莫 斯 (1960) 的 证 明 . 令 f: S 一 TT 是 S 到 荆 的 一 个 单 射 函 
数 ,g: TS 是 T 到 S 的 一 个 单 射 函数 . 我 们 要 说 明 存在 一 个 S 到 了 的 双 射 函数 . 我们 
构造 以 下 定义 : 元 素 s € S 有 后 项 f(s), g(f(5))， fw CY YS 
如 果 t 是 s 的 后 项 ,那么 ;是 t 的 前 项 ,类 似 地 ,我们 定义 上 的 后 项 和 s 的 前 项 . 现在 ， 
通过 找 出 一 个 元 素 的 首 项 ,我 们 发 现存 在 三 种 可 能 一 一 这 一 元 素 的 首 项 可 能 在 S 中 ， 
或 工 中 ,或 没有 首 项 . 相应 地 ,可 以 把 S 写成 以 下 三 种 不 相交 集 : 
Ss 二 {s € S|s 的 首 项 在 S 中 )， 
Sr 一 (人 ESls 的 首 项 在 T 中 }， 
S_=(ES|ls 没 有 首 项 ) 的 并 . 


同样 ,我们 把 工 写成 Ts,Tr 和 T- 的 不 相交 的 并 . 

限制 地 | s。 : Ss— Ts 是 一 个 双 射 . 因为 如 果 t € Ts ,那么 对 于 V8 全 光 一 Fs 
但 是 y 和 + 的 首 项 相同 ,所 以 s E Ss. 对 于 映射 g |7,: Tr 一 Sr 和 j 卫 |s:S- 一 T- 也 
是 双 射 . 把 这 三 个 双 射 加 起 来 ,就 得 到 S 与 工 之 间 的 一 个 双 射 ,从 而 | S1=| 了 |， 

2) 由 e(s) = {5) 定义 的 包含 映射 e: S$ 一 P(S) 是 S 到 PCS) 的 一 个 单 射 , 所 以 | S | 科 
| PCS) |. 为 了 完成 康 托 尔 定理 的 证 明 ,我 们 必须 说 明 如 果 f: S 一 P(S) 是 任意 单 射 , 那 
么 让 不 是 满 射 的 .为 了 这 一 目标 , 令 X= {s € S|s& f(s)), 那 么 XE€ P(S). 

现在 我 们 证 明 XX 不 在 Im(f) 中 .对 于 YVzEX, 设 X= jz), 那 么 如 果 zEX, 根 
据 X 的 定义 ,有 x 义 . 另 一 方面 ,如 果 zx 六 , 也 根据 X 的 定义 ,有 x EX. 这 一 矛盾 表 
明 XIm( 了 有). 所 以 f 不 是 满 射 . 

3) 证 明 略 . 
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1.4.4 基数 的 运算 


现在 我 们 定义 基数 的 加 法 .乘法 和 乘 方 .如 果 S 和 了 是 集合 ,那么 笛 卡 儿 积 SXT 是 
全 体 有 序 对 所 成 集合 SXT 了 = {(s, 1) |s€S,1t€T). 
同样 , 令 S 表示 了 工 到 S 的 所 有 映射 所 组 成 的 集合 . 
定理 1.4.4 令 k,X 和 jy 是 基数 ,那么 以 下 性 质 成 立 : 
1) (结合 性 ) “< 十 人 十 Ap) = (x 十 和 ) 十 yg 且 kGy) 一 CQ) 
2) (交换 性 ) x 十 4 = 二 4 十 x 且 xA 二 
3) (分 配 性 ) Kk(A 十 4) = 1 二 pou. 
4) (指数 的 性 质 ) a) if == joke b) Ce)* = pe¥, ec) OGA) = hv 
定理 1.4.5 令 c 是 基数 ,其 中 至 少 有 一 个 是 无 限 的 ,那么 
1) < 十 人 三 max{tr, 4}. 2) a = max{k, A}. 
定理 1.4.6 1) 对 基数 兴 。 运用 有 限 次 加 法 和 乘法 后 ,结果 仍然 为 兴 . 
特别 地 ,对 任意 非 零 n € Nm Wo = Ni 一 兴 . 
2) 对 基数 2% 运用 可 数 次 加 法 和 乘法 后 ,结果 仍 为 2%. 
特别 地 
Wo “2% 2 
运用 这 一 定理 ,我 们 可 以 建立 其 他 关系 ,比如 
2 CM) Se CO Yo 
根据 施 罗 德 - 伯 恩 斯 坦 定理 ,有 (C80) 一 2%. 
定理 1.4.7 用 集合 kK 表示 集 族 {A | &E K}, 且 | K | 二 x. 如果 对 于 Vk EK， 
| A | 过 4%, 那么 
|UA, [<x. 
定理 1.4.8 每 个 无 限 集 均 有 可 数 子 集 ,特别 地 ,对 于 无 限 基数 a, 均 有 ,三 a. 
证 明 ”如果 B 是 无 限 集合 A 的 有 限 子 集合 , 则 A 一 B 非 空 ,对 于 A 的 每 个 有 限 子 
集合 B, 取 一 个 元 素 zs € A 一 B( 选 择 公理 ). 以 @ 表 示 A 的 全 部 有 限 子 集合 所 构成 的 集 
合 ,定义 映射 f: 6 一 f(B) U {zxs). 取 a € A. 由 递归 定理 (对 于 每 个 n 均 取 f, 二 了 ) 可 
知 存在 函数 g: N 一 B 使 得 g(0) = (a} ,并且 
gn 1) = f(g = gn UU) rr} (N20 
设 函 数 h: N -> A 定义 为 
h(0) = a,h(l) = Zero = Zt hnt1) = ze: 
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利用 N 的 序 性 质 及 以 下 诸 事 实 可 以 证 明 为 单 射 : 

1) h(n) €E gl(n) (Vn 0); 

2) h(n) ¢ gn—1) (Vn 1); 

3) hn) ¢ gm) (Vm = nm). 

从 而 Imh 是 A 的 子 集合 ,并 且 | Imh |=| N |= &. 

引 理 1.4.9 如 果 A 是 无 限 集合 ,FF 是 有 限 集合 , 则 | A UFI=| 4A|, 特 别 地 ,对 于 
每 个 无 限 势 a 和 每 个 自然 数 ( 有 限 基数 )n,a 十 n 二 a. 

证 明 必要 时 用 下 一 人 A 代 替 下 ,不 妨 设 A 门 下 = .如 果 下 二 {1,6b2… 6b,} 而 DD 王 
{X; | iE N*}y 是 A 的 一 个 可 数 子 集 , 证 f: A 一 A U 下 是 一 一 对 应 ,其 中 定义 为 

如 果 弃 二 zi(1 声 i 过 nn), f(z) = 二 6b; 如 果 z = zi 这 1),f(z) 一 Xin; 如 果 xzE 
A—D, f(x)=zx. 

定理 1.4.10 如 果 a 和 8 为 势 ,B8 达 a 并 且 a 为 无 限 基 数 , 则 a 十 8 二 a. 

定理 1.4.11 如 果 a 和 8 为 基数 ,0 取 B 二 a 并 且 a 是 无 限 的 , 则 a8 二 a. 特别 地 ， 
Oo = 又 若 8 是 有 限 的 , 则 &p = &; 

证 明 由 于 “过 过 ,从 而 ( 像 定理 1.4.6 的 证 明 那 样 ) 只 需 证 明 ua = a. 假设 A 是 
无 限 集合 , | A | 二 ,而 令 T 二 ( 对 应 f: XXX 一 XX| XX 为 A 的 无 限 子 集合 } ,由 于 A 
有 可 数 子 集合 D (从 而 | D1=| N |==| N” |), 并 且 映 射 N "RN 一 N* ,lm, n) 12”) 
(2n 一 1) 是 一 一 对 应 , 可 知 工 天 好, 将 工 赋 以 扩充 序 , 利 用 Zorn 引 理 得 到 极 大 元 8: B Xx 
B -> B. 从 g 的 定义 可 知 |1BXB|=| B|. 从 而 为 了 完成 证 明 , 只 和 需 证 1B1== | A |== 假 


如 | A 一 B|>| B1, 有 A 一 B 的 子 集 C, 使 得 |C1=|B|. 证 明 |Cl=1B|1==1BxB|= 
1BxC|=|CxXB|=| CXC|, 并 且 这 些 集合 是 彼此 非 交 的 ,于 是 
CB UO EEUU OO | BXB UBRC ERB UCU 


=|BXBI+|BxCI+|CxBI+|I CXxC| 
二 (| BI B|) 十 (| Cl+|C1) 
=|B|+|[C|=1BUC|. 
从 而 有 一 一 对 应 (BU C) X(B U C) 一 (B U C), 这 与 工 中 8 的 极 大 性 矛盾 ,因此 
[ 远 二 及 | 过 遍 痢 旧 | 了 1 二 | 站 二 及 | 于 | 下 和 一 瑟 ) 忆 已 | 二 | 和 | 二 
定理 1.4.12 ”假设 A 为 集合 ,并 且 对 于 每 个 整数 n 宇 1, 令 A”"= 二 AXAX… XA. 
1) 如 果 A 是 有 限 的 , 则 | A" |=| A 1", 如 果 A 是 无 限 的 , 则 | A" |=|1A|; 
2 U Al= We TA, 
证 明 1) 如 果 |A | 有限 , 则 命题 显然 成 立 . 如 果 | A | 无 限 ,可 以 对 nn 归 纳 证 明 (对 
于 n= 二 2 的 情形 即 是 定理 1.4. 11). 
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2) 集合 A"(n 宇 1) 是 彼此 非 交 的 ,如 果 A 是 无 限 的 ,由 1) 可 知 对 每 个 nn 均 有 一 一 
对 应 
fr: A*—>A, U A"—>N’ XAu GE A Pn, fil(w)) 


PEN 


是 一 一 对 应 , 因此 
[|U A’|I=|IN’ xA|=|IN* ||A|=&|1Al. 


nEN” 
如 果 A 是 空 集 , 则 2) 显然 成 立 ,于 是 设 A 为 有 限 非 空 集合 . 这 时 每 个 A” 都 是 非 空 
的 ,并 且 易 证 | N* | 过 | UU 4" 1|. 进 而 每 个 A” 均 是 有 限 的 ,从 而 对 每 个 nn 均 有 单 射 8,: 
A”" 一 N*' ,映射 
U A*—~N’ XN’,u (€ A’)Pln,g,(u)) 


nEN” 


是 单 射 ,从 而 由 定理 1.4.7 有 
| 如 | 科 IN xN’ |=|N* |= &. 
于 是 由 Berrlsteh 定理 可 知 | U A" |= 和 .但 是 由 于 A 为 有 限 集合 ,从 而 名 一 与 | A |. 


推论 1.4. 13 如 果 A 为 无 限 集合 ,而 F(A) 为 A 的 所 有 有 限 子 集 构成 的 集合 , 则 
| F(A) | =|A1. 


多 项 式 与 矩阵 代数 理论 


多 项 式 是 线性 代数 的 重要 组 成 部 分 ,也 是 代数 学 中 的 一 个 基本 概念 ,并 且 是 中 学 数 
学 中 的 主要 讨论 对 象 之 一 . 多 项 式 代数 以 多 项 式 因 式 分 解 存在 唯一 性 定理 为 中 心 展开 
整个 理论 体系 ,主要 讨论 数 域 下 上 的 整除 性 理论 . 注意 在 数 域 下 与 数 环 R 上 讨论 多 项 
式 理论 的 区 别 . 


2.1 一 元 多 项 式 理论 


2.1.1 一 元 多 项 式 定 义 及 运算 
定义 2.1.1 设 R 为 含有 数 1 的 数 环 ,形式 表达 式 
do 十 Qi 十 az 十 十 QZ? G2] 


称 为 数 环 了 下 关于 云 的 多 项 式 ,简称 一 元 多 项 式 , 其 中 n 为 非 负 整数 ,ao， QL EE 
R ,通常 用 符号 f(x) 表示 . 
多 项 式 (2.1) 中 aiz: 称 为 i 次 项 ,a; 称 为 次 项 的 系数 ,ao 称 为 常数 项 . 


加 法 : V f(x) = azog(z) = 0z, 则 f(x) + g(r) = 2) (ai 十 0 
ie = t=1 


乘法 : VY f(x) = a el = ozi 则 fx)g(z) = DCO oh 
i=1 ji 


k=1 计 j 一 人 

满足 下 列 算 律 

(C1) H(z) te) Eg FR 

(2) (f(x) g(r) thr) = flr) (glx) th(z)); 

(C3) fCE) = FR 

(4) f(x)g(7x) = g(x)f (2); 

(BY CFCEINECTIDRY = FCB(rINT) YS 

(6) (fx)+ g(r)h(r) = frh(z) Tt gr)h(r); 

(7) 车 f(x),g(x) € R[xj, 且 不 全 为 零 , 若 f(z)h(z) 二 g(x)h(z), 且 h(xz) 关 0， 
则 fC(2Y) = g(2); 
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以 上 (2) ~ (7) 的 定义 都 是 在 数 域 下 上 一 元 多 项 式 环 FLz] 中 给 出 的 . 

集合 RLz]= (ao 十 aiz 二 asz 十 … 十 az la ER 一 0,1… 和 mV7(0)EZ) 
对 多 项 式 的 加 法 .乘法 构成 的 环 称 为 数 环 R 上 的 一 元 多 项 式 环 . 

例 2.1.1 求 满足 条 件 的 非 零 复 系数 多 项 式 f(x), (f(z)) = (f(z))", 其 中 nn 为 
正 整数 . 

解 1) 若 3 f(x) 二 0, 则 f(x) 二 c, 其 中 常数 c 关 0. 于 是 由 题 设 c= f(f(x)) = 


(f(z))" 一 o 即 c 一 1, 其 中 解 为 一 1 次 单位 根 c 一 cos -十 isin -ea ,一 0， 


lw N=25 这 样 半 (2) 二 Gi 二 07 1 wo 一 2 且 (6y 三 工 邵 为 所 未 : 

2) 着 9 f(x) 之 0, 设 ?97z) = 1, 则 由 题 设 比 较 等 式 两 端 多 项 式 的 首 项 次 数 得 
二 加 , 即 t = 二 nn, 于 是 f(z) 为 n 次 多 项 式 , 令 f(x) = 二 aor 十 …a zx 十 a,; 则 FFCz)) 一 
ao CFE y(t = (RY a — LAR a 0; 
Wd = ya he 

定义 2.1.2 Vf(z) € R[xj,f(x) 关 0, 当 a, 头 0 时 ,a,zx" 称 为 多 项 式 f(x) 的 首 
项 ,a, 为 首 项 系数 ,n 称 为 f(x) 的 次 数 , 用 符号 9" f(x) 表示 , 即 9" 7Cz) 一 7 

特别 地 ,系数 全 为 零 的 多 项 式 称 为 零 多 项 式 , 记 为 0. 零 多 项 式 不 定义 次 数 ， 

定理 2.1.1( 次 数 定理 ) 设 f(zx),g(zx) € R[xzxj, 有 是 f(x) 关 0,g(x) 关 0, 则 

17 AR EN (2 a max(o f(z (rs 

2) (FRE fr CY. 


2.1.2 多 项 式 的 整除 


定义 2.1.3 设 Fz),gGz) € FLxj,; 若 存在 h(xz) E FLzxj, 使 f(x) = g(x)h(z)， 
则 称 g(x) 整除 f(x), 记 为 g(x) | f(x), 其 中 g(x) 称 为 f(x) 的 一 个 因 式 . 

多 项 式 理论 是 围绕 多 项 式 的 整除 而 展开 的 ,首先 考虑 多 项 式 的 整除 性 质 : 

Cy EE EY gE) ECEY | RC fay | EOL) 

(2) 车 f(x) | g(x), FE) 下 友人 20 出 fC2) | gE) FECL) 

(3) 若 f(x) |h (x), 对 于 Vg(x) E F[zxj, 有 f(x) | g(x)h(z); 


(4) 车 f(x) |h(z), 对 Vgilr) E R[r], 有 f(x) | 》)gi(zx)hi(x), 其 中 i=1， 
i=1 


i 
(5》 VE 天 0) € FY Tc EE FlrlyAel f(x) ef EY | f(r) 
(6) 若 f(xw) | g(r) vB(z) | f(x)s 则 gCz) 三 (2 其 中 心 (天 0) EE 下 
例 2.1.2 求证 : zx“ 一 1 | x 一 16Sdq |n. 
证 明 充分 性 ”由 d|n, 得 nn 二 dq; 则 x" 一 1 = 二 (zx)? 一 1, 帮 x” 一 1 | x" 一 1. 


a 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


必要 性 ”假设 n= dg 十 r, 其 中 + = 0 或 + 二 4d, 于 是 
Zl1= (Xr m1=r—1= zr[(x) m1 (x =—1), 


由 xz 一 1|x* 一 1 推 得 xz* 一 1 1x’ 一 1, 此 与 + 二 4d 忒 盾 . 故 r= 二 0, 即 4d|n. 

定理 2.1.2( 带 余 除 法 ) 设 /(zx),g(z) 为 FL[z] 的 任 辣 两 个 多 项 式 , 且 g(x) 天 0， 
则 在 FLz] 中 存在 唯一 的 一 对 多 项 式 q(x) 和 r(x), 使 f(x) 二 g(x)qlz) 十 r(x), 其 中 
r(z) 二 0 或 0%r(x) 二 9"g(x). 称 多 项 式 g(zx) 和 r(x) 分 别 为 以 g(x) 除 f(x) 所 得 的 商 

式 和 余 式 . 

E 因此 得 到 两 个 结论 : 

1) g(x) | f(x)Sr(z) = 0, 其 中 r(x) 是 g(x) 除 f(x) 所 得 的 余 式 . 

2) 多 项 式 的 整除 性 不 因数 域 扩大 而 改变 . 

定义 2.1.4 设 -fT(2) g(r) (ZTE FLzj; 若 

1) d(xz) | f(z),qd(zx) | g(xz), 即 d(x) 为 f(z) 与 g(x) 的 一 个 公 因 式 ; 

2) 对 f(x) 与 g(x) 的 任 一 公 因 式 c(z) ,都 有 c(z) | d(z), 则 称 dlzx) 为 f(z) 与 g(x) 
的 一 个 最 大 公 因 式 ;通常 把 首 项 系数 为 1 的 最 大 公 因 式 ， 记 为 : (f(x),g(7)) 一 d(x). 

定理 2.1.3( 最 大 公 因 式 存在 唯一 性 定理 ) FLzj] 的 任意 两 个 多 项 式 f(x) 与 g(x) 
一 定 有 最 大 公 因 式 , 除 相 差 一 个 零 次 因 式 外 ,f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 是 唯一 
确定 的 . 

值得 注意 的 是 ,两 个 多 项 式 的 最 大 公 因 式 不 因数 域 扩 大 而 改变 ,但 它们 的 公 因 式 却 
不 然 . 

定理 2.1.4( 倍 式 和 定理 ) 设 d(x) 是 F[zxj 的 多 项 式 f(x) 与 g(x) 的 最 大 公 因 式 ， 
则 在 F[z] 中 存在 多 项 式 wx(z) 与 v(x), 使 f(x)ul(x) 十 g(x)v(Xx) 一 d(x). 

定义 2.1.5 设 f(z),g(zx) € FL[xj, 若 f(x) 与 g(x) 除 零 次 多 项 式 外 不 再 有 其 他 
的 公 因 式 , 则 称 f(x) 与 g(x) 互 素 , 记 为 : (f(x),g(7x)) 二 1. 

上 述 两 个 定义 可 推广 到 个 多 项 式 的 情形 . 值得 注意 的 是 ,n(n 2) 个 多 项 式 
f(x) ,fa(x) … f(x) 互 素 时 ,它们 并 不 一 定 两 两 互 素 , 

定理 2.1.5 F[z] 的 两 个 多 项 式 fF(z) 与 g(x) 互 素 , 即 C(FCz),g(z)) = 1 存在 
wz)yaoz) E F[zx], 使 f(x)ulz) 二 g(x)v(z) 三 1. 

互 素 的 性 质 : 

1) 车 (f(x) h(x)) = 1,(g(r),h(r)) = 1, 则 (f(x) g(x), h(7z)) = 1; 

2) 若 hCzx) | jz)g(z) ,上 且 (CFCz),Pz)) = 1, 则 hz) | g(r); 

3) 车 gCx) | fOr) hr) | FGz), 且 (Cg(Cz) ,pz)) = 1, 则 g(x)h(zr) | f(z); 
此 性 质 可 推广 到 有 限 多 个 多 项 式 的 情形 . 

例 2.1.3 设 flzx)yg(x) E Flzx]; 县 . 9° f(z) '> Dadry(zr) SS 0 着 (f(z)s 
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g(z)) 一 1, 则 在 FLz] 中 存在 唯一 多 项 式 w(x) ,v(x) ,使 得 
fxNulz) 十 g(Cz)uoz) 一 1, 且 ap(z) < 9 f(x), u(r) < 9 g(7). 

证 明 由 于 (f(z),g(zx)) = 1, 则 存在 h(z),k(x) E F[zxj, 使 得 f(x)h(z) 十 
g(x)k(zx) 二 1, 由 带 余 除 法 得 ,h(x) = g(x)qC(z) 十 u(x) ,k(x) 二 f(z)p(z) 十 v(x), 其 
中 au(x) < 一 acg(Cz)， aoCz) 二 9"*f(xz), 由 此 得 ， 

flritglr oltreRV+ ELEICS rp ET VEN) = 1 
即 RAG DA DE A lA 三， 


如 果 p(zx) 十 g(x) 关 0, 那 么 9 f(x)g(x) 之 9 f(x)ulzr),9 f(x)g(r)> 9 g(r) vr), 
等 式 左 端 多 项 式 的 次 数 不 能 为 0, 矛盾 ,所 以 p(x) 十 g(x) 二 0. 故 有 f(z)u《z) 十 
SCZz)w(Czr) = 1. 

再 证 唯一 性 , 假设 还 有 一 对 满足 要 求 的 多 项 式 uo(z),vo(z) ,使 得 f(x)uo lx) 十 
g(x)vo(X) 二 1, 则 有 (Cuzx) 一 wo 《7X))f(x) 二 (vw (x)—v(z)) g(x) ;假设 v(x) 关 w 《x)， 
则 由 CFCz)sg(z)) = 二 1 推出 f(x) |w(z) 一 w(z); 但 93°(v(z) 一 v(x)) < f(z) * 泌 盾 ， 
故 必 有 v(x) = wo (xX) u(x) = wo (Zz). 


2.1.3 不 可 约 多 项 式 


定义 2.1.6 F[xj 中 次 数 大 于 零 且 在 上 只 有 平凡 因 式 的 多 项 式 称 为 上 的 不 可 
约 多 项 式 . 

如 果 次 数 大 于 零 且 在 FLz] 中 ,有 除 平凡 因 式 外 其 他 因 式 的 多 项 式 称 为 在 下 上 
可 约 . 

对 零 和 零 次 多 项 式 不 定义 可 约 性 ,多 项 式 的 可 约 性 与 数 域 有 关 . 

定理 2.1.6 f(x) 在 FL[z] 中 任 一 分 解 式 f(x) = g(xz)h(x) 中 的 因 式 g(x) 与 
h(x) 总 有 一 个 是 零 次 的 镶 f(z) 在 下 上 不 可 约 . 

不 可 约 多 项 式 的 性 质 : 

1) 若 p(x) 为 下 上 不 可 约 多 项 式 , 则 cp (x) 也 是 不 可 约 多 项 式 (其 中 0 关 c € PF); 

2) 若 p(x) 为 上 不 可 约 多 项 式 ,V f(r) € FLzxj, 则 或 (f(z),p(x)) 二 1， 
或 p(x) | f(z); 

3) 车 P(x》 为 上 不 可 约 多 项 式 ; 和 且 plzx) | f(x)g(x)， 则 p(x) | f(z) 
或 p(xY |gCx), 

例 2.1.4 设 g(x) 二 十 9 十 6,f(zx) 在 Q 上 不 可 约 ,并 且 f(x) 与 g(x) 在 复数 域内 
有 一 公共 复 根 ,求证 f(z) 与 g(x) 在 QLz] 中 相伴 , 即 f(x) = cg (xz), 其 中 cc 冯 0) EQ. 

证 明 由 Eisenstein 判别 法 知 g(Cz) = 二 zx’ 十 9x’ 十 6 是 Q 上 不 可 约 多 项 式 , 而 f(x) 
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也 是 Q 上 不 可 约 的 ,上 且 f(z) 与 g(x) 在 C 内 有 一 公共 复 根 , 故 (FCz),g(Cz)) 一 QZ) 天 
1, 因 此 由 不 可 约 多 项 式 性 质 知 f(x) | g(Cz),g(Cz) | f(z), 所 以 f(x) 二 cg (zx), 其 中 
ce 天 0) EQ. 
定理 2.1.7( 多 项 式 唯一 因 式 分 解 定 理 ) FLz] 的 每 一 个 z( 六 0) 次 多 项 式 f(zx) 都 
可 以 分 解 成 F[z] 的 不 可 约 多 项 式 的 乘积 , 若 不 计 零 次 因 式 的 差别 ,多 项 式 f(x) 分 解 成 . 
不 可 约 因 式 乘积 的 分 解 式 是 唯一 的 . 一 般 地 有 : 
Pe es 


其 中 p(x)(i 二 1,2…7) 为 f(x) 的 所 有 互 不 相同 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 因 式 . 上 式 
称 为 f(x) 的 典型 分 解 式 . 
定义 2.1.7 设 p(z) 是 F[xj 上 不 可 约 多 项 式 , 且 p*(zx) | jz) ,但 办 (xz) 不 整除 
f(x), 则 称 p(x) 是 f(x) 的 k 重 因 式 .特别 地 , 当 有 二 1 时 , 称 p(x) 是 f(x) 的 单 因 式 . 
定义 2.1.8 设 f(x) ==ao 十 qz 十 azz? 十 … 十 qnx”E€ FLzj],f(x) 的 导数 指 FFLxj] 
的 多 项 式 


pf 
f(x) 一 ai 十 2asz 十 3asz2 十 … 十 azr ， 


上 述 诸 定义 都 是 把 多 项 式 看 作 形 式 表 达 式 给 出 的 ,并 且 定 义 2.1.2 一 2.1.7 又 都 限 
制 在 数 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 下 Lzj] 中 讨论 . 
定理 2.1.8 f(z) 无 重 因 式 售 (f(zx),f (zx))=1. 
同时 , 当 f(x) 的 典型 分 解 式 形 如 上 式 , 设 (f(x), 了 (7z)) = d(x), 则 
glx) f(r/ad(z) = a p(y) py(z) ss pets 


即 q(x) 与 f(x) 有 完全 相同 的 不 可 约 多 项 式 , 且 都 是 单 因 式 . 

定理 2.1.9( 重 因 式 定理 ) 设 p(x) 是 f(x) 的 一 个 kk 宇 1) 重 因 式 , 则 plz) 是 了 (x) 
的 一 1 重 因 式 ,因而 p(x) 是 f(z) ,了 (x)… PCz) 的 公 因 式 ,不 是 f” (zx) 的 因 式 . 

特别 地 , 当 上 = 二 1 时 p(x) 不 是 (x) 的 因 式 ;反之 ,车 p(x) | f(x), 且 p(x) 为 
(xz) 的 有 一 1 重 因 式 , 则 p(x) 为 f(x) 的 & 重 因 式 . 

例 2.1.5 数 域 下 上 的 一 个 n 次 多 项 式 f(z) 能 被 它 的 导数 整除 今 f(x) 一 alx 
Ob)" 

证 明 ” 先 证 充分 性 ,因为 (x) == na(x 一 0)” ,所 以 Sek MA 

下 面 给 出 必要 性 的 证 明 : 

由 题 设 PCz) | f(z), 则 有 g(x) E€ FL[xj], 使 得 f(x) 二 g(x)f (x), 且 9"g(zx) 二 1， 
于 是 令 g(x) = ai(z 一 ); 由 了 (zx) | f(x) 知 ,f(z) 是 f(z) 与 (xz) 的 最 大 公 因 式 . 
因此 ,g(x) = f(x)/cf'(z), 与 f(x) 有 完全 相同 的 不 可 约 因 式 ,g(x) 只 有 一 个 一 次 因 
式 ; 克 F(x) 二 a 一 0)" 
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2.1.4 多 项 式 函 数 


下 面 我 们 将 从 函数 观点 来 讨论 多 项 式 . 多 项 式 的 重要 性 在 于 它 是 最 基本 的 函数 ,用 
它 可 去 逼近 一 个 比较 复杂 的 函数 ,这 对 数学 分 析 、 微 分 方程 等 学 科 , 在 理论 和 实际 求解 
上 是 有 重要 意义 的 . 
定义 2.1.9 设 数 环 R 上 一 元 多 项 式 环 RLzj] 的 一 个 多 项 式 
FR) = or es 


c € R, 则 在 f(x) 的 表示 式 里 ,把 x 用 c 代替 得 到 R 的 一 个 数 ao 十 aic 十 azse 十 … 十 arc”， 
称 为 当 工 一 < 时 jz) 的 值 ,用 符号 f(c) 表示 ,于 是 对 于 Yc € R, 在 R 中 就 有 唯一 确定 
的 数 f(c) 与 它 对 应 ,这 样 就 得 到 : R 到 R 的 一 个 映射 ,这 个 映射 是 由 多 项 式 f(x) 所 确 
定 的 ,通常 称 为 R 上 的 一 个 多 项 式 函 数 . 
在 此 观点 下 ,以 及 RLzj 中 工 又 可 理解 为 自 变 数 , 对 VcER, 便 决定 一 个 RLzj] 到 有 入 
的 映射 p: f(x) PP jc) 是 同 态 映 射 . 
因此 ,对 VY f(x),g(x) € RLx]j;Yec EE R, 有 
f(x) + gz) fle) + g (0); 
f(z)e(r) > feele), 


特别 地 ,使 f(c) = 0 的 c 称 为 f(x) 在 R 中 的 根 或 称 了 (x) 的 零点 . 

例 2.1.6 设 aEC, 求 证 a 为 FLzj 中 某 一 次 数 大 于 零 的 多 项 式 的 根 的 充 要 条 件 是 
集合 TI= {f(a) | f(x) E FL[z]) 为 一 数 域 . 

证 明 必要 性 邻 a 为 FLzxj 中 次 数 大 于 零 的 多 项 式 f(x) 的 根 , 即 f(a) 二 0, 则 
0 € 1, 因此 IT 关 名 ;同时 令 g(x) 二 f(z) 十 1 € F[zxj; 则 1 二 f(a) 十 1 = 二 g(a) ET, 并 
且 Vfila)、fila) EIT, 由 (x)\fitz) E FLx| 推 得 所 Ca) 二 :fia), fil(a) fy C0 BE I, 
故 了 为 一 数 环 . 

下 证 数 环 了 中 每 一 非 零 数 都 有 其 首 , 令 

T= fa EE FL] | rted = 0), 

由 于 Fo) = 0, 知 了 关 多 ,J 中 必 有 一 不 可 约 多 项 式 p(x), 使 pla) 二 0, 并 且 Vh(x) € 
FE[Lz], 若 jz) 了 即 h(a) 关 0, 则 p(x) 不 整除 h(x), 因 此 有 (p(x) ,h(x)) 二 1, 于 是 存在 
u(xz) v(x) E FLz], 使 p(x)ulzx) 十 h(xz)v(z) 二 1, 当 z= 二 a 时 ,得 h(a)vla) 二 1, 即 
za) 二 h(ag) ET, 故 数 环 了 为 一 数 域 . 

充分 性 当 a = 二 0 时 , 则 f(a) = xz 即 为 所 求 .车 a 关 0,; 则 a 为 f(x) = 二 zx 在 X= 二 a 
的 值 . 因此 a € I, 由 了 为 数 域 知 a ET 于 是 在 FLz] 中 存在 一 非 零 多 项 式 g(x) ,使 
g(a) 二 a 1!l, 即 ag (a) 一 1 二 0, 由 此 可 知 & 为 多 项 式 xg (xz) 一 1 的 根 . 
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又 因为 g(x) 关 0, 所 以 xg (xz) 一 1 的 次 数 大 于 零 , 令 f(x) = xg (x) 一 1 即 为 所 求 . 

定理 2.1. 10( 余 式 定理 ) 设 f(x) € R[xrj,c € R, 用 zx 一 c 除 f(x) 所 得 的 余 
式 r 二 fe) 

定理 2.1. 11( 因 式 定 理 ) zx 一 c| f(x) 舍 f(c) 三 0. 


2.1.5 复 、 实 .有理 数 域 上 的 不 可 约 多 项 式 


实 系数 多 项 式 的 非 实 复 根 两 两 成 对 ,因此 实数 域 上 不 可 约 多 项 式 , 除 一 次 多 项 式 
外 ,只 有 含 非 实 共 思 复 根 的 二 次 多 项 式 ;每 一 实 系数 多 项 式 都 可 分 解 为 实 系数 的 一 次 和 


二 次 不 可 约 因 式 的 乘积 . 
根 与 系数 的 关系 : 设 wm ,o… Qa 为 n 次 多 项 式 f(z) 一 ao x 十 Qizx” 十 … 十 an 的 
n 个 根 , 则 ai 十 os 十 … 十 ov 二 一 a1/ao; 
aias 十 aias 十 … 十 olian 一 az/ ao 
aasos 十 alazal 十 "十 Qn zaniQn 一 (一 1) as/ao; 
aid ww (aos 


复数 域 C 上 只 有 1 次 多 项 式 是 不 可 约 的 . 

定理 2.1.12( 代 数 基 本 定理 ) 任何 z”(z > 0) 次 多 项 式 在 复数 域 中 至 少 有 一 个 根 . 
因此 任何 n(n 之 0) 次 多 项 式 在 复数 域 中 及 个 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ). 

定义 2.110 令 f(x)=@ 二 az 二 2 十 十 nx” EE F[z|] 满足 (Cao ya ，,*… ,a;) 二 
1 ( 即 它 的 系数 互 素 ) 称 为 本 原 多 项 式 . 

定理 2.1.13(Gauss 引 理 ) ”两 个 本 原 多 项 式 的 乘积 仍 是 一 个 本 原 多 项 式 . 

定理 2.1.14 整 系数 多 项 式 在 Z 上 可 约 今 它 在 Q 上 可 约 . 

有 理 数 域 上 存在 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 . 

定理 2.1.15(Eisenstein 判别 法 ) 设 f(x) 二 a 十 a1z 十 … 十 az 十 az 为 一 
整 系数 多 项 式 ; 若 能 找到 一 个 素数 p ,使 

1) p 不 整除 a，; 

oy 站 相交 这 下 一 

3) p? 不 整除 ao; 
则 f(z) 在 有 理 数 域 Q 上 不 可 约 . 

定理 2.1. 16 设 有 理 数 二 是 整 系数 多 项 或 f(z》 二 .as x? 十 G1 十 训 ! 二 az 的 一 


个 概 ;其 中 (wvw) = 1, 且 avaw 关 0; 则 


是 人 区 | 
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2) f(z) 一 (z 一 兰 je(z) ,其 中 9(z) 为 整 系数 多 项 式 . 


例 2.1.7 设 ww，a…a 是 互 不 相同 的 整数 , 则 f(z) = [|[ (x 一 a) 一 1 在 Q 
上 可 约 . 

证 明 反 证 法 设 f(x) 可 约 , 则 f(x) 可 分 解 为 两 个 整 系数 多 项 式 的 积 , 即 
f(z) ==g(x)h(z) 又 f(a;) = 一 1, 即 g(ai)h(a;) = 一 1, 则 g(a;) 与 h(a;) 中 一 个 等 于 
一 1, 一 个 等 于 0, 所 以 g(a;) 十 h(a;) = 二 0, 因 9"gf(zx) 二 n,9"h(z) 过 nn,a1,as"… an 是 互 
不 相同 的 整数 ,所 以 g(x) 十 h(x) = 二 0, 故 g(x) = 一 h(x), 可 得 f(x) 二 一 g? (Xx), 这 与 
f(z) 为 首 一 多 项 式 矛 盾 . 

例 2.1.8 设 AEM(C),f(zx) ECcLz], 且 az) >0,g(Cz) 是 以 A 为 根 的 次 数 
最 低 的 多 项 式 , 求 证: 

1) 若 (f(x),g(x)) 二 d(x), 则 a(A) 的 秩 与 g(A) 的 秩 相等 ; 

2) f(A) 可 道人 (f(x),g(zx))=1. 

证 明 1) 设 d(zr) = (f(zx),g(7z)), 则 有 f(x)ulz) 十 g(xz)v(zx) = dq(z), 于 是 有 

fA)ulA)+g(A)v (A) = dA), 


由 g(A) = 0, 得 f(A)u(A) = 4dCA) ,因此 有 , 秩 f(A) 宇 秩 d(A); 

另 一 方面 ;由 d(x) | f(x), 则 有 f(x) = d(x)g(x), 于 是 f(A) = d(A)q(A), 故 又 
有 秩 4(A) 三 秩 f(A). 所 以 秩 4(A) = 秩 f(A). 

2) 必要 性 ”由 题 设 知 , (f(x),g(7x)) = d(x), 假若 994d(x) 关 0, 则 由 g(x) = 
d(z)gi(zx), 有 d(A)gi1(A) = 二 g(A) 二 0. 因 f(A) 可 道 ,由 (1) 知 4(A) 也 可 道 , 故 (A) 王 
0, 此 与 g(x) 的 题 设 矛 盾 ,所 以 d(x) 必 为 非 零 常数 . 

充分 性 车 (f(x),g(z)) = 二 1; 则 f(z)ulz) 十 g(x)v(zx) = 二 1, 进 而 有 f(A)u(A) 十 
g(A)v(A) = 二 1, 由 g(A) = 0 得 ,f(A)u(A) = 二 了, 故 f(A) 可 道 . 


2.2 多 元 多 项 式 


2.2.1 多 元 多 项 式 的 定义 及 运算 


在 这 一 节 里 我 们 先 介绍 多 元 多 项 式 的 概念 和 多 元 多 项 式 的 一 些 最 基本 的 性 质 , 然 
后 讨论 一 下 在 理论 和 应 用 上 都 比较 重要 的 一 种 多 元 多 项 式 一 一 对 称 多 项 式 . 

定义 2.2.1 令 zz zy 是 7 个 文字 . 形 如 az xz …xzyo 的 表示 式 ( 其 中 4a€ R， 
Ai ,AR 是 非 负 整数 ) 叫做 R 上 zz ，…zw 的 一 个 单项 式 . 

数 a 叫做 这 个 单项 式 的 系数 . 如 果 某 一 二 0, 那么 xf 可 以 不 写 , 因 此 ,m(m 二 nn) 
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个 文字 的 单项 式 总 可 以 看 成 n 个 文字 的 单项 式 . 特别 ,0 E R. 
一 些 ( 有 限 个 ) 单项 式 用 加 号 联结 起 来 而 得 到 的 一 个 形式 表达 式 


aixhn zh zh 十 Ga 交合 rh tn 二 nari rh Tm ， (2. 2) 


其 中 a; € R,k; 是 非 负 整 数 (i 二 1，… ,537 二 1，… ,7) ,叫做 R 上 个 文字 x1 zz， 
的 一 个 多 项 式 ,或 简称 R 上 一 个 元 多 项 式 , 也 可 以 简称 为 多 项 式 . 

定义 2.2.2 R 上 两 个 n 元 多 项 式 相等 指 的 是 ,如 果 它 们 有 完全 相同 的 项 ,或 者 只 
差 一 些 系数 为 零 的 项 . 

定义 2.2.3 设 az4z 浆 …zo 是 R 上 nn 个 文字 的 一 个 单项 式 , 且 a 关 0, 则 非 负 整数 
i 十 kz 十 … 十 叫做 这 个 单项 式 的 次 数 . 

R 上 一 个 元 多 项 式 的 次 数 指 的 是 系数 不 为 零 的 项 的 次 数 最 大 者 . 

根据 这 个 定义 , 零 多 项 式 , 也 就 是 系数 都 是 零 的 多 项 式 , 是 唯一 没有 定义 次 数 的 多 
项 式 , 如 果 0 关 a ER, 那 么 a 是 一 个 零 次 多 项 式 ， 

定义 2.2.4 R 上 两 个 n 元 多 项 式 f (xi,xs，… ,x4) 与 g(x1,zs，…,Xs) 的 和 指 的 是 
把 分 别 出 现 在 这 两 个 多 项 式 中 对 应 的 同类 项 的 系数 相 加 所 得 到 的 n 元 多 项 式 , 记 作 
f(ziyTzz Xj) 十 g(xi,Xs，"… ,Ts)， 或 者 简单 地 记 作 f 十 g. 

定义 2. 2.5( 两 个 单项 式 的 乘积 ) R 上 两 个 元 单项 式 azt x Zoo 与 bt TY 
的 积 指 的 是 单项 式 apz 和 Ta z2 2 To 

设 f 与 g 都 是 R 上 nn 个 文字 zx1,xs，… ,x 的 多 项 式 . 把 f 的 每 一 项 与 g 的 每 一 项 
相 乘 ,然后 把 这 些 乘积 相 加 (合并 同类 项 ) 而 得 到 的 一 个 元 多 项 式 叫 做 了 与 g 的 积 , 记 
作 fg. 

2.2.2 数 环 R 上 nn 元 多 项 式 环 

定义 2.2.6 我 们 把 一 个 数 环 R 上 一 切 n 个 文字 zxi,， zs，*…，, ZX, 的 多 项 式 所 成 的 集 
合 ,连同 如 上 定义 的 加 法 和 乘法 叫做 R 上 个 文字 zl, x:，…， zx, 的 多 项 式 环 ,简称 及 


Ew 元 多 项 式 环 , 记 作 RLzi CE 7 yi 
由 以 上 的 讨论 可 知 , 如 果 {i， ?12 ， | 1 是 (1， 六 59 人 n} 的 一 个 子 集 ,那么 


RLz， » Ti sc 二 RLzi » 2 9 | 


特别 地 ,对 于 任意 nn 二 0,RCO 及 [zy fs “», wa |; 

设 fE€ Rix, zy，…, xj, 把 了 的 系数 都 换 成 各 自 的 相反 数 ,可 得 到 R[x ,zs ，…， 
zj 的 一 个 多 项 式 ,叫做 f 的 负 多 项 式 , 记 作 一 了 .显然 有 f 十 (一 有 ) 二 0. 

当 n 二 2 时 , 数 环 R 上 二 元 多 项 式 的 一 个 表达 式 : f 一 》)ayzx'y', 这 里 a; E R, 其 


中 只 有 有 限 个 aj 不 为 零 ,i,j 都 是 非 负 整数 (>) 表示 有 限 项 的 和 ). 我 们 把 i 十 j 等 于 一 
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个 固定 整数 的 项 放 在 一 起 ,那么 f 可 以 写成 以 下 形式 : 
了 一 aoo 十 (aio 并 十 aoy) 十 (azoz2z 十 aiizy 十 aozy) 
十 (asoz 十 aiz2y 十 aizzy2 十 aoy’) 十 …， 

在 这 里 自然 只 有 有 限 项 不 为 零 . 

采用 这 种 记号 , 数 环 R 上 nn 元 多 项 式 的 一 般 形式 为 >)ai i 2 7 

现在 来 讨论 两 个 元 多 项 式 的 和 与 积 的 次 数 问 题 . 

设 f,g 是 R 上 两 个 不 等 于 零 的 nn 元 多 项 式 ,如 同一 元 多 项 式 的 情形 一 样 ,我 们 有 
a (f+g) 二 max(9"f,9"g). 设 f(zi,zxs，… ,zx,) 是 数 环 R 上 一 个 不 等 于 零 的 nn 元 多 项 
式 . 设 

C(I) arctieb as (CaF0), (2) Brit rh wri, (bE 0). 
是 f(zi， zz，*…， ZX,) 的 两 个 不 同 的 项 ,那么 在 这 两 项 对 应 的 窒 指 数 的 差 &; 一 1;(1 过 
i 委 n) 中 ,至 少 有 一 个 不 等 于 零 . 如 果 在 这 些 差 中 ,第 一 个 不 等 于 零 的 数 是 一 个 正 数 , 换 
句 话 说 ,如 果 存 在 这 样 一 个 i,1 过 i 过 nn, 使 得 = 二 如 ,ki 二 11, 但 &; 4, 那么 就 说 ， 
项 (1) 大 于 项 (2) ,或 者 项 (2) 小 于 项 (1). 对 于 f(z1， zs，…，, x,) 的 任意 两 个 不 同 的 项 ， 
总 有 一 个 大 于 另 一 个 , 并 且 若 项 (1) 大 于 项 (2), 而 项 (2) 又 大 于 另外 一 项 : 
(3) czm zz Zoo(c 天 0)， 那 么 项 (1) 大 于 项 (3). 这样 ,只 要 把 两 项 中 较 大 的 一 项 排 在 
前 面 ,多 项 式 f(x1，xs，…，, Xx) 的 各 项 就 有 了 完全 确定 的 次 序 . 这 种 排列 多 项 式 的 项 
的 方法 很 像 字 上 典 里 字 的 排列 法 ,所 以 通常 把 这 种 排列 法 叫做 多 项 式 的 字典 排列 法 . 

例如 , FCziyzayzsyz) = Xf 十 3zx?Xxixs 一 ZX?X3x? 十 xXx?ixs 一 2. 

这 就 是 按 字典 排列 法 书写 的 一 个 四 元 多 项 式 . 

定理 2.2.1 数 环 有 RR 上 两 个 元 多 项 式 f(xis zas i) 与 (Xi Was. "se) 
的 乘积 的 首 项 等 于 这 两 个 多 项 式 首 项 的 乘积 . 

推论 2.2.2 如 果 fi 关 0,i 二 1,，2,…, 7 则 广 户 … ff 的 次 数 等 于 每 个 f; 的 首 项 
的 乘积 . 

推论 2.2.3 两 个 非 零 多 项 式 的 乘积 也 不 等 于 零 . 

定理 2.2.4 数 环 R 上 两 个 非 零 元 多 项 式 的 乘积 的 次 数 等 于 它们 次 数 的 和 . 

证 明 设 f,g € RLzi,…, zj; 且 f 关 0, g 关 0, 它 们 的 次 数 分 别 是 s 和 zt, 把 1 与 g 写 
成 齐 次 多 项 式 的 和 : f= 二 矿 十 万 十 … 十 大,g 一 和 十 有 十 … 十 8 这 里 广 ，g; 或 者 等 于 零 ， 
或 者 分 别 是 i 次 或 j 次 齐 式 (i 二 0，…, 5;j 二 0,，…, 四 ,并 且 f; 关 0, gi 天 0, 于 是 ， 


fs = fr i 


由 定理 2.2.1,f,g, 关 0, 并 且 是 一 个 s 十 :次 齐 式 , 而 其 余 各 项 f;g; 或 者 等 于 零 , 或 
者 是 一 个 次 数 低 于 十 上 的 齐 式 . 因此 ， 
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a°(fg) = 3 af hg 
yd 2 .7 数 环 R 上 一 个 nn 元 多 项 式 f (zxi， ek Th 和 R 中 任意 7 个 数 c]， ey 
Cn 在 f(zi 二 中 ,把 Xi 用 c， 来 代替 ,就 得 到 数 环 及 的 一 个 确定 的 数 , 叫 做 LI 一 
化 | n) 时 多 项 式 ka 多 “2 潮 ;cD ) 的 值 ,并 且 用 符号 fe 二 ol 来 表示 . 如 果 
fla, Se 全 SS 0, 那 么 数组 (cl ，…， (on 叫做 fi | 2 的 一 个 零点 . 


2.2.3 nn 元 多 项 式 与 多 项 式 函 数 


定义 2.2.8 设 RR 是 一 个 数 环 . 因为 假定 了 1E R, 所 以 及 含有 无 限 多 个 数 . 令 尺 "一 
(OC G2 es | FR,l1l<i< n). 给 定 了 R 上 一 个 元 多 项 式 f(xis"… ,Tn). 

可 以 定义 一 个 函数 (映射 )R" 一 民 , 使 得 (co,… ,co4) 忆 fa，…，c,) ,这 个 函数 称 为 
由 多 项 式 f(zx1， zs，*…， Xs) 所 确定 的 多 项 式 函 数 . 

设 fCzxis ,Ti) gCTi,s , tr) € Rizri, *…, ws 

定义 2.2.9 在 R[z zi] 中 ,如 果 f(z …，m) 二 g (I，…， Zs) ,那么 对 于 
Vosese) €E Rr 和 痢 有 f(tis wy 6) = Cl a) 即 由 zi,…，z) 和 
g(x1，,"…，ZX，) 所 确定 的 多 项 式 函 数 f 与 g 相等 

我 们 要 证 明 这 一 事实 的 反面 也 成 立 . 为 此 ,只 需 证 明 

定理 2.2.5 设 f(zi,…, xXx,) 是 数 环 R 上 一 个 nn 元 多 项 式 . 如 果 对 于 任意 (cl，…， 
cj EER" 都 有 fCe,…, ci) = 二 0, 那么 fcz mr) 二 0. 

证 明 显然 当 n = 二 1 时 结论 成 立 . 

假设 n 守 1, 并 且 对 于 R 上 nn 一 1 个 文字 的 多 项 式 来 说 定理 成 立 . 设 f(zx1，…，, xz) 是 
R 上 一 个 元 多 项 式 . 把 含有 z, 同一 次 因 的 项 放 在 一 起 ,把 的 寡 提 到 括号 外 边 ,那么 
f(zi,"…， Xn) 可 以 写成 

fms Ty = Wi 十 … 十 2 
这 里 丰 王 (zi zol) ERZ Zi 一 0 1 起 任 取 c= (aa ，…c ER， 
在 每 一 ziG 一 0,…, 蚊 里 ,以 c 代 蔡 zz 一 1，…, 7 一 1), 我 们 得 到 R 上 一 个 文字 z 的 
多 项 式 忒 人 Zi 三 Ww (6) TW (es 十 十 ww(c)zh ,这 里 ww(c) 二 WilciyC2 sy "C11) 生 R, 如 
果 对 于 任意 (a ，…,c1) ER 都 有 f(a,，…,0) 二 0, 那 么 c 二 (a， “cH 1) ER 和 cE 
R, 我 们 有 
ge (Ta) = fe sen) = Wa 6) 十 ta (cc 十 "十 Ww(c)ecr 二 0， 

因 定 理 对 于 一 元 多 项 式 成 立 , 所 以 g.(zx,) 一 0, 即 


wui(c) = Ui (C1 sC29 eee = ls ves 


然而 < = (a ，…, cw) 可 以 取 遍 R 中 一 切 元 素 . 由 归纳 法 假定 ,必须 
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Ui = (Xi1i, Xr ,Xr1) = 0,71=1, ,i, 
颈 击 F(R YD 
推论 2.2.6， 没 (Wy By EC ey i EE | 如果 对 于 
WE 
推论 2.2.7 如 果 由 zi，z，…，z) 与 5Cz，z，…，zn) 确定 的 多 项 式 函 数 丰 
与 g 相等 ,那么 这 两 个 多 项 式 相 等 . 


2.2.4 对 称 多 项 式 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 讨论 对 称 多 项 式 . 对 称 多 项 式 是 一 类 重要 的 多 元 多 项 式 , 它 的 
应 用 也 比较 广泛 . 

定义 2.2.10 设 /zi，z，…，z) 是 数 环 R 上 一 个 nn 元 多 项 式 . 如果 对 于 这 个 
文字 x1，zxs，…，Z, 的 指标 集 {1,2,…, n) 施行 任意 一 个 置换 后 ,f(xi, zxz，……, Xx,) 
都 不 改变 ,那么 就 称 f(x， zx;，…， x,) 是 R 上 一 个 元 对 称 多 项 式 . 

例 2.2.1 zz XT) 二 2 十 十 … 十 是 整数 环 上 一 个 nn 元 对 称 多 项 式 . 
f(z1, xe, Xa) 二 Xizz 十 Xi 十 XX 十 Xi 十 Xixs 十 Xzx3 是 Z 上 一 个 三 元 对 称 多 项 式 . 

不 难看 出 ,两 个 元 对 称 多 项 式 的 和 、 差 、 积 仍 是 n 元 对 称 多 项 式 . 

在 对 称 多 项 式 理论 中 ,所 谓 初 等 对 称 多 项 式 占 很 重要 的 地 位 . 

定义 2.2.11 有 以 下 nn 个 n 元 对 称 多 项 式 : 


如 1 可 Tn 
| 
02 = Ti | yy | Xn-1Tn 
Gil 一 1Z2 ""* Trl 二 ”2 es 二 os "Tn 
PR 0 ee ,Te 


称 这 nn 个 多 项 式 o1, oo ，…，o 为 n 元 初等 对 称 多 项 式 . 
定理 2.2.8 设 f(ziyz2 yzy) 二 少 )aiiiXhzxy "zi 是 数 环 R 上 一 个 n 元 多 项 
式 . 以 ao 代 震 z;,1 志 1 过 7, 得 到 关于 G61 0s，*… 50s 的 一 个 多 项 式 
flos oar 7s on) = Da ob dno. 
如 果 foi, os，…, 0,) = 0, 那 么 一 切 系数 a 二 0, 即 f(x1, zo", zx) 一 0. 
定理 2.2.9 数 环 R 上 每 一 n 元 对 称 多 项 式 f(xi,xs，… ,zx,) 都 可 以 表 成 初等 对 称 


多 项 式 o1 ,0s，… ,0, 的 系数 在 R 中 的 多 项 式 , 并 且 这 种 表示 法 是 唯一 的 . 
基本 定理 的 证 明 给 了 一 个 实际 用 初等 对 称 多 项 式 来 表示 对 称 多 项 式 的 方法 . 
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例 2.2.2 用 初等 对 称 多 项 式 表 示 nn 元 对 称 多 项 式 f 二 zi 十 xX? 十 … 十 Zn. 
解 f 的 首 项 是 xi, 所 以 取 gi 二 of "G3…or 一 ol, 于 是 
=f—gi = 二 十 十 x? == 一 (zi 十 Zz 十 十 0)? 
三 一 20zi2a Yins 十 …… 十 元 全 0) = 20. 

所 以 f= 二 gi 十 = of 一 20;. 

定理 2.2.10 设 了 zx) = 上 qz 十 十 Wi 六 十 a 是 某 一 数 域 F 填 一 个 多 项 
式 , 令 gj,…,a, 是 f(x) 在 C 内 的 全 部 根 , 则 一 ,Qs，…,( 一 1)'a, 就 是 a1,…, a 的 初 
等 对 称 多 项 式 . 

定理 2.2.11 设 A(z) 是 数 域 玉 上 一 个 一 元 ?次 多 项 式 , 它 的 最 高 次 项 系数 是 1. 令 
wy ou,，…，o 是 f(x) 在 复数 域内 的 全 部 根 ( 重 根 按 重 数 计算 ) ,那么 ci，c ，…，w 的 
每 一 个 系数 取 自 下 的 对 称 多 项 式 都 是 (x) 的 系数 的 多 项 式 , 因 而 是 下 的 一 个 数 . 


2.3 行列 式 的 计算 


行列 式 是 线性 代数 的 重要 组 成 部 分 , 它 最 早出 现在 16 世纪 关于 线性 方程 组 的 求解 
问题 中 ,后 来 行列 式 理论 发 展 很 快 , 它 在 消 元 法 .矩阵 论 ` 二 次 型 及 二 次 型 简化 为 标准 
型 ,多重 积分 中 的 变量 替换 、 微 分 方程 组 等 问题 中 都 有 广泛 的 应 用 ,这 些 应 用 最 终 都 离 
不 开行 列 式 的 计算 . 掌握 行列 式 的 概念 和 行列 式 的 性 质 ,并 会 灵活 地 计算 行列 式 , 提高 
行列 式 的 计算 技巧 是 本 节 内 容 的 重点 . 


2.3.1 n 阶 行列 式 的 定义 


定义 2.3.1 x 个 数 , 排 成 n 行 ,n 列 , 即 


dl Qi "din 
dz21 G22 U2 
Qn dn Um 


等 于 nl 项 的 代数 和 , 其 中 每 一 项 都 是 取 自 不 同行 不 同 列 的 二 个 元 素 的 乘积 
am az …aw ,而 其 符号 为 (一 了 DR 有 和 定 久 本 记 为 
ee 


2n we i > 
i Css bb ,tl ee 
Lo 记 | gy oe “ied 


Pee 
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定义 2.3.2( 箭 形 行列 式 ) ” 形 如 


Ql1 QI2 413 Ul 
Q21 dQ22 0 0 
Q31 0 Lay : 

: 0 
dnl 0 Sa Or” 


简 记 为 | 玉 | 或 |71,|y AN 统称 为 箭 形 行列 式 . 
2.3.2 行列 式 基本 性 质 
(1) 行 到 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 , 即 D' = 也. 


(2) 交换 行列 式 的 两 行 (或 两 列 ) ,行列 式 改变 符号 , 即 D2 D 一 一 D， 

由 此 即 得 , 若 行列 式 某 两 行 (或 列 ) 完全 相同 , 则 此 行列 式 为 零 . 

(3) 把 一 个 行列 式 的 某 一 行 (或 列 ) 的 所 有 元 素 同 乘 以 某 一 数 , 等 于 以 数 六 乘 这 个 
行列 式 , 即 D> D, = kD. 由 此 可 得 三 个 结论 ; ; 

1) 行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 所 有 元 素 的 公 因子 可 提 到 行列 式 外 边 来 ; 

2) 若 行 列 式 中 有 一 行 ( 列 ) 的 元 素 全 都 是 零 , 则 此 行列 式 等 于 零 ; 

3) 车 行列 式 中 有 两 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 成 比例 , 则 此 行列 式 等 于 零 . 

(4) 设 行列 式 DD 的 第 i 行 的 所 有 元 素 都 可 表 为 两 元 素 的 和 a; 一 by 十 cj ,j == 1,…， 


U11 U12 al 
D= |btca ps 十 ca bs Fe 9 
dnl Qni2 Qam 


那么 D= Di+D; ,其 中 Di 与 D; 的 第 i 行 的 元 素 分 别 是 5.… Bc ch ;而 它们 的 其 
余 各 行 与 D 的 对 应 行 相同 . 对 列 同 样 的 性 质 也 成 立 . 
(5) 把 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 乘 以 同一 数 后 加 到 另 一 行 ( 列 ) 的 对 应 元 素 上 ， 


加 (7) 十 (2 
行列 式 不 变 , 即 D 一 p= 人 ， 


2.3.3 代数 余子 式 


定义 2.3.3 在 一 个 nn 阶 行列 式 D 中 任 选 & 行 与 & 列 (1 二 & 志 nn) ,位 于 这 些 行 和 
列 相交 处 的 及 个 元 素 按 原 次 序 组 成 一 个 & 阶 行列 式 M 称 为 行列 式 D 的 一 个 阶 


。 34。 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


子 式 3 

在 一 个 阶 行列 式 D 中 划 去 它 的 一 个 阶 子 式 M 所 在 的 & 行 和 k& 列 (1 天 
过 n) 后 余下 的 元 素 按 原 次 序 组 成 的 2 一 & 阶 行列 式 M' 称 为 & 阶 子 式 M 的 余 
子 式 . 

特别 地 , 当 & 二 1 时 , 即 M 为 一 阶 子 式 a; ,把 元 素 ay 所 在 的 第 ; 行 与 第 7 列 划 去 余 
下 的 nn 一 1 行 与 4 一 1 列 按 原 次 序 构 成 的 n 一 1 阶 子 式 便 是 元 素 a; 的 余子 式 Mi ;元 素 a; 
的 余子 式 附 上 符号 (一 1) 便 为 ay 的 代数 余子 式 Ay = (一 1) Ms. 

定理 2. 3.1( 行 列 式 依 行 依 列 的 展开 定理 ) 


Di=j D:“i=j 
Qi Ai < Qi Aj ee Ca 人 Ap 一 ,QliA 1 十 QaziA zj te 二 aaA 
Oi ET 0…i 关 J 
2.3.4 几 个 重要 定理 
定理 2.3.2(Cramer 规则 ) 若 一 个 含有 ?7 个 未 知 量 ?” 个 方程 的 线性 方程 组 
allZ1 十 a Xx? 十 … 十 az 一 
asl2Z1 十 Qa22 T2 We dznTa 一 bs (2. 3) 
Ee es 


Qn CI2 Qn 


Dy Qt dg ™ Qa2an 
的 系数 行列 式 D = E Fe 0% 
Unl Un2 人 Qmm 


则 线性 方程 组 (2. 3) 有 且 仅 有 一 个 解 : x = 立 ， a 


其 中 D; 是 DD 中 第 7 列 元 素 换 以 61， 5,，…，b, 而 得 到 的 n 阶 行列 式 . 

定理 2.3.3[ 拉 普 拉 斯 (Laplace) 定理 ] 设 在 n 阶 行列 式 D 中 任意 取 定 k(1 《二 
nn 一 1) 个 行 (或 列 ) ,那么 由 这 上 行 (或 列 ) 元 素 所 组 成 的 一 切 & 阶 子 式 与 它们 的 代数 余子 
式 的 乘积 之 和 等 于 行列 式 D. 

定义 2.3.4 两 个 n 阶 行列 式 
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和 G13 Ci 
的 乘积 Di 和 D;, > 坟 9 


Cnl Cn2 | Cm 


其 中 ci = aaby a bz; 二 ws Pandy is = 1 2“。， nn. 
这 一 乘法 规则 符合 两 个 矩阵 的 乘法 规则 . 
定理 2.3. 4[ 第 一 降 阶 定理 (Schur 定理 )] 


方 阵 ， 可 ,由 : 。 


定理 2.3.5( 第 二 降 阶 定理 ) 设 A 与 D 分 别 是 n 阶 和 m 阶 可 道 阵 ,B,C 分 别 是 n X 
m 和 m Xn 和 矩阵 , 则 
ID—CAB|=I1D|I/|1A|1A—BD'C|; 
BECA BI=| DI7IA| IABDC|. 


2.3.5 行列 式 计算 


1. 利用 行列 式 的 定义 
Qn Ql, 2 Ml 


C2 Q21, “ 
n 


例 2.3;1 求 的 值 . 


tty” 


应 
n 


Cn Gm, ”Qn 


解 ” 排 列 4 ,ts… 经 过 与 排列 反 序数 相同 次 数 的 对 换 化 为 1,2…n 的 排列 ,又 由 
于 所 有 nn 元 排列 中 奇偶 排列 各 一 半 , 所 以 在 原 行列 式 中 一 半 经 过 奇数 次 对 换 ,一 半 经 


过 偶数 次 对 换 后 化 为 


dl11 dil2 Ul 
CQ21 U22 U2 
Qnl Qn2 EP Gm 


也 就 是 说 ,在 n! 个 行列 式 中 一 半 为 正 , 一 半 为 负 , 所 以 总 和 为 0. 

2. 利用 行列 式 性 质 

利用 行列 式 性 质 ,把 原 行 列 式 化 为 上 (下 ) 三 角形 ,这 样 原 行列 式 等 于 此 上 (下 ) 三 
角形 行列 式 的 主 对 角 线 元 素 之 积 . 


“ 36。 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 
| 
daz = 
例 2.3.2 计算 行列 式 Di 一 
Un ”Qnr 
b b b b 
解 ” 各 列 加 到 第 一 列 得 : 
0 一 i 
0 Qz 一 入 2 
Dn = E l 
0 dn 一 Qnr 
(an 1)b b vag b b 


3. 化 为 匡 形 行列 式 


例 2.3.3 


例 2.3.4 


计算 行列 式 D， = 


一 村人 十 () 


计算 行列 式 也 , 二 


外 


于 


(nl1)aias… ap0. 


| 外 
0 0 
3 : 
“0 
0 n 
0 0 
2 0 
0 3 
0 0 
BA 
项 
Cn 


(一 1)of50+ (2 十 1)0( 一 ai)( 一 aa ) … (—a,) 


解 ” 把 第 一 行 各 元 素 丝 乘 以 一 1 分别 加 到 各 行 对 应 元 素 上 ,得 到 
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al 2 工 
od ee 0 0 
We 0 [一 : 9 
: 0 
| 0 “ Ou Sa = 
对 此 行列 式 各 列 分 别提 取 公 因 式 w 一 x,as 一 工 … a, 一 z, 于 是 得 
Qi 区 a 
一 和 CE 
= 1 oe 0 
D; = 1 (ei —2) se 6 "7 
: 0 
= 0 0 1 
各 列 加 到 第 一 列 上 得 
al ee 2 范 于 
al 一 工 二 这 
一 Te Si : : - 
i=1 0 0 L : 
: , 0 
0 0 te 0 1 
一 z][ Gaz) (E+ Si 一 一). 
i=1 j=1 Qi 


4. 递 推 法 
设 D, 的 递 推 关系 式 D, = bzD， 十 adD， (>2), 其 中 心 .为 常数 , 且 g 天 0, 若 w、 
B 为 方程 x? 一 zz 一 4 一 0 的 根 , 则 


a (= BD Ds Bl 


D, = 
a 


证 明 ”由 于 a、B 为 方程 x? 一 px 一 g 二 0 的 根 , 则 a 十 8 二 p,o8 二 一 9, 因 此 ， 
BD. = GD RD. bad = A Ds Dy = RD = hs PD 
当 g BH,D,—aD, = A(D,s aD) = "=p"*(D; —uDi), 
同 理 ”D, 一 8D, 1 = a”’*(D;— BDi), 
故 ”D, = 一 jo” (Ds 一 四 ) 一 pr Ds 一 ep) 


Qa 一 


dbs 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


当 a = B 时 ,D; 一 aD,i = a(Dri—aD.i) = "=a™(D:—aD), 
D; ='oD; 1 Fa™*(D;— aD1) 
= a(aD,s —a™(D;,—aDi))++a"™’(D,—D:) 
= a D, ;2a™’(D; 一 aDi) 一 … 
= a™!Di 二 (nO— 1)a™’(D,— aDi). 
例 2.3.5 计算 行列 式 


到 站 b 
人 : 
VD 
b 
c 商 ” 到 


解 1) 如 果 4 = c, 各 行 加 到 第 一 行 上 ,在 第 一 行 提取 [a 十 (x 一 1)5j, 再 用 第 一 行 
的 一 5b 倍加 到 各 行 得 


1 1 1 
0 了 过 生 侯 : 

D; 三 La (xD8dl. . 一 [ae 十 (2 一 1)0(a 一 0 一 . 
0 0 0 过 一 :0 


2) 如 果 65 关 c, 将 最 后 一 行 中 的 a 写成 (a 一 6) 十 5 或 (a 一 co) 十 c 形 式 ,并 分 别 写成 
两 个 行列 式 的 和 形式 ,于 是 分 别 得 到 两 个 递 推 公式 
D, (a—b)D, 1cela— bb)"!; 


| 


D, = (a—c)D, iiob(la—ce)"™. 


将 以 上 两 式 联 立 解 之 得 D, = 二 [bla 一 )" 一 cla 一 6)"]/(b 一 c). 
5. 数学 归纳 法 
&i 十 Zi Q2 a3 “ jo 出 
三 :2 2 
例 2.3.6 计算 行列 式 D, = a 
Ee 


解 Di = 二 a 十 zi = Xi(l 十 a1/z1); 


& U2 


一 yo 十 Xi1) 十 Ci 2 Xixzs(l1 a/xi 十 az/zz); 


Es 


Xl TX2 
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由 此 推测 D, = Zi1Z2 mal 二 ai/zi 十 as /Xz Te 6 


事实 上 ,万 三 ziDai 二 (Da (rt)(— x 


= xix za(l 二 a/zi 二 ar/zi 十 …… 十 azZrl) 十 TiZa "Tia 


十 Gz/zy 十 %* 十 an/ zn)， 


= rl i 


即 


n 


p.= Ha(1+ 3). 


6. 升 阶 法 
把 妈 阶 行列 式 适 当地 添加 mm 行 ,m 列 (m 宇 1) 使 得 到 的 n 十 m 阶 行列 式 与 原 行 列 式 


的 值 不 变 , 而 且 这 个 升 阶 后 的 行列 式 易 于 计算 ,进而 求 出 原 行列 式 的 值 . 
例 2.3.7 计算 n 阶 行列 式 | 


ai 十 bi U2 Un 
al Uz 十 b : 
D; = Ny ,其 中 616,… b, 关 0. 
2 Un 
01 Wi tb 
解 ” 加 边 为 
1 Ul Q2 Cn 
0 ai 十 dz a 
Ul U2 十 bs 
: a 
0 Ul U2 Un 上 本 
L Qi Gy 
I bi 0 
sl sl GD) 
Se 
一 去 GD 十 CD 四 
a 和 
bbs bh (1+ 2 
7. 换 元 法 


用 同一 个 元 素 x 加 到 阶 行列 式 D 中 的 每 一 元 素 上 得 到 D = DD A 


。 40。 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


一 般 地 ,用 zz … zz 分 别 加 到 阶 行列 式 D 中 第 1,2 … nn 列 的 每 一 元 素 上 得 到 


一 个 新 为 阶 行列 式 D ,那么 DD = DD 十 272) 2 Ay， 
j= i 


1 
U2 
例 2.3.8 计算 行列 式 也, = 
本 
x CX Un 


(0 ea 0 vs» 0 
0 : 
解 把 D, 看 做 是 A=| ， 中 每 个 元 素 加 上 zx 所 得 ， 


0 “oe Bee es 


2 要 nt n [| Ga; — Zz) 
则 DD 一 A, 十 工 >) D3 一 [| Ga; 让 | rz》) 0 -一 
= 7 


i=1 j=! 


= z) (= | > 
8. 应 用 典型 行列 式 法 
此 法 通常 是 结合 前 面 诸 法 将 行列 式 变形 ,化 为 典型 行列 式 . 
例 2.3.9 计算 


1 1 1 1 
2 ps 
DB = 3 3 
n nn: nn en 
解 由 Li 行 分 别提 取 ss n，, 得 
中 1 下 
J 2 2 2 
向 六 和 人 村 本 St 
1 n nz 12 1 


再 由 范 德 蒙 行列 式 即 得 
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古代 
= n(nO—1): (nm 2) 2”. 


2.4 线性 方程 组 理论 


本 节 主 要 讨论 矩阵 的 初等 变换 .矩阵 的 秩 、 线 性 方程 组 解 的 存在 性 、 齐 次 线性 方程 
组 的 基础 解 系 等 问题 . 


2.4.1 矩阵 的 初等 变换 和 矩阵 的 秩 


定义 2.4.1 和 矩阵 中 不 为 零 子 式 的 最 大 阶 数 , 称 为 矩阵 的 秩 , 记 为 : 秩 A 或 R(A). 

显然 , 设 A = (aj) € Mi(), 则 RC(A) 过 min{fm, n}). 设 A 为 m 行 n 列 和 矩阵 
(Qi ) mxns 

1) 交换 行列 式 的 两 行 ( 列 ), 用 (i,j) 、Li,jj] 表示 ; 

2) 用 一 个 数 乘 矩 阵 的 某 一 行 ( 列 ) ,用 &(Cz) ALz 表示 ; 

3) 用 第 j 行 ( 列 ) 的 倍加 到 第 i 行 ( 列 ), 用 &(j) 十 (i) AL 门 十 [ 可 表示 . 

定理 2.4.1 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 . 


Cnc 
定理 2. 4.2 拭 阵 4 一 (os 经 初等 变换 可 化 成 | | 为 到 村 4 的 秩 . 


定理 2.4.3 设 A= (as)wsB 二 (by)xp;: 则 RCAB) 志 芋 in(RGA), R(B)). 

特别 , 当 其 中 有 一 道 阵 时 ,乘积 的 秩 等 于 另 一 矩阵 的 秩 . 

定理 2. 4.4( 线 性 方程 组 解 的 存在 性 定理 ) ”对 于 线性 方程 组 A,x,X = Buxi, 其 中 
B = (0 六 2) 系数 矩阵 A, 增 广 矩阵 A, 当 秩 A = 秩 A = 时 ,线性 方程 组 有 解 ， 
当 一 浆 时 ,线性 方程 组 有 唯一 解 ; 当 - 二 n 时 ,线性 方程 组 有 无 穷 多 解 . 

例 2.4.1 讨论 以 下 2( 人 2) 阶 方 阵 A 的 秩 : 


2 
解 ” 对 和 矩阵 A 作 初 等 变换 化 为 上 三 角形 和 矩阵: 
故人 丰 从 0 … 0 
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当 a 关 5b 有 是 a 关 一 (nn 一 1)6b 时 ,R(A) = nn; 
当 坟 三 办 三 人 时 ;ROAD = 0; 
当 a = 一 (n 一 1)6 时 ,R(A) = n—1. 


2.4.2 向 量 的 线性 相关 性 


定义 2.4.2 向 量 a 为 向 量 组 {86, +…, Bb.) 的 一 个 线性 组 合 指 的 是 数 域 中 有 数 
kiy… yk, 使 a 二 Bi 十 … 十 kB;; 此 时 ,又 称 a 可 由 Bi,，…，pB. 线性 表示 . 

定义 2.4.3 ”向量 组 {a ,…,a,) (s 宇 1) 称 为 线性 相关 , 若 数 域 F 中 有 一 组 不 全 为 
零 的 数 Riy ,R, ,使 Rial 十 … 十 Ra 一 0 成 立 . 

定义 2.4.4 ”两 个 向 量 组 (a ,… ,a,} 与 (8 ，…， BB,} 等 价 指 的 是 它们 中 每 一 组 的 每 
一 向 量 均 可 由 男 一 组 的 向 量 线性 表示 . 

定义 2.4.5 向 量 组 的 一 个 部 分 向 量 组 称 为 一 个 极 大 线性 无 关 组 ,假如 这 个 部 分 
向 量 组 是 线性 无 关 的 ,并 且 向 量 组 中 每 一 向 量 均 可 由 这 一 部 分 向 量 组 线性 表示 . 

定义 2.4.6 向 量 组 的 秩 指 的 是 它 的 极 大 线性 无 关 组 所 含 向 量 的 个 数 . 

定理 2.4.5 和 矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 与 列 向 量 组 的 秩 相 等 . 

定义 2.4.7( 和 矩阵 的 秩 的 另 一 个 定义 ) ”把 一 个 矩阵 的 行 向 量 组 的 秩 ( 称 行 秩 ) 与 列 
向 量 组 的 秩 ( 即 列 秩 ) 统称 为 矩阵 的 秩 . 


2.4.3 向 量 线性 相关 的 性 质 


定理 2.4.6 若 一 向 量 组 中 一 部 分 向 量 线性 相关 , 则 这 一 向 量 组 就 线性 相关 . 换 言 
之 , 若 一 向 量 组 线性 无 关 , 则 它 的 任 一 非 空 的 部 分 向 量 组 也 线性 无 关 . 

定理 2.4.7 设 8 可 由 a1,…,a, 线性 表示 ,那么 向 量 组 {a1 ,… ,a,} 线性 无 关 当 且 仅 
当 B 可 由 {a ,…,a,} 唯一 地 线性 表示 . 

定理 2.4.8 {ai,…,a,) 线性 相关 后 其 中 某 一 向 量 是 其 余 向 量 的 线性 组 合 . 

定理 2.4.9 向 量 组 中 的 任何 一 个 线性 无 关 组 都 可 以 扩充 为 它 的 极 大 无 关 组 . 

定理 2.4. 10 (替换 定理 ) 设 {w ,…,a)} 线性 无 关 , {Bl ，…，B)} 为 一 个 向 量 组 , 且 
各 ,…sQa,) 可 由 {Bl，…，B,) 线性 表示 , 则 7 三 s; 并 且 适 当 调 整 486,,…，, B.} 的 次 序 , 使 

得 用 a ，… ,a, 蔡 换 8 ，…， B, 后 ,所 得 的 向 量 组 {a ，… ,a,} 与 828，…， 有 8) 等 价 . 


等 价 命题 : 若 {a1，…，, a;) 可 由 {Bi ，…，, BB.} i 这 5; 则 {ar，…，, a) 必 线 
性 相关 . 

两 个 等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 所 含 的 向 量 个 数 必 相等 ,进而 等 价 的 向 量 组 必 有 相 
同 的 秩 . 


特别 地 ,一 个 向 量 组 的 任意 两 个 极 大 无 关 组 含有 相同 个 数 的 向 量 .2” 维 向 量 空间 中 
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任意 7 十 1 个 向 量 必 线 性 相关 . 
例 2.4.2 设 A= (oa)，E M,(R), 如 果 | as |> > |1a 1,7 = 二 1,…,n, 那 
i 
么 | A | 和 0. 
证 明 设 w; (TD = 1," ,Nn. 如 果 Ql19""" Qn 线性 无 关 , 则 有 | A | 关 人 0: 


事实 上 , 若 w ，… ,a 线性 相关 , 则 存在 一 组 不 全 为 零 的 数 : 请 ，…， 忆 ,使 > Ra 一 0， 
令 丰 一 maxf| 有 |， …， | |}) ,不妨 设 k 二 | 和 |, 那么 一 袜 ( 一 作 jo ,特别 地 au 一 


习 (一 外 js, 则 1 | 入 习 (- 息 )|o |< 忆 | ou | ,这 与 假设 矛盾 , 故 m ,von 线 
1/ i i 


i#j ki 


性 无 关 , 即 | A | 关 0. 
2.4.4 线性 方程 组 有 解 的 判别 方法 
定义 2.4.8 齐 次 线性 方程 组 A,;,X 二 0, 即 


人 0 
asi2Zl 十 azzZz 十 … 十 airzv 一 0 


人 


的 一 组 解 向 量 九 , 思 ，…， 7 称 为 它 的 一 个 基础 解 系 , 如 果 nh 加，…， 线性 无 关 , 那 
么 这 个 齐 次 线性 方程 组 的 任 一 解 向 量 都 能 表 成 nh ,mp，…， 7 的 线性 组 合 . 把 齐 次 线性 
方程 组 AwX = 0 的 一 个 基础 解 系 生成 的 空间 称 为 AX = 0 的 解 空间 . 

定义 2.4.9 通常 把 齐 次 线性 方程 组 (2. 4) 称 为 一 般 线性 方程 组 (2. 5) 的 导出 方程 组 : 


CA i 2 es A 
Wor 1 + ee a th ot = bs 
《2 5) 
| b= vies, 过 一 pb 
QmlX1 TT AQm2 TX2 1 厂 QmTn m 


定理 2.4.11 设 非 齐 次 线性 方程 组 (2.5) 的 导出 齐 次 线性 方程 组 为 (2.4) , 则 

1) 非 齐 次 线性 方程 组 (2. 5) 有 解 仿 系数 阵 与 增 广 阵 有 相同 的 秩 . 

2) 方程 组 (2.5) 若 有 解 , 则 @ 当 RCA) = 二 7 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 (2.5) 有 无 
穷 多 个 解 ;@ 当 R(A) = r= n 时, 非 齐 次 线性 方程 组 (2.5) 有 唯一 解 . 

3) 齐 次 线性 方程 组 (2.4) 有 非 零 解 全 它 的 系数 阵 的 秩 小 于 未 知 量 的 个 数 ， 
即 R(A) =n. 
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4) 当 m = 二 nn 时 , 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 是 它 的 系数 行列 式 为 零 . 
5) 任何 一 个 有 非 零 解 的 齐 次 线性 方程 组 必 有 基础 解 系 , 并 且 基 础 解 系 所 含 解 的 个 
数 为 n 一 RC(A), 即 为 自由 未 知 量 的 个 数 . 
6) 若非 齐 次 线性 方程 组 (2.5) 有 和解, 则 (2.5) 的 一 个 解 与 它 的 导出 组 (2. 4) 的 一 个 
解 的 和 是 (2.5) 的 一 个 解 . 
例 2.4.3 a 为 何 值 时 ,以 下 线性 方程 组 有 解 ,并 写 出 一 般 解 . 
3azi 十 (2a 十 1)zxs 十 (a 十 1)x3 二 a 
(2a—1)zxi 二 (24—1)zxs 二 (a—2)zx; = 三 a 十 1 


(4a 一 1)zi 十 3azy 十 2azri 三 1 


3a 2a 十 1 a 十 1 
解 ” 系 数 行列 式 D=|A|= |24a 一 1 24 一 1 a 一 2|== (4a 一 1)?(4 十 1), 所 以 


村 a — | 3a 2a 
(1) 当 a 关 土 1 时 ,D 关 0, 由 克 莱 姆 规则 ,方程 组 有 唯一 解 : 
4a 十 1 Wa 7 -38 


sT2 


2 a 


(2) 当 a = 1 时 ,方程 组 有 无 穷 多 解 : zi 二 1 一 k,xs = 二 ,zxs 二 一 1l,kEF; 
(3) 当 a = 一 1 时 ,方程 组 无 解 . 


2.4.5 ”和 矩阵 的 秩 与 向 量 的 线性 相关 性 


定理 2.4.12 章 次 线性 方程 组 AX = 0 的 解 都 是 BX = 0 的 解 , 则 RC(A) 宇 R(B). 

证 明 设 AX ==0 的 基础 解 系 为 4 ，…, 6,;BX 二 0 的 基础 解 系 为 有 ,…，, 力 -;， 其 中 
7 二 R(A),s 一 RGB), 则 由 题 设 知 生 ，…， 5, 可 由 九 ，…，7- 线性 表 出 ,由 替换 定理 , 必 
有 nn 一 + 过 4 一 s; 即 7 这 s, 亦 即 R(A) 之 R(B). 

定理 2. 4. 13( 秩 的 第 一 降 阶 定理 ) 设 A 为 n 阶 可 逆 阵 ,D 为 m 阶 阵 ,B,C 分 别 为 


A B 
nx mmXn 陈 , 则 R|C 5|- R(A) 二 + R(D— CA 1B). 


证 明 由 人 A 可 道 , 则 有 上 区 拓 和 | 
9 9 9 
二 一 CA IJlC DD 0 D—CATB 
冯 咏 A B 
改 R| |=a| |= Re ARCD 一 ca B) 
人 到 0 了 一 CA 一 了 


由 降 阶 定理 ,又 可 得 到 秩 的 升 阶 公式 : 
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-0 
R(D=CA "BY =R — RC(A). 
CD 


再 由 此 来 证 明 Sylvester 不 等 式 是 很 简单 的 ， 
pi 
一 人 A 


= 入 


1; B B 
RCAB) = REO—(~A)1.B]=R| -Raw =R| 
| 0 


RBITR(— AY—n = RA 十 及 全 ) 一 冯 


外 
当 D 可 道 时 , 秩 的 第 一 降 阶 定理 为 R|- | = R(D) RCA— BD™C). 


特别 地 , 当 A,D 可 道 时 ,R(A) 一 RCID) = R(A 一 BD"1C) 一 R(D 一 CA1B), 称 为 
第 二 降 阶 定理 . 

例 2.4.4 设 系 数 阵 的 秩 为 x 的 含有 n 个 未 知 量 的 非 齐 次 线性 方程 组 AX 二 B 有 
解 . 试 证 , 它 的 任 一 解 (向 量 ) 都 可 由 它 的 n 一 7 十 1 个 线性 无 关 的 解 向 量 线性 表示 . 

证 明 设 mw 为 AX = B 的 一 个 特 解 ;h,…,m, 为 它 的 导出 方程 组 AX = 0 的 一 
基础 解 系 ,于 是 AX = B 的 任 一 解 ( 向 量 ) 为 


人 一 各 十 3 二 《1 一 Dn 十 2 kn 十 .p17; 


过 令 ko 二 = 二 则 YA hh 十 Dh (m + 7%), 其 中 7o， 加 十 让， 7 十 7P， 3 
六 于 元 有 显然 是 AX 二 吉 的 总 二 直下 不 贷 疝 晤 这 2 一 十 1 个 解 向 量 是 线性 无 关 的 . 
若 Xom 不 itn se Se 0, 则 (De) = x1, 对 上 式 两 端 同 左 乘 A 得 

i=1 


( 2727) A =— Paar 


人 


由 Ayo = B,Ay; = 0,i = te 三 0. 因 B 头 0; 推出》z = 二 0. 把 它 


代入 上 式 左 端 又 得 31zjn = 二 0, 则 由 六， 线性 无 关 推 得 二 二 … 二 zx， 二 0, 进 而 


一 0. 所 以 AX 一 B 的 任 一 解 向 量 7 均 可 由 一 + 十 1 个 线性 无 关 的 解 向 量 办 ,办 十 闪 ， 
mh Va a mn 二 关于 线性 表示 . 


2.5 矩阵 代数 理论 


和 矩阵 论 是 线性 代数 的 主要 研究 对 象 之 一 ,矩阵 又 是 处 理 线性 代数 问题 的 主要 工具 ， 
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因此 ,必须 熟练 地 掌握 矩阵 理论 中 解决 各 种 问题 的 思想 方法 与 途径 ,这 是 极为 重要 的 . 
和 矩阵 的 初等 变换 是 矩阵 论 中 最 基本 的 内 容 , 是 研讨 矩阵 有 关 问 题 的 重要 方法 ,特别 是 分 
块 矩阵 的 初等 变换 , 即 广义 初等 变换 ,更 是 原理 简明 ,内 容 具体 ,表述 清晰 ,易于 掌握 与 
使 用 ,在 论述 矩阵 分 解 、 矩 阵 可 逆 性 的 判别 .矩阵 方程 .矩阵 的 化 简 及 标准 形 等 诸多 问题 
中 都 有 广泛 的 应 用 . 


2.5.1 矩阵 的 运算 


定义 2.5.1( 和 矩阵 的 加 法 ) ”两 个 行列 和 矩阵 A 二 (ay )wxw，B 二 (bi )wmxn 的 加 法 
指 的 是 A 十 B 二 (as 十 B35 ) wxn. 

( 数 与 矩阵 的 乘法 ) 有 € 下 ,与 矩阵 A 一 (Ca )wxr 之 乘法 指 的 是 & A 二 (kas )mxn. 

( 矩阵 的 乘法 ) 训 行 n 列 矩 阵 A = 二 (ay) wx 与 n 行 p 列 算 了 泗 B 二 (0b; )wxs 的 乘法 指 
的 是 AB = (ey)wwps 其 中 必 i = anby 十 azbs 十 十 Cr。 

定理 2.5.1 1) 矩阵 乘积 的 行列 式 等 于 它 的 因子 的 行列 式 乘 积 , 即 | AB | 二 
1A1IIB1, 其 中 A,B 缘 为 2 阶 和 矩阵. 

2) 矩阵 乘积 的 秩 不 超过 其 因子 的 秩 , 即 RC(AB) < min{R(A),R(B)). 

特别 地 , 当 其 中 有 因子 为 可 闭 时 ,乘积 之 秩 等 于 另 一 因子 之 秩 . 

定义 2.5.2 矩阵 的 转 置 指 的 是 将 矩阵 A = (ai ) ww 的 每 一 行 变 为 相应 的 列 所 得 
到 的 另 一 矩阵 , 记 作 A’ 二 (aj ) wxm. 


转 置 矩阵 的 性 质 : 

和 

oy AT BY = A FB,A AFA) = A A; A 
ay (ABY = BA A Ap es MY A A A 

4) (aA) = aA.. 


例 2.5.1 任何 一 个 n 阶 矩阵 A, 均 可 表 为 一 个 对 称 阵 与 一 个 反对 称 阵 之 和 , 即 A 二 
B 十 CG, 其 中 B = B,C = 一 C. 
证 明 对 于 A = B 十 C, 等 号 两 边 取 转 置 得 : A' = B 一 C ,把 两 式 联 立 起 来 解 得 : 
B= A/234F2A'/2,C = A/2— A123 
易 验 证 A = 二 B+C, 且 B == B,C' == 一 C, 即 B 为 对 称 阵 ,C 为 反对 称 阵 . 


2.5.2 初等 矩阵 


定义 2.5.3 由 单位 矩阵 工 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 于 是 初等 
和 矩阵 有 
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(1) 换 法 矩阵 P; ; (2) 倍 法 矩阵 D;(k); (3) 消 法 矩阵 T; CR) 

这 三 种 初等 矩阵 都 是 由 单位 矩阵 经 过 初等 变换 而 得 到 的 和 矩阵. 

每 一 初等 矩阵 都 与 一 个 初等 变换 相对 应 . 初等 矩阵 的 作用 在 于 将 和 矩阵 的 初等 变换 
的 “几何 ”语言 转换 为 矩阵 乘法 的 “代数 ” 语言 , 即 矩阵 的 行 的 初等 变换 表述 为 它 的 左 侧 
乘 以 相应 初等 矩阵 ,而 列 的 初等 变换 则 是 它 的 右 侧 乘 以 相应 初等 矩阵 . 这 种 表述 方式 ， 
简明 .严谨 ,充分 体现 了 数学 美 . 

定理 2.5.2 任意 一 个 mXn 和 矩阵 A ,都 存在 一 个 m 阶 可 道 阵 P ,一 个 nn 阶 可 逆 阵 Q， 


站 而 
使 PAQ = k | ,其 中 I 为 r 阶 单位 矩阵 ,而 7 = 二 R(A). 


1 0 


YR 
Q 为 n 阶 可 进 阵 , 则 A 的 全 部 广义 地 为 G 一 Q| 7 | 其 中 C.D, 分 别 为 rx (m 一 


Nn) ,nn 一 7) Xr,(n 一 7) X (7 一 >) 阶 和 矩阵 . 

此 结论 说 明 任 何 和 矩阵 的 广义 逆 都 存在 ,并 且 不 唯一 . 

定义 2.5.4 矩阵 的 分 块 指 的 是 在 它 的 行 或 列 之 间 加 上 一 些 线 ,把 这 一 矩阵 分 成 
若干 小 块 . 而 用 这 种 方法 分 成 若干 小 块 的 矩阵 称 为 一 个 分 块 矩 阵 . 

1) 两 个 同型 矩阵 可 以 相 加 ,只 需 把 对 应 位 置 的 小 块 相 加 ; 

2) 数 乘 分 块 和 矩阵, 只 需 用 这 个 数 乘 遍 每 一 小 块 ; 

3) 两 个 可 乘 和 矩阵 A、B, 若 A 的 列 的 分 法 与 B 的 行 的 分 法 一 致 , 则 A 与 B 可 以 相 乘 ， 
只 需 按 数字 矩阵 乘法 规则 ,把 小 矩阵 当 作 数 一 样 来 处 理 ， 

4) 广义 初等 变换 与 广义 初等 矩阵 : 

把 分 块 矩阵 中 每 一 小 块 看 作 一 个 数 , 类 似 于 数字 矩阵 的 三 种 初等 变换 : 

工 ) 交换 两 行 ( 列 ); 

了 ) 某 一 行 ( 列 ) 左 ( 右 ) 乘 一 个 非 零 矩阵 P; 

攻 ) 某 一 行 ( 列 ) 左 ( 右 ) 乘 以 矩阵 尸 加 到 另 一 行 ( 列 ) 对 应 元 素 上 去 ,统称 为 分 块 矩 
阵 的 初等 变换 ,简称 为 广义 初等 变换 ,得 到 的 矩阵 , 叫 广义 初等 矩阵 . 


2.5.3 可 逆 和 矩阵 及 其 性 质 


定义 2.5.5 已 知 AE M,CF) , 若 存在 矩阵 BE M,CF) ,使 得 AB = BA = 了, 则 称 
A 为 一 个 可 逆 矩 阵 ( 或 非 奇 异 矩 阵 ) ,而 B 称 为 A 的 逆 阵 ;否则 称 A 为 不 可 逆 和 矩阵 . 

定理 2.5.4 设 A 为 ? 阶 可逆 矩 阵 , 则 当 且 仅 当 是 下 列 条 件 之 一 : 

1) 存在 BE M,CF), 使 AB 王 BA 一 7 
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2) A 经 初等 变换 可 化 为 n 阶 单位 矩阵; 

3) A 可 表 为 若干 初等 矩阵 之 积 , 即 A = EiE,… 上 ,; 
4) 存在 nn 阶 可 道 和 矩阵 P,Q, 使 PAQ = J; 

5) A 的 秩 为 n, 即 R(A) = nn; 

6) A 的 行列 式 非 零 , 即 | A | 关 0; 


可 逆 和 矩阵 的 性 质 如 下 : 
1) 可 逆 和 矩阵 A 的 逆 阵 是 唯一 的 , 记 为 A; 
2) 可 逆 矩 阵 A 的 道 阵 A- 也 是 可 逆 的 ,并 且 (A ) 一 A; 


3) 两 个 同 阶 可 首 和 矩阵 A 与 B 的 乘积 AB 也 可 道 ,并 且 (AB) ”一 B A ,者 Al,…， 
A, 为 同 阶 可 逆 矩 阵 (r 三 2) , 则 Ai,A:… A, 也 可 逆 , 且 
CiAa A,)! = A Azs AT. 


4) 若 A 为 可 道 矩 阵 , 则 一 A,A’,A,kA(k 关 0) 均 可 道 ,它们 的 道 分 别 是 : 


(A = AA VT eA) = A = WA, 
其 中 ,A 表示 A 的 共 思 f, 即 A 的 每 个 元 素 ( 数 ) 的 共 力 (复数 ) ,按照 A 的 原来 的 相对 位 置 
排 成 的 同 阶 和 矩阵 . 


5) 初等 矩阵 都 是 可 着 的 ,它们 的 闭 矩 阵 还 是 初等 矩阵 , 即 
pt = .Pyy Di) = Dl To (khY = Ton(—= 8 
定义 2.5.6 nn 阶 矩 阵 A 的 伴随 矩阵 A” 指 的 是 由 矩阵 A 的 所 有 元 素 45 (i,j 一 
1,…,n) 的 代数 余子 式 A; 作为 元 素 所 构成 的 同 阶 和 矩阵， 
和 矩阵 A 的 伴随 矩阵 的 性 质 : 
yA = | 和 A |= | 
CA A 
3 aM) = 0 MA*tA* "=| | A (AB)” = BIA’ 
4) 若 和 可 道 , 则 A* =|A|A1', 且 A* 可 道 ,其 逆 为 (A* ) = (A A 
nSOR(A)=n 
5) RCA™Y = ORCA) = NO— 1 
0SR(A) < nO—1 
例 2.5.2 设 A 与 B 分 别 是 nXm 阵 与 m Xn 阵 , 则 J 一 BA 可 道 仿 ,一 AB 可 逆 . 
证 明 .A(L 一 BA) = (7, 一 AB)A, 若 1, 一 BA 可 北 ; 则 A 二 (I 一 AB)A(I, 一 
BAY ,于 是 
工 三 ( 开 一 AB) 十 AB = (一 AB) 十 (一 AB)ACG 一 BA) B 
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= (1,— AB)[L,+A(T,— BA)B], 
故 (1, 一 AB) 可 逆 , 且 
(1,— AB) = 1,++A(l,— BA)B. 
同 理 由 1 一 AB 可 道 ,可 证 1 一 BA 可 逆 , 且 
(1»,— BA) = 1,++B(,— AB)!A. 


定义 2.5.7 设 A 为 m Xn 和 矩阵 ,车 nXm 和 矩阵 G 满足 AGA = A, 则 称 G 为 A 的 
一 个 广义 逆 和 矩阵 ,简称 广义 逆 . 

特别 地 , 当 A 为 n 阶 可 道 阵 时 ,由 AGA =A 即 得 G = A, 此 时 广义 逆 即 为 逆 阵 , 故 
广义 闭 矩 阵 是 通常 逆 和 矩阵 概念 的 推广 . 这 种 广义 逆 的 定义 ,决定 了 和 矩阵 的 广义 道 是 不 唯 
一 的 ,这 对 某 些 问题 的 研究 带 来 不 便 , 在 实际 问题 中 有 时 要 求 有 特殊 条 件 的 广义 逆 . 这 
就 是 Moore 与 Penrose 给 出 的 

定义 2.5.8(Moore-Penrose 广义 逆 ) 设 A 为 mXn 复 ( 实 ) 矩阵 , 若 nXm 和 矩阵 G 
满足 ， 

(1) AGA = A; 

(2) GAG = G:; 

(3) (AG) = AG (AG 为 实 对 称 阵 ); 

(4) (GA) = GA (GA 为 实 对 称 阵 )， 
则 称 G 为 A 的 Moore 一 Penrose 广义 逆 ,简称 G 为 A 的 M-P 广 义 逆 . 

上 述 定义 的 广义 道 是 唯一 的 . 通常 A 的 广义 道 记 为 AT. 


2.5.4 和 矩阵 的 特征 根 、 特 征 向 量 、 特 征 多 项 式 


定义 2.5.9 设 A 为 n 阶 阵 , 着 有 一 数 4 及 一 n 维 非 零 列 向 量 X, 使 得 AX 二 AX, 即 
G1, 一 A)X = 二 0, 则 称 X 为 A 的 特征 根 ( 或 称 特征 值 ) , 称 非 零 向 量 X 为 A 的 属于 特征 根 
4 的 特征 向 量 ,又 称 | 41, 一 A | 二 f4 (4) 为 A 的 特征 多 项 式 . 

定义 2.5.10 设 A 为 n 阶 方 阵 ,f(zx) 为 数 域 六 上 一 个 m 次 多 项 式 , 则 称 f(A) 为 
A 的 矩阵 多 项 式 , 并 且 也 是 一 个 n 阶 方 阵 ; 

若 f(A) = 0, 则 称 f(x) 为 A 的 化 零 多 项 式 ; 

称 A 的 所 有 化 零 多 项 式 中 次 数 最 小 的 首 一 的 多 项 式 为 A 的 最 小 多 项 式 . 

定理 2.5.5 设 A== (a;),, 则 A 的 特征 多 项 式 

PC) =| XA,C—A|l= Tr A 二 +… 十 (177|1A41, 


其 中 Tr(A) 为 A 的 主角 线 上 个 元 素 之 和 , 称 和 矩阵 A 的 迹 , 并 且 Tr(A) 等 于 A 的 全 部 
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特征 根 的 和 ,detA 等 于 A 的 全 部 特征 根 的 积 . 

定理 2.5.6(Hamilton - Cayley 定理 ) 设 /(X4) 为 n 阶 矩阵 A 的 特征 多 项 式 , 则 
f(A) =0, 即 A 的 特征 多 项 式 是 它 的 化 零 多 项 式 . 

定理 2.5.7 设 A 为 n 阶 正定 矩阵 , 则 下 列 命 题 等 价 : 

(1) 存在 ? 阶 正 交 和 矩阵 U ,使 UAU = diagCU1，…，, 4,), 其 中 A 之 0Gi==1,…*,n); 

(2) A 的 所 有 顺序 主子 式 全 大 于 零 ; 

(3) 对 Vn 维 非 零 实 列 向 量 X ,都 有 XAX > 0. 

和 矩阵 最 小 多 项 式 的 性 质 如 下 : 

(1) 方 阵 A 的 最 小 多 项 式 ma (4) 必 整 除 A 的 特征 多 项 式 f4 GX), 即 ma C2) | fa C4); 

(2) 方 阵 A 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 ; 

(3) 相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 ; 

(4) 设 A = diag(Ai,As，…,A,) 为 分 块 对 角 阵 ,A 的 最 小 多 项 式 为 m (4) ,A; 的 最 
小 多 项 式 为 mG) ;i = 二 1… 5; 则 x2) 为 mr 2),… ,ms(4) 的 最 小 公 倍 式 . 

定义 2.5.11 设 A,B 都 是 n 阶 方 阵 , 若 存在 一 个 n 阶 可 逆 阵 P, 使 P AP = B, 则 
称 A 与 B 相似 ,或 称 A 相似 于 B, 记 作 A~B. 

特别 地 ,对 nn 阶 阵 A, 若 存在 nn 阶 可 逆 阵 P, 使 PAP = diag(，…， A), 即 A 相 似 于 
对 角 阵 ,此 时 称 A 可 对 角 化 ,并 称 对 角 阵 diag(，…，, ji ) 为 A 的 相似 标准 形 ,其 中 ,，…， 
为 A 的 全 部 特征 根 . 

定义 2.5.12 设 A,B 都 是 n 阶 方 阵 ,车 存在 一 个 n 阶 可 逆 阵 P, 使 B= 二 PAP, 则 
称 A 与 B 合同 ,或 称 A 合同 于 B. 

例 2.5.3 设 A 为 n 阶 可 道 实 矩 阵 , 则 A 可 分 解 为 A 二 Pdiag(A，…，h，) 了， 
其 中 号 , 荆 沸 为 n 阶 正 交 阵 ,A 之 0,i 二 1,…,n, 且 Xf,… ,是 矩 阵 A'A 的 全 部 
特征 根 . 

证 明 ”由 于 A 是 阶 实 可 首 阵 , 必 存 在 一 个 n 阶 正 交 阵 Q, 一 个 nn 阶 正定 阵 5, 使 A= 
Q…S, 进 而 AA = S*. 对 n 阶 正定 阵 S, 存 在 n 阶 正 交 阵 V, 使 VSV = diagGh,… ,1), 其 
中 尺 (i = 二 1,…,n) 是 正定 阵 S 的 全 部 特征 根 ,于 是 得 

S= VdiagG ;AV ,SS 一 Vdiag(1 ,A3)V.. 

由 于 S: 一 A'A , 即 得 

V'(CA'A)V = diag Qi ，…, 72). 

故 时 ,…, 是 A'A 的 全 部 特征 根 , 同 时 ， 

A=Q.S= QVdiagQ, ,Mh)V. 
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对 此 令 有 = QVsT 二 V , 则 PyT 和 为 n 阶 正 交 阵 , 且 A 2 Pdiag(Ai A 
2.5.5 所 阵 标准 形 的 初步 讨论 


1) 4 - 阵 A(C) 指 的 是 它 的 元 素 是 关于 4 的 多 项 式 的 矩阵 ; 

2) 秩 A() 二 +, 指 的 是 A(X) 中 有 一 个 7 阶 子 式 非 零 , 所 有 7 十 1 阶 子 式 缘 为 零 ; 

3) 若 有 一 个 n 阶 *- 阵 BG), 使 A()BGQ) = BQ)AGQ) 二 了 工 , 称 AQ) 为 可 逆 的 ; 

4) 4 - 阵 也 有 三 种 初等 变换 ; 

5) 1- 阵 AC) 与 BG) 等 价 指 的 是 A() 经 一 系列 初等 变换 可 化 为 BC). 

6) 若 任 一 秩 为 的 非 零 n 阶 * - 阵 ACA) 都 等 价 于 4- 阵 D(X), 则 称 具 有 此 性 质 的 对 
角形 和 - 阵 DC) 为 AQ) 的 标准 形 ,标准 形 是 唯一 的 . 

定义 2.5.13 A() 的 标准 形 主 对 角 线 上 非 零 元 素 d1(2),…, d,(4) 称 为 A(GA) 的 
不 变 因 子 . 

特别 地 ,和 矩阵 A 的 特征 矩阵 MT 一 A 的 不 变 因子 称 为 A 的 不 变 因子 . 

矩阵 ACA) 的 & 阶 行列 式 因子 指 的 是 A(CA) 中 全 部 & 阶 子 式 的 首 一 的 最 大 公 因 
式 DC ,其 中 1 过 A 过 AG) 的 秩 . 因此, 秩 为 > 的 4- 阵 A(CA) 共有 个 行列 
式 因 子 . 

nn 阶 算 阵 A 的 初等 因子 指 的 是 把 矩阵 A 的 每 个 次 数 大 于 0 的 不 变 因子 分 解 成 (在 C 
内 ) 互 异 的 一 次 因 式 方 赛 的 乘积 (所 有 这 些 一 次 因 式 方 守 ,相同 的 必须 按 出 现 的 次 


数 计算 ). 
定义 2.5.14 数 域 玉 上 任何 一 个 n 阶 方 阵 必 相 似 于 一 个 有 理 标准 形 下 , 即 存在 一 
个 元 阶 可 道 阵 工 ,使 TIAT = J = diag( 记 ，…， PF,), 其 中 Fi(i 二 1,…,5) 为 ni: 阶 


Frobenius 块 ( 有 理 块 )， Do 二 n. 通常 称 下 为 A 的 有 理 标准 形 (Frobenius 标准 形 ). 

复数 域 上 任何 一 个 n 阶 复 阵 A 都 与 一 个 Jordan 形 和 矩阵 相似 , 即 存在 一 个 ? 阶 可 逆 
复 阵 工 ,使 T “AT 三 二 下 一 diag(J1，,…,J,), 其 中 Jili = Lys) 为 ?7 阶 Jordan 块 ， 
D7 = 二 %; 除 去 J]? 二 15 的 排列 次 序 外 是 被 A 唯一 决定 ,通常 称 了 为 A 的 车 当 标 
准 形 (Jordan 标准 形 ). 

定理 2.5.8 一 矩阵 AG) 可 道 全 |AQ) |= 4 冯 0 信 AQ) 可 表 为 初等 4 -和 矩 
阵 之 积 . 

定理 2.5.9 六 - 阵 A(4) 与 B() 等 价 仿 有 相同 的 行列 式 因 子 今 有 相同 的 不 变 因 
子 馈 有 可 逆 4- 阵 P(X),QG) ,使 BGQ) = 二 PD)A(WVDQO). 

定理 2.5.10 数 域 玉 上 nn 阶 方 阵 A 与 B 相 似 仿 它们 的 特征 矩阵 A1 一 A 与 
iT 一 忆 等 价 台 它们 有 相同 的 不 变 因 子 含有 相同 的 行列 式 因 子 含有 相同 的 初等 
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因子 . 

定理 2.5.11(Robenius 定理 ) 设 数 域 玉 上 的 n 阶 方 阵 A 的 特征 多 项 式 为 (4) ,最 
小 多 项 式 为 mA), 则 mx(4) 二 4q, (4) ,其 中 4, (4) 为 A 的 最 后 一 个 不 变 因子 , 即 A 的 最 小 
多 项 式 就 是 A 的 最 后 一 个 不 变 因子 ; f(2) 在 数 域 P 上 的 任 一 不 可 约 因 式 都 是 m(4) 的 
因 式 . 

定理 2.5.12 和 矩阵 A 可 对 角 化 全 A 的 最 小 多 项 式 无 重 根 今 A 的 初等 因子 全 为 一 
次 的 仿 A 的 不 变 因 子 都 没有 重 根 . 


向 量 空 间 与 线性 变换 


向 量 空间 是 最 基本 的 数学 概念 之 一 ,也 是 我 们 接触 到 的 第 一 个 代数 系统 . 它 的 理论 
和 方法 已 经 渗透 到 自然 科学 .工程 技术 的 各 个 领域 . 本 章 主要 讨论 向 量 空间 的 概念 、 子 
空间 的 直 和 分 解 . 向 量 空 间 的 同 构 等 基本 内 容 . 在 向 量 空 间 的 讨论 中 ,也 将 加 深 对 线性 
方程 组 和 和 抢 阵 的 理解 . 

在 数学 里 ,变换 的 概念 是 非常 基本 的 ,这 里 我 们 主要 考虑 一 个 向 量 空间 到 自身 的 线 
性 变换 ,注意 到 在 有 限 维 条 件 下 ,线性 变换 和 和 矩阵 之 间 有 必然 的 联系 ,讨论 线性 变换 的 
对 角 化 及 向 量 空间 的 准 素 分 解 等 问题 . 


3.1 向 量 空 间 


3.1.1 向 量 空间 的 定义 


定义 3.1.1 设 V 是 由 称 为 “向 量 ” 的 元 素 构成 的 一 个 非 空 集合 ,Ff 为 一 数 域 ,在 V 

中 定义 一 个 称 为 “加 法 ”的 代数 运算 , 即 映 射 
VXV 一 V,YVa;BEV, 使 < 十 8ETV. 
在 数 域 下 与 集合 V 的 元 素 间 还 定义 一 个 称 为 “数量 乘法 ”的 运算 , 即 映射 
FxV—>V,Va€ Fa€E€V, 使 az EV. 

如 果 加 法 与 数量 乘法 满足 八条 公理 ,那么 V 称 为 数 域 下 上 的 向 量 空间 (或 线性 空 
间 ) , 记 为 VCF) , 简 记 为 V. 

定义 3.1.2 设 态 为 VCF) 的 一 个 非 空 子 集 ,车 W 对 于 V 的 加 法 与 数量 乘法 来 说 
构成 一 个 向 量 空间 , 则 称 W 为 V 的 一 个 子 空间 . 

定理 3.1.1 设 W 为 V(F) 的 一 个 非 空子 集 , 则 琵 为 V 的 一 个 子 空间 的 充分 必要 
条 件 是 对 Va,8 € W,Va,b EF, 都 有 aa 十 8 € W. 

定义 3.1.3 设 W,V: 缘 为 VCGF) 的 两 个 子 空间 , 则 称 Vi 门 Vi 为 Vi 与 Vi 的 交 ， 
是 六 的 二 个子 室 间 . 

定义 3.1.4 设 Vi,V, 缘 为 VCF) 的 两 个 子 空间 , 称 
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Vi 二 Vs = {a 二 Ta | a EVi,as EV} 
为 Vi 与 V; 的 和 ,是 V 的 一 个 子 空间 . 

定义 3.1.5 设 t(wayaz 和 ao》 握 VCE), 则 称 友 (ol ya ar) 三 {kiai 十 … 十 kas | 
k; EF}(i 二 1,2…n) 为 由 a1，as… oa 生成 的 子 空间 ,L(ai,as … om) 还 是 VCF) 的 一 
个 子 空间 . 

定理 3.1.2 设 Vi, V2…V, 是 向 量 空间 V(F) 的 :个 非 平凡 子 空间 , 则 V 中 至 少 有 
一 向 量 a, 使 a 全 有 一 12…5. 

证 明 对 s 采 用 归纳 法 证 之 . 

(1) 当 s = 二 2 时 ,由 于 Vi,Vi 为 V 的 非 平 凡 子 空间 , 必 有 a,as EV ,使 a 全 Vi， 
os 攻 Vi. 若 a 锋 Vi, 则 a 即 为 所 求 ; 

若 os 代 Vi , 则 Q2 即 为 所 求 . 

车 gi € Viyas € Vi; 则 令 a= 二 Qi 十 az; 必 有 a 甘 Visi 二 1,2, 故 s 二 2 时 结论 正确 . 

(2) 假设 ;一 1 时 命题 成 立 , 即 存在 B EV, 使 B. 4 Vi,i 二 1,2…s 一 1. 若 Bl 你 了， 
则 结论 得 证 . 

设 p E€ V,, 同 理 了 3B € V ,使 Bx FE Visy = Zs 3 若 & VV , 则 结论 得 证 . 设 
je EVi ,由 Bi , 作 | 十 kB ;其 中 k 为 正 整 数 . 易 知 Qk ¢ Van Ea VV 

同时 ,Vs, Vs…V, i 这;s 一 2 个 非 平 凡 子 空间 中 每 一 个 至 多 含 一 个 ax. 否则 , 当 刀 关 
已 时 ,车 was E€ Visi 二 2， 35 一 1, 则 由 ow 三 Bi 十 如 Bo,ar, 二 有 Bi 十 kB 推 得 Bi， 
Be EVi, 这 与 BB,Bs 的 选取 相 矛 盾 . 

因此 ,由 正 整数 & 的 不 同 而 得 到 无 限 多 个 ws 中 至 少 有 一 个 ou ,使 a Vi,i 二 1， 
2,…s, 故 结论 成 立 . 

例 3.1.1 设 Vi,V*…V, 是 n 维 向 量 空间 V,(F) 的 任意 :个 非 平 凡 子 空 间 . 试 证 : 
存在 V 的 一 个 基 , 使 这 个 基 的 个 基 向 量 均 不 在 Vi, V,…V; 中 . 

证 明 由 于 VV, V2…V, 为 V 的 非 平凡 子 空间 ,所 以 存在 a EV, 使 w Vi,i 二 1， 
2…:5, 对 此 考虑 Y 的 非 平凡 子 空间 : Vi,， Va**V,. 

又 由 定理 3.1. 1 知 , 存 在 a; € V ,使 az FVisi= 1, 2°s,02 $f L(gi), 而 由 os 人生 
Lu) 知 a ,as 线性 无 关 . 于 是 必 存 在 ws € V ,使 a3 Vi,i=1,2.%s,03 CF Llal,as), 
上 且 wo yos 线性 无 关 ( 否 则 ,ai， as， a 线性 相关 ,而 wa， a; 线性 无 关 , 推 得 as 为 qi， a 的 
线性 组 合 , 即 cs € L(al，as), 巴 盾 ). 

同时 w ,az ,as 全 不 属于 Vi, Ve…V, ,这样 经 过 上 述 n 一 1 次 证 法 后 ,得 到 V 的 线性 
无 关 向 量 a1 ,Qs…a,1; 使 它们 全 不 在 Vi,V2…V, 中 ,存在 a, EV ,使 ww 全 Vi 一 1， 
2.syo 区 EL(ay wa), 且 w yw…ari 线 性 无 关 ,因此 得 到 V 的 一 个 基 &1， as*…as， 
使 其 每 一 基 向 量 ww,i = 1，2…n, 全 不 在 Vi, Ve…V, 中 . 
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3.1.2 向 量 空间 的 基 和 维 数 


定义 3.1.6 向 量 空间 V(F) 中 集合 S 生 成 的 子 空 间 是 S 中 向 量 的 全 体 线性 组 合 所 
成 集合 
SS= span(S) = {nwt rv | rmEFvEVY)， 


当 S = {ww， vw*…v,) 是 有 限 集 时 ,我 们 就 用 符号 二 vi， v2*…v 之 或 span{vi， 
va"…v,}). 称 向 量 集 S 生成 了 V. 

如 果 V = span(S), 即 对 于 某 些 标量 7 ,ri…r, 和 向 量 vi ,vs…v, ,每 个 向 量 v€ V 
都 能 表示 成 形 为 v= 二 riv 十 … 十 7r,v,. 所 有 向 量 空间 都 有 生成 集 , 因 为 整个 空间 就 是 一 
个 生成 集 . 

定义 3.1.7 V(F) 中 非 空 向 量 集 S 线性 无 关 , 如 果 对 于 VCF) 中 vi， vs…v,, 有 


nv 0 


如 果 一 个 向 量 集 不 是 线性 无 关 , 那 么 它 就 是 线性 相关 . 

从 定义 出 发 可 知 ,线性 无 关 集 的 任何 非 空子 集 也 线性 无 关 . 

定义 3.1.8 向 量 空间 V(F) 的 一 个 基 指 的 是 V 中 一 组 向 量 {w ，…，o}》 满足 

1) wo ，auz…o 线性 无 关 ; 

2) V 中 每 一 向 量 都 可 由 ai， Qs…a, 线性 表示 . 

简 言 之 ,V 的 一 个 基 就 是 V 的 一 个 极 大 无 关 组 或 一 组 线性 无 关 的 生成 元 . 

定义 3.1.9 维 数 指 的 是 VCF) 的 一 个 基 所 含 向 量 个 数 , 记 为 dimV. 

特别 地 ,dim{0) = 0.7 维 向 量 空间 记 为 V, (FF). 

定理 3.1.3 (gai,，…, 0,) 为 V,(F) 的 一 个 基 SSV 中 每 一 向 量 $ 都 可 唯一 地 表 成 这 
n 个 向 量 的 线性 组 合 . 

定理 3.1.4 数 域 上 nn 维 向 量 空 间 V,(F) 中 任意 多 于 ?2 个 向 量 必 线 性 相关 . 因此 
有 以 下 四 个 重要 结论 : 

1) V,(F) 中 任意 1 个 线性 无 关 的 向 量 均 可 构成 一 个 基 ; 

2) V,(CF) 中 任何 两 个 基 所 含 向 量 个 数 相同 ; 

3) 有 限 维 向 量 空间 的 任 一 子 空 间 必 为 有 限 维 的 ; 

4) 设 斑 1 ,WW 为 V,(F) 的 两 个 子 空间 , 且 有 Wi 守 Wi, 若 dimWi 一 dimW;， 
则 Wi = W;. 

定理 3. 1. 5( 维 数 定理 ) 设 Vi,Vs 皆 为 VCF) 的 两 个 有 限 维 子 空间 , 则 Vi 十 Vs 也 
是 V 的 有 限 维 子 空间 ,并 且 

dim(Vi 二 Vi) = dim(Vi) + dim(V;) 一 dimCV NN V2). 

定义 3.1.10 设 {tw，…，, ww} 与 {B.，…, Ba) 是 向 量 空间 VC(F) 的 两 个 向 量 组 ,如 

果 每 一 个 a 可 由 {B，…，, BB,} 线性 表示 , 每 一 个 B; 可 由 (ar，…， oo)} 线性 表示 , 称 这 两 个 
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量 组 等 价 . 
定理 3.1.6 VE 中 两 个 向 量 组 ( ,1 而 ) 与 { 届 ，v， B} 等 价 , 则 L{al ，…， 
Qn} = L{B, “5 。 


定理 3.1.7 令 S 是 V(F) 的 一 个 向 量 集 , 以 下 各 条 等 价 : 

1) S 线性 无 关 且 生成 V. 

2) S 是 一 个 极 小 生成 集 , 如 果 S 生成 V, 且 S 的 任意 真子 集 不 生成 V. 

证 明 1) 之 2). 由 1) 知 S 是 一 个 生成 集 . 如 果 S 的 某 个 真子 集 S 也 生成 V, 那 么 
S 一 S 中 的 任意 向 量 将 会 是 S 中 向 量 的 一 个 线性 组 合 , 与 S 中 向 量 都 线性 无 关 这 一 结 
论 矛 盾 . 因此 2) 成 立 . 

2) 二 DD. 如 果 S 是 一 个 极 小 生成 集 ,那么 它 一 定 线性 无 关 . 因为 如 果 S 线 性 相关 , 那 
么 任意 向 量 s € S 将 会 是 S$ 中 其 他 向 量 的 一 个 线性 组 合 , 因 而 S 一 {s) 将 会 是 S 的 一 个 
真 生成 子 集 ,而 这 是 不 可 能 的 .所 以 1) 成 立 . 

定理 3.1.8 设 {gi，…, a,) 为 V,(F) 一 组 线性 无 关 的 向 量 , 则 V 中 必 有 nn 一 r 个 向 
量 ci ，…，o ,使 得 {w… a ,arn… un) 作成 V 的 一 个 基 ( 也 称 为 基 的 扩充 定理 ). 

例 3.1.2 7 维 向 量 空间 了, CF) 卫生 因由 号 和 间 都 是 某 一 含 n 个 未 知 量 的 齐 次 线 
性 方程 组 的 解 空间 . 

证 明 设 {a ，…, a) 为 V,(F) 的 一 个 基 ,W 为 V,(F) 的 任 一 7 维 子 空间 ,其 中 
0<r 和 1; 令 WW 二 工 (B， "ss B), 于 是 有 


B= Dosis i 1 2. 


再 令 4 = (qj ),w, 则 A 的 秩 为 r ,这 样 以 A 为 系数 阵 的 齐 次 线性 方程 组 AX = 0 的 
基础 解 系 含有 n 一 7 个 线性 无 关 的 解 向 量 y 二 (bn ，…, bm) ,二 1,…,n 一 7, 对 此 再 
以 大 (三 1，…, nn 一 7) 为 行 构成 一 个 (n 一 r) Xn 算 阵 B, 则 秩 B==n 一 x. 于 是 又 以 B 
为 系数 阵 得 到 一 齐 次 方程 组 BY = 0, 其 解 空间 的 维 数 为 ,由 此 可 见 ,BA” = 0. 此 式 恰 
好 说 明了 A 的 行 空 间 等 于 齐 次 方程 组 BY = 0 的 解 空 间 . 

然而 ,矩阵 A 的 第 i(i = 1,…,7) 行 是 子 空间 W 二 上 L(B.，,…,B,) 的 每 一 生成 元 关于 
基 {a,…,a,) 的 坐标 , 故 V 的 子 空间 W = 二 上 L(B，…,B,) 是 由 齐 次 线性 方程 组 BY 二 0 的 
解 ( 向 量 ) 为 坐标 的 全 体 向 量 构 成 的 , 即 W 为 齐 次 线性 方程 组 BY = 0 的 解 空 间 . 


3.2 子 空间 的 直 和 分 解 


3.2.1 坐标 和 过 渡 阵 
定义 3.2.1 设 ({w，.…， ao) 为 VCGF) 的 一 个 基 , Ya EV,(F), 有 a 二 Qi 十 … 十 
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kan， 则 称 这 全 个 有 序数 组 & ，…， 忆 为 a 关于 基 (of ，…， 妇 )} 的 坐标 , 记 为 CR ，…，,R,). 
定义 3.2.2 设 V,(F) 的 两 个 基 : (al ，…,av) ,4B ，*… ,BB, ), 且 三 Dosais 1 
2 … 2 , 则 称 2” 阶 和 矩阵 


CQ11 CI2 Ul 

U21 U22 ”” CQ2n 
二 

Un Qn2 a 


为 由 基 {w ,… ,a,) 到 基 {B,…,B,) 的 过 渡 矩 阵 ,简称 过 渡 阵 , 记 为 {8 ，…,B,) 二 (al,"…， 
Wy, 

定理 3.2.1( 坐 标 变换 公式 ) ” 设 向 量 & 关 于 V(F) 的 两 个 基 {o ，…，o) ,4B ,，…， 
有 } 的 坐标 分 别 为 (zi ，…， Zz) 与 (yi ，…， 1) ;车 {BB，……，B) 二 {om，… ,0n}T, 其 中 全 
为 由 基 (1) {a ，…， ww} 到 基 (2){B ,，…, B,) 的 过 渡 阵 , 则 (xis …, 5) 二 (yi, DT 

定理 3.2.2 V,(F) 中 由 基 {(w ,，…, a,} 到 基 {8 ，…， B,} 的 过 渡 阵 开 是 可 逆 的 . 

因此 有 以 下 三 个 重要 结论 : 

(1) 由 基 {B,…,B,) 到 基 {w ,oa)} 的 过 渡 阵 为 工 ; 

(2) 数 域 下 上 任 一 ” 阶 可 逆 阵 A 都 可 作为 w,CF) 中 一 个 基 到 另 一 个 基 的 过 渡 阵 ; 

(3) 设 {w ao) 与 18 2) 分 别 为 V,(F) 的 两 组 向 量 ,A EM,CF) ,并 且 

(8 pvB) = (a 0)A, 


那么 {B | So ， By 为 VE 的 一 个 基 {a yg 为 VCE 的 一 个 基 , 且 A 可 逆 . 
3.2.2 子 空间 的 直 和 分 解 


定义 3.2.3 设 W,W 分 别 是 VCF) 的 子 空间 ,车 

1) W+W =V; 

2) WN W’ = {0}, 
则 称 W 为 W 的 一 个 余子 空间 ,并 称 V 是 子 空间 WW 与 W 的 直 和 , 记 为 V=W@W.. 

一 般 地 , 设 Wi ,Ws 为 V(F) 的 两 个 子 空间 ,车 Wi 十 Ws 中 每 一 向 量 a 二 十 oz， 
ww EWi,i 一 1,2, 且 这 种 表 法 唯一 , 则 称 Wi 十 W; 为 Wi 与 Ws 的 直 和 , 记 为 Wi 十 
Ws =W: @ W:;. 

定理 3.2.3 设 Vi,V; 为 数 域 玉 上 xn 维 向 量 空间 V,(F) 的 两 个 m(0 二 m 二 台 维 
子 空间 , 则 存在 V 的 子 空间 玉 , 使 VV 二 VB@W = 二 VW. 

证 明 由 题 设 dimVi = dimV; 二 mw 且 0 二 mm 过 dimV = 二 nn, 知 总 ,Vs 为 V 的 两 个 
非 平 凡 子 空间 , 则 存在 & EV, 使 & Vi,& Vi. 
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设 Vi 三世 (a van) 其 中 an 为 Vi 的 基 ,Va = 工 (8 ,Bs) ,其 中 By 
为 Va 的 基 , 于 是 (em…an)S5) 与 18，…B,5) 为 V 中 两 个 线性 无 关 的 向 量 组 . 令 
Wi =L(a rm dt ) Wa = LOB ses bark) 

车 mw 十 1 二 n, 则 令 W= 二 LL(&), 便 有 V 二 Vi 名 W 二 VW, 即 为 所 求 . 

车 w 十 1 过 4; 则 Wii， Wi 还 是 V 的 两 个 非 平凡 子 空间 ,于 是 存在 &。E V, 使 6 。 4 
We 儿 Wa ,这 样 又 有 两 个 线性 无 关 的 向 量 组 

{ai， a 所》 与 (8 ， 人 Bn ， 6 ， &} 

对 此 再 令 | 

Wiz = La yan sb,é), 
Ws = L(B,*"* ,Ba , été&), 


它们 均 为 m 十 2 维 子 空间 .车 m 十 2 二, 则 工 (&,&&) 二 W, 即 为 所 求 . 若 m 十 2 二 nn， 
则 按 上 述 思 想 ,以 此 类 推 ,由 于 为 有 限 数 , 故 在 V 中 必 有 &，,，…,&_, 使 它们 均 不 在 
,Vi 中 , 且 又 线性 无 关 . 故 令 WW = 工 (和 和 6) 为 一 个 nn 一 m 维 子 空间 ,使 V = 
Vi BW = 四 机 

例 3.2.1 设 AE MP), 且 可 道 , 令 4 一 (人 ). 证 明 ; n 元 齐 次 方程 组 A1X 一 
0 与 A;X 二 0 的 两 个 解 空 间 的 直 和 是 FF". 

证 明 设 半 元 齐 次 线性 方程 组 AX = 0,A1X = 0,AsX == 0 的 解 空间 分 别 是 W， 
Wi，, WW;. 首先 ,Wi ,Ws 缘 为 F" 的 子 空间 是 显然 的 , 且 WW == Wi 门 W2. 这 是 因为 XE€ 
WSOAX =0SAIX=0 且 A;sX= 0SXE Wi 门 W;. 因 A 为 可 道 阵 , 以 A 为 系数 阵 的 
n 元 齐 次 方程 组 的 解 空 间 W = {0), 故 有 Wi 门 W; = 40). 因此 Wi 十 W; 二 Wi 名 W;. 
又 由 于 Wi,W,; 缘 为 F" 的 子 空间 , 则 有 Wi 四 驳 , ES 严 ,又 因 

dimW) = n— R(Ai) ,dimW;, = nC—R(A) =n— (nn—R(A)) = R(A1), 


有 dimnW'i; 十 dimW; = 二 nn; 即 dim(Wi 全 Wi) 二 dim 抬 , 故 Wi 名 W,; 二 户 , 即 扩 是 nn 元 
齐 次 方程 组 AIX 王 0 与 AX=0 的 解 空间 的 直 和 . 


3.3 向 量 空间 的 同 构 


3.3.1 向 量 空间 的 同 构 


定义 3.3.1 设 六 和 了 歼 是 数 域 玉 上 的 两 个 向 量 空间 , 若 
1) f 是 V 到 W 的 一 个 双 射 ; 
2) VEnEVIf EHD = fO+S WD; 
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3) VEEV,Va€ FF,f(at) = af(é), 
则 称 f 为 V 到 W 的 一 个 同 构 映射 . 此 时 称 V 与 W 同 构 , 记 为 V 宕 W. 
定理 3.3.1 设 V 和 W 是 数 域 上 两 个 向 量 空间 , f 是 V 到 W 的 一 个 同 构 映 射 ， 
那么 
1) f(0) = 0; 
2) VE E Vaf le tm = ft Cs 
3) Vé&E€EV,Va€F,f(at) = af (él); 
4) Vé EV,a;: EF,flalt ab taé,) = aif(§)Taf(&) 二 二 Taf (&,); 
5) 三 ， 色 ，… ,6 EV 线性 相关 仿 f(&1)，f(&,),…，f(&,) 线性 相关 ; 
6) 了 的 逆 映 射 f+ 是 W 到 V 的 同 构 映射 . 
定理 3.3.2 V(F) 与 W(F) 同 构 合 dimV = dimW. 
任意 维 空 间 V 都 与 F" 同 构 ,所 以 下 , 户 ,，…,， FF”,… 代表 了 所 有 向 量 空间 . 
例 3.3.1 设 a,p 为 两 个 复数 , 令 
Vi {f(z) | FE 到 三 0 三 (g (2) | g(x) € FLz]g(b) = 0}, 
为 FLz] 的 两 个 子 空间 , 试 证 : V。 与 Vs 同 构 . 
证 明 由 题 设 和 V, 与 Vs 中 多 项 式 的 性 质 来 建立 它们 之 间 的 一 个 同 构 映 
射 . 规定 
oa 一 MBC 人 一 的 及 0。 
其 中 Vf(x) E Vi. 显 然 g 是 V。 到 V 的 一 个 映射 ,并 且 是 一 个 双 射 . 
对 于 VCr) ,filr) EV,,H fi(rz) A f(z), 则 由 i(x) = (zx 一 ohi(z), fs (zr) = 
(zx 一 Q)hz(zx) 得 有 h(x) 关 h(xz), 因 此 pg(fi(7z)) 三 (x 一 Dh(z) 关 (xX 一 0)hs(z) 二 
9g(f2(X)), 故 9 为 单 射 ; 
Vg(x) E ,由 于 g(x) == (zx 一 Dh(z), 则 有 f(z) = 二 (zx 一 a)h(xz) € VV, 使 
p(f(z)) = 二 (x 一 D)h(x) 二 g(x), 故 gp 为 满 射 ,进而 gy 为 V。 到 W 的 一 个 双 射 . 
同时 , V 有 (x), fi(zx) EV,, Yk,l EF, 由 于 
fra = Cr — am (sy fm) = (Zha(r), 
pf1 (x)) = (xz— hr), pf (7)) = (rx— 6)h, (zr), 
得 GRf TOL) AE) = WET 0) hs) AG Ml De 
= p(x—a)(khi(r) th, (7r)) 
(bh hilt) 


= kp( f(z)) + pfalz)). 


| 
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综 上 所 述 ,gp 确 为 V, 与 Vs 之 间 的 一 个 同 构 映 射 , 因 而 V。 与 Vs 同 构 . 


3.3.2 商 空间 


定义 3.3.2 令 S 是 V 的 一 个 子 空间 , 且 令 二 s 为 VV 上 由 4 二 sv 人 Su 一 vE€ 5 定义 
的 二 元 关系 , 易 知 圭 s 是 一 个 等 价 关 系 . 当 w 硅 sv 时 ,我 们 就 说 和 w 是 模 S 同 余 的 , 常 
用 术语 mod 代替 modulo ,并 且 三 sv 记 为 u 三 v(mod S), 简 记 为 u 寺 vr. 
为 了 研究 等 价 类 的 外 部 特征 ,注意 到 
[v]= {uu€EVIu=)= {EV|Iu—vES) 
= {WEVI= TT 对 于 Vs €'8} 
= Wyss eS = YS 


在 V 中 ,集合 f= v 十 S== {v 十 s | s€ S) 叫做 S 的 一 个 陪 集 . 
定义 3.3.3 在 V 中 , 模 S 同 余 的 等 价 类 是 S 的 陪 集 v 十 S. 全 体 陪 集 所 成 的 集合 表 


示 为 专 二 {v 十 S| vE€ Vv), 读 作 “V mod S”, 叫 做 站 模 $ 的 商 空间 . 


商 空间 的 性 质 如 下 : 

1) ui+S=wvi+SOvEu+SOu Evi+SuvE Vut+S=vt+S 或 (tS) NN 
(vy 十 S)= 所. 

因此 ,对 于 不 同 的 向 量 v, 陪 集 可 以 表示 成 形式 v 十 S. 

2) 当 陪 集 f 记 作 v 十 S$ 时, 向量 v 叫 做 f 的 陪 集 代表 . 显然 , 陪 集中 任意 向 量 都 能 作 
为 陪 集 代 表 . 

同样 注意 到 4 二 v=>u 一 v€ Sr(u 一 v) € S, 对 于 Yr € F>m 一 rv € S, 对 于 
VrE Fm 二 rmw. 所 以 wu 三 vm 三 rv,; 对 于 VrE€EFT. 

3) 另外 yw 尘 Viyws 三 WW 访 WW 一 WE€ SywWw 一 Vi € Su—v) 二 (uw vw) ES 

这 (wi 十 妈 ) 一 (wi 十 vs) € SS (uw) (vv). 

所 汶 - 动 生生 WwW) (We) 

由 性 质 2) 和 3) 可 知 模 S 同 余 保 持 V 上 的 向 量 空间 运算 . 它们 与 陪 集 代表 的 选取 无 
关 , 即 刀 十 S== 奴 十 Sy 十 S= 角 十 S 字 (tw 十 WW) 十 S 二 (ww 十 胡 ) 十 Si 十 S 二 
us 十 S 坟 rl(tw 十 S) 一 7(x 十 3). 

定义 3.3.4 令 S 是 V 的 一 子 空间 ,对 于 VvE€ 5S, 由 xs(v) 一 "十 S, 定 义 映 射 rs : 
V 一 V/S. 这 一 映射 叫做 从 V 到 S 上 的 典范 射影 ,或 自然 射影 . 

容易 看 出 它 是 线性 的 ， 

f( 十 吧 ) = 二 (rm 十 50) 十 S 二 ru 十 S) 十 sv 十 S) 二 ra(w) 十 snr(v). 


典范 射影 是 满 射 的 ,因为 对 于 任意 陪 集 v 十 S,v 十 S 二 x(v). 为 了 确定 的 核 , 有 
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vE Ker(xn)On(v) 0 十 SS 一 SEE SS, 


所 以 Ker(Cr) 一 S. 

图 3-1 说 明 存 在 从 商 空间 V/S 到 WW 的 映射 r ,有 性 质 

4)r .rs 一 r, 即 rCz) = (rt .rs)Co) 一 rz 十 S). 

因此 ,由 ro 十 S) =zCz) ,我 们 定义 一 个 从 V/S 到 环 的 孙 下 J 
数 ,这 个 函数 是 唯一 确定 的 , 当 且 仅 当 vw 十 S = 十 Sr (wv 十 2 
S) 一 r (xz 十 S) ,或 等 价 地 ,十 S 王 x 十 Sr(o) = Tt(w). 而 这 又 
等 价 于 v 一 uw E Sr 一 wx) 一 0. 或 用 工 代 替 吕 一, 则 过 GE 图 3-1 
S=r(z) 一 0. 因 此 ,r 是 唯一 确定 的 , 当 且 仅 当 SC Ker(7). 我们 假设 SC Ker(r), 因 此 
r 是 唯一 确定 的 .那么 zr: V/S 一 W 是 一 线性 变换 ,有 象 

Im(r) = (ro 十 S) |v+SEV/S}= {rv) |v EV}= Im(7) 


和 核 
Ker(t)= {v+S|r (vi+S)=0}= {vi+S|r(v) =0}= {vi+S|vE Ker(r)). 


同样 ,由 于 存在 唯一 的 映射 r : V/S 一 W 有 性 质 r'。xs = 二 rt, 所 以 是 唯一 的 . 
定理 3.3.3 令 S 为 V 的 一 子 空间 ,那么 在 V 中 ,S 的 任意 补 子 空间 都 同 构 于 商 空 


间 芯 . 
定理 3.3.4( 第 一 同 构 定理 ) 邻 t: V 一 W 是 一 个 线性 变换 ,那么 由 p(v 十 Ker(7)) 一 
t(v) 定义 的 线性 变换 p: V/Ker(r) 一 W 是 单 射 ,从 而 V/Ker(r) 过 3 Im(7). 


3.4 线性 变换 


3.4.1 线性 变换 的 定义 及 运算 


定义 3.4.1 数 域 玉 上 向 量 空间 V 的 一 个 变换 c 称 为 线性 变换 ,如 果 对 Ya, BEV， 
VkEF, 都 有 ola 十 B) 二 cola) 十 o(B);@ olka) == ko(a), 即 o 满足 齐 次 可 加 性 . 

设 L(V) 为 数 域 下 上 向 量 空间 V 的 所 有 线性 变换 构成 的 集合 . 

1) 加 法 : VorELIV) ,YaEV, 令 (+zr)(Co) = 二 olQ@) 十 tla); 易 知 o 十 rE L(V)， 
称 o 十 t 为 o 与 t 的 和 ; 

2) 数量 乘法 : Vo € L(V),Vk € F,Va EV, 令 (ho)(a) 二 klola)), 易 知 ho 和 
L(V), 称 ko 为 数 k 与 线性 变换 ve 的 数 积 ; 

L(V) 对 上 述 两 种 运算 构成 下 上 一 个 向 量 空间 . 

3) 乘法 : Vo,trE L(V),YaEV, 邻 (or)(a) = 二 olTt(Q)), 易 知 or EE L(V), 称 or 
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为 与 的 积 . 线性 变换 乘法 运算 满足 结合 律 、 乘 法 对 加 法 的 分 配 律 , 但 不 满足 

定义 3.4.2 设 cELV), 若 rzrELV), 使 cr ==or = 二 4 ( 恒 等 变 换 ), 则 称 o 是 可 首 
的 ,而 称 rz 为 c 的 逆 变 换 , 记 t= 二 oo 1, 易 知 o" € L(V). 

定理 3.4.1 线性 变换 将 线性 相关 的 向 量 组 变 成 线性 相关 的 向 量 组 (注意 ,反之 不 
然 ), 且 oL(a,…… ya) = 二 LC(o(a1) ,ol0,)). 

定理 3.4.2 设 {a，…,a,) 为 V,(F) 的 一 个 基 , 则 对 任意 V 中 任意 给 定 n 个 向 量 
Bi1，…，B,, 必 确定 唯一 o € L(V), 使 olai) = Bisi= 1 nn. 

定理 3.4.3 数 域 政 上 nn 维 向量 空 间 的 线性 变换 集合 构成 的 向 量 空 间 L(V,) 与 
M,(F) 同 构 , 即 L(V,) 名 M, (FF). 

定理 3.4.4 令 A 是 下 上 一 m Xn 和 矩阵 . 

1) ra 是 单 射 的 , 当 且 仅 当 区 (A) = nn; 

2) ta 是 满 射 的 , 当 且 仅 当 次 (A) = m. 


3.4.2 线性 变换 的 象 与 核 


定义 3.4.3 设 v&ELV), 令 ImG) ={c(9 | ££€V}=o(V),Ker(o) = (€EV| 
ae 一 0) ,分 别称 为 的 象 与 核 , 易 知 o 的 象 与 核 都 是 V 的 子 空间 . 

定理 3.4.5 设 w,…'o 为 V,(F) 的 基 ,o € L(V),A 是 oc 关于 基 {al，,… ,as} 的 矩 
阵 , 则 

1) Im(o) = L(go(a1) yg))s 

2) dimIm(o) = R(A); 

3) dimIm(o) 十 dimKer(o) = n; 
通常 称 dimIm(o) 为 o 的 秩 , 称 dimKer(o) 为 o 的 零度 ; 

4) c 为 单 射 人 Ker(o) = {0};o 为 满 射 全 Im(o) 二 V;o 为 单 射 后 5 为 满 射 ， 

定理 3.4.6 设 o€ LV), 下列 诸 命 题 彼此 等 价 : 

1) 有 rtE€EL(V) 使 or = ro = (i 为 恒 等 变 换 ), 称 oa 为 可 道 的 ; 

2) o 关 于 V 的 任意 一 基 的 和 矩阵 A 必 可 道 ; 

3) 设 oa,… ya 为 V 的 一 个 基 , 则 ola1)，,*… ,ola,) 仍 为 一 个 基 ; 

4) go 的 秩 dimIm(o) 二 n;o 的 零度 dimKer(a) 三 0. 

5) Im(o) = V'; Ker(o) = (0); 

6) 对 VasB EE Vi,(F), 当 a 关 B 时 , 必 有 ola) 了 olB); 

7) 存在 一 个 常数 项 不 为 零 的 多 项 式 f(x), 使 f(o) = 0; 

8) o 的 特征 值 ( 根 ) 均 不 为 零 ; 

9) 若 V=V@Vi,; 则 V = oC(Vi) @ol(V;). 
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例 3.4.1 设 Vi,V; 是 V,(F) 的 两 个 子 空间 , 且 dimVw 十 dimV: 二 dimV 二 nn. 斌 证: 
必 存 在 一 个 线性 变换 ,使 In(o) = Vs ,Ker(o) = Vi. 

证 明 令 dimVi ==7; 则 dimVs==n 一 ry 设 VV 二 Las ar) Vs 一 工 (8 …， 
B,) ,其 中 Qi ，…, a, 线性 无 关 ,B4i ，…，B, 也 线性 无 关 . 由 i，,…,a; 扩充 为 V 的 一 个 基 
{aa aryar 和 oa) 对 Y 中 对 个 向 量 0,…,0,8 8, 必 有 一 个 线性 变换 c, 使 
olai) 一 0 一 1，…，7 ou) 一 8 一 7 十 1，…)7， 

下 证 V; = Im(c),V = Ker(o) ,事实 上 

Im(o) = ol(L(a1y ,Qaryaris “**, Gn)) 


SS L(o(a1)s A) ol(a,),， G(@sri )s i GCa ) ) 


a L(Bia | 2 = Ws 


又 VaEViI=La, ,Qa,),a 一 nes 于 是 o(a) = 0( Dkia;) 一 Dkio (a;) 一 0， 
i=1 i=1 i=1 

即 得 ao € Ker(o), 即 Vi 安 Ker(o).0 叉 dimKer(o) 二 nn 一 dimIm(o) 三 2 一 (2 一 r) 一 和 一 
dimVi ,因此 Ker(o) = Vi. 

定理 3.4.7 邻 rE€E A(V,W). 我 们 有 以 下 定理 : 

1)( 秩 加 零度 定理 ) dim(CKer(r)) 十 dim(Im(r)) 二 dim(CV) 或 rk(r) 十 null(Cr) = 
dim(V). | 

2) 车 S 是 V 的 一 个 子 空间 ,那么 S 的 全 体 补 子 空间 都 是 同 构 的 . 

3) 车 S 是 V 的 一 个 子 空间 ,那么 dim(S) 十 dim(S’) = dim(V). 

推论 3.4.8 令 r€EA(V,W), 且 dim(V) 二 dim(W) 二 %, 则 rt 是 单 射 全 是 满 射 . 


3.4.3 线性 变换 的 矩阵 


定义 3.4.4 设 {tw，…，w} 为 V,(CF) 的 一 个 基 ,c ELCV) ,和 在 o(w) 二 auail 十 
Q2jQ 2 1 = Ls Ds 人 全 2, 则 以 每 一 基 向 量 w 7 下 2 ty n) 在 o 之 下 的 象 
ola;) 关于 基 {ai ，…， ww)} 的 坐标 作为 列 构 成 的 一 个 n 阶 方 阵 


下 
称 为 关于 基 {w ，…，u, } 的 矩阵 .通常 有 (Co )，…，c(Ca)) 一 (al，…， ay)A. 
定理 3.4.9 设 cELV),(a，…oa} 为 V 的 一 个 基 ,A 为 c 关 于 基 {a，…'ov)} 的 
矩阵 . 若 向 量 & 关 于 基 {@ ,…，,a } 的 坐标 是 (zi ，…，z), 则 cz(6) 关于 基 (Col ，……av) 的 坐 
Vi Xl 
标 是 (yi1,…,y,) 可 按 公 式 | : |=A4A| : | 计算 . 
Yn Tn 
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例 3.4.2 在 Vs 中 取 从 原点 出 发 的 两 个 彼此 正 交 的 单位 向 量 @ ,ez 作为 V; 的 基 ， 
ccE L(V,), 使 V; 的 每 一 个 向 量 旋转 9 角 的 变换 , 求 o 关 于 基 {e1,， ez) 的 和 矩阵. 
解 ” 因 为 ol(e1) 二 cos0ei 十 sin0es;o(es) 一 一 Sinbel 十 cos0es， 


所 以 o 关 于 基 {e1 ，ez } FR ono i 
in0 cos0 
设 & 关 于 基 {e1，, es) 的 坐标 是 {zi ，zs* }) ,而 ol&) 关于 基 ({e1，, ez) 的 坐标 是 {yl，y:)， 
则 
2 I | 萎 
ya sin0 COSO 


定理 3.4.10 设 V 是 数 域 玉 上 一 个 n 维 向 量 空间 , {om ,…,a,) 为 V 的 一 个 基 , 那 么 
对 于 V 中 任意 向 量 B1,…,B,, 恰 有 oa EL(V), 设 ola) 二 Bs i 二 1,2, ,nn. 

定理 3.4.11 设 V 是 数 域 矿 上 一 个 nn 维 向 量 空间 ,{Qi,…,a,) 为 V 的 一 个 基 , 对 于 
V 的 每 一 个 so € L(V), 令 o 关 于 基 {al，… ,a,} 的 矩阵 A a 这 样 就 得 到 工 (V;) 到 
M, (F) 的 一 个 双 射 ,并 且 c, rE L(V), 而 oc 一 A, rt 一 B, 那么 c 十 rz 一 A 十 B, au 一 4A， 
or —> AB. 

如 果 o 可 道 , 那么 A 可 道 , 并 且 o 1 一 A . 

定义 3.4.5 设 A, BE M(F), 如 果 存 在 TE M， (F), 使 B= TAT, 称 B 与 A 
相似 . 

矩阵 相似 是 一 个 等 价 关 系 . 

定理 3.4.12 设 s€ L(V),o 关 于 V 的 两 个 基 {wy，… ,a,) 与 {B.，…,B,) 的 矩阵 分 别 
为 A 与 B, 并 且 (B,…,B,) 二 (m，… saw)T, 其 中 了 为 由 基 {o ，… aw) 到 基 {PB,…, 忆 } 的 
过 渡 阵 , 则 B= 二 T "AT, 即 A 与 B 相似 . 


3.5 线性 变换 的 对 角 化 


3.5.1 不 变 子 空间 与 约 化 对 


仿 t 是 V 上 一 线性 算 子 ,如 果 S 是 V 的 一 个 子 空间 ,那么 对 于 一 取 定 的 s€ S, 向 量 
t(s) 也 在 S 内 这 一 条 件 并 不 一 定 要 满足 ,这 就 有 

定义 3.5.1 设 o€ L(V),W 为 V 的 子 空 间 , 若 Ya EW, 都 有 ola) € W, 则 称 WW 
era 称 W 为 o-- 子 空间 . 

易 知 {0),V ,Im(o) ,Ker(o) 都 是 每 一 线性 变换 o 的 不 变 子 空 s 间 ,o 的 属于 任 一 特征 
值 和 ， s 间 w 也 是 o - 子 空间 . 

定义 3.5.2 令 * 是 了 上 一 线性 算 子 ,如 果 立 = S@T, 且 车 S 和 全 在 rt 之 下 都 是 
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不 变 的 ,我 们 就 说 (S,T) 约 化 r, 即 (S,T) 约 化 t, 如 果 限 制 r1s 和 z lz 分别 是 S 和 了 工 上 
的 线性 算 子 . 

定义 3.5.3 令 po 是 了 上 一 线性 算 子 , 记 作 o = 四 r, 且 称 o 是 c 和 rz 的 直 和 ,如 果 
存在 V 的 子 空间 S 和 了 ,使 得 (S,T) 约 化 o, 且 卫 王 ols,rz 王 ol7. 

线性 算 子 的 直 和 这 一 概念 对 线性 算 子 结构 的 研究 起 着 重要 作用 . 本 书后 面 会 详细 
讨论 到 : 如 果 o 二 o 名 zt, 那 么 我 们 可 以 把 pop 分解 成 更 为 简单 的 线性 算 子 oc 和 上， 

例 3.5.1 设 V=Vi@V,,o,r E L(V), Va=aTa: EV(a € Vi,i= 1,2) 都 
有 ola) = o1 ,求证 Vi 与 V; 都 是 r 的 不 变 子 空间 的 充 要 条 件 是 or = rc. 

证 明 必要 性 Va 二 a 二 Ta; EV(a; EVi,i=1,2), 则 zt(a) 一 rCa) 十 rCo ) EV= 
Vi 田 V ,进而 colt(a)) = 二 Tla1) ,rlo(a)) 二 tl@1), 故 olt(a)) = tlo(a)), 即 or 二 or. 

充分 性 Va€EVi, 则 ol(a) = 二 ayo(rt(a)) 二 tlo(a)) 二 tr(a), 邻 Tt(a) 三 有 十 € 
VB EVivi 二 1; 2, 于 是 有 (a) 一 olr(@)) 二 olBi 十 庐 ) 一 及 , 即 zVi) 己 Vis 获 Vi 是 
z 的 不 变 子 空间 . 

同 理 VaE Vola) =0; 则 g(r(0)) = Tlo(0)) = 7(0) =0, 令 z(a) = Bi+pB €E 
V ,BEVi,i 二 1,2, 于 是 有 olr(a)) = olBi 十 Bi) = Bi, 由 此 得 B = 二 0; 因此 (a) = 
Be EWVi, 即 tCVs) 导 Vi, 故 Vi 也 是 zc 的 不 变 子 空间 . 

定理 3.5.1(Fitting 定理 ) 设 o 为 数 域 站 上 的 n 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 , 令 Vi = 
{a | a EV, 有 某 一 自然 数 w, 使 "(a) 一 0}, Vs 一 站 w(V). 求 证 ， 

1) Vi ,V: 都 是 c - 子 空间 ;2) o |v 是 震 零 变换 ,c |w 是 可 逆 的 ;3) Y = 二 Vi 由 V:. 

证 明 1) 由 V 二 olV), 有 ol(V) 宝 ), 因 此 VolV) 刁 gOV) 二 …, 故 必 有 某 
一 自然 数 ; 使 (= 二 on 二; 则 Vi 二 c= 二 on OV) 二 …, 故 有 自然 数 i, 使 


Ker(g) GE Ker(ot CC ye.5 


所 以 Vi = Ker(a ) 一 Ker(o) 一 … 因此 VV 篆 为 :rz + 子 空间 . 

2) 由 clv(w) 二 olVi) 一 V ,显然 ,olw 为 可 道 的 线性 变换 .又 对 于 VaE Vi, 有 
(Ca |v Ja 三 二 | 为 过 等 变换 . 

3) YE&EWVINV, 由 EE€EVI 且 &€Vi; 有 o”(&) 二 0, 又 ol|v, 为 可 逆 的 , 故 一 0， 
即 训 站 Vi 二 {0}. 又 olV) = o*(V), 因 此 对 于 Ya EV, 必 有 BEV, 使 得 ol(a) = 
0 (PB) ,所 以 oCa 一 0(B8)) 二 0, 于 是 a 一 (8) € 总 ,而 0 (B) € Vi, 故 a 二 (a 一 0*(B)) 十 
cp) EVi+tV: ,RVEV+V;. 

反之 ;显然 有 VV 二 总 十 Vs, 进而 V 二 Vi 十 Vi. 

例 3.5.2 设 o 为 数 域 六 上 nn 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 ,Im(o) 二 Ker(o), 试 证 : 选 
择 V 的 一 个 基 , 使 = 关于 这 基 的 矩阵 为 Jordan 标准 形 , 并 把 标准 形 写 出 来 . 

证 明 由 题 设 Im(o) = 二 Ker(o) 及 维 数 公式 dimIm(o) 十 dimKer(o) 二 dimV 一 7， 
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知 V 的 维 数 n 为 偶数 , 令 n = 2r, 有 dimIm(c) = ,于 是 设 Imn(c) 王 工 (8 ,8B) ,其 中 
有 ，…,8 线性 无 关 , 则 存在 wm,…,a, EV ,使 得 olai) = Biyi 二 1,…,n. 因 为 Im(o) = 
Ker(o); 故 有 o(4B) = 0,i = 二 1 设 aial 十 … 十 aa 十 页 忆 十 … 十 0. 一 0; 对 此 式 
两 边 均 用 作用 得 aic(w ) 十 … 十 ac(Cou) = 二 0; 即 Bi 十 … 十 ajB; 二 0, 因 B，,…,pB, 线性 
无 关 , 有 ai 二 … = 二 a, = 0;, 将 此 代 人 (1) 式 又 得 再 Bi 十 … 十 5,B; 二 0, 进 而 嫉 = 二 … = 二 
b, 一 0, 故 2r 个 向 量 a1… ,a; ,Bl，… ,BB, 线性 无 关 , 因 此 构成 V 的 一 个 基 . 但 是 oc 关 于 基 


Os 
{oa ar Bis BY 的 抵 阵 是 | ， 0 |: 


万 
再 选择 立 的 一 个 基 {w ,8 ,…，,o 8.) ,使 "关于 该 基 的 矩阵 是 /j 三 


0 
中 太一 让 Pe 


3.5.2 ”特征 根 、 特 征 向 量 、 特 征 多 项 式 


定义 3.5.4 线性 变换 o 的 特征 多 项 式 f,(4) 指 的 是 oc 关于 某 一 基 的 矩阵 A 的 特征 
多 项 式 fa(2) =| MT 一 4 |. 
定理 3. 5.2 ”相似 矩阵 具有 相同 的 特征 多 项 式 . 
定理 3.5.3 设 cELIV),FQ) 是 6 的 特征 多 项 式 , 则 f(o) = 0. 
相 平 行 地 ,关于 A € M,(F), 若 f(4) = 二 | 一 A | 是 A 的 特征 多 项 式 , 则 
f(A)=A'—Tr(A)AT+…… 二 (1)*|1AII=0 


此 结论 称 为 著名 的 Hamilton-Cayley 定理 . 

定理 3.5.4 线性 变换 的 属于 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 . 因此 , 设 入 … 
入 为 线性 变换 a 的 不 同 的 特征 值 ,而 ai ， a ,…， a 是 属于 特征 值 4; 的 线性 无 关 的 特征 
向 量 ,i == 1,2,，…,k, 则 向 量 组 gn ，… ,ar，…，aa，…au 也 线性 无 关 . 

定理 3.5.5 设 线性 变换 o 的 特征 多 项 式 f(4) 可 分 解 成 一 次 因 式 方 寡 的 乘积 

i De ND em a 
则 VV 可 分 解 成 不 变 子 空 间 的 直 和 V = Vi 名 V; 甸 … 名 Vi, 其 中 
Vi= {| (cc 一 Me)n6 = 0 EV},i=1,2,.,k. 

称 V; 为 o 的 属于 特征 值 * 的 根子 空间 . 

定理 3.5.6 设 o 是 复数 域 C 上 nn 维 向 量 空间 V 的 线性 变换 , 则 V 中 必 有 一 个 基 ， 
使 “关于 这 个 基 的 矩阵 是 Jordan 形 阵 ,并 且 这 个 Jordan 形 阵 除去 其 中 Jordan 块 的 排列 
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次 序 外 是 被 c 唯一 决定 的 . 
定义 3.5.5 设 oE€ L(V),XE€ 下 , 若 存 在 一 非 零 向 量 & EV, 使 得 ol&) 一 难 , 则 称 
4 为 o 的 一 个 特征 根 ,而 & 称 为 o 的 属于 特征 值 的 特征 向 量 . 
定义 3. 5.6 的 属于 特征 值 4 的 全 部 特征 向 量 再 添上 零 向 量 所 成 的 集合 ,是 V 的 
一 个 子 空间 , 称 为 o 的 属于 特征 值 的 特征 子 空间 , 记 为 
Vi= {al|ola) = ha EV). 


定义 3.5.7 线性 变换 o 可 对 角 化 : 如 果 o 关 于 VV 的 一 个 基 {ai，,… ,a,) 的 矩阵 是 对 
角形 diag {X41 ，…， 4,). 

n 阶 和 矩 阵 A 可 对 角 化 指 的 是 存在 n 阶 可 逆 阵 ,使 T'AT 为 对 角形 阵 . 

定理 3.5.7 设 c 为数 域 上 ?7 维 向 量 空 间 V 的 线性 变换 ,c 可 对 角 化 与 下 列 四 个 
命题 彼此 等 价 : 

DV= 六 Vi 名 … 甸 V,, 其 中 V;(i 二 1,…,n) 是 V 的 一 维 o - 子 空间 ; 

2) V 中 有 一 个 由 ce 的 特征 向 量 构 成 的 基 ; 

3) o 的 所 有 特征 子 空间 的 维 数 之 和 等 于 nn; 

4) c 的 特征 多 项 式 的 根 都 在 内 ,并 且 对 的 特征 多 项 式 的 每 一 根 人 ,特征 子 空间 
V， 的 维 数 等 于 4; 的 重 数 . 

定理 3.5.8 设 Vi,V; 为 V,(F) 的 两 个 子 空间 , 且 V 二 Vi 全 V;, 令 o: E31, 其 中 
V8 二 十 色 EV,&, 色 EV, 称 ao 为 V 的 关于 直 和 分 解 V 二 Vi 名 Vi; 在 Vi 上 的 射影 ， 
简称 oc 是 V 在 Vi 上 的 射影 . 证明 

1) o 是 V 的 一 个 线性 变换 , 即 co € L(Vi); 

2) Im(o) 二 Vi,Kerlo) 二 Vi, 且 o 在 Vi 上 的 限制 o lv, 是 Vi 的 单位 变换 , 即 o |v, 二 e; 

3) o 一 c, 即 vc 为 寡 等 变换 ; 

4) (e 一 go) 是 V 的 关于 直 和 分 解 V = Im(o) 四 Ker(o) 到 Ker(o) 的 射影 ; 

5) V = Ker(o) 四 Ker(e 一 四 = ImGe 一 cc) © Im(o); 

6) Im(e 一 c) ,Ker(e 一 a) 缘 为 c- 子 空间 ; 

7) se 十 c 为 可 逆 线 性 变换 ; 

8) o 可 对 角 化 . 

证 明 1) VYé,yEV,a,bEF, 则 有 $= 二 包 十 包 ,y 二 加 十 加 ,其 中 EVi,H; € Vi， 
i 二 1,2. 于 是 olag 十 bm) 二 olaki 十 aéz 十 bni 十 6m2) 二 0: bp = aa(6) 十 如 (77)， 故 5 

2) Va E Im(o), 则 有 BEV, 使 so(B) 二 a, 然而 B= 二 Bi 十 Bs EV,B: EYE 一 1)2， 
因此 w =c(8) = B; € Vi, 即 得 Im(o) EV; 反 之 ,Va EVi,a 二 a 十 0, 因 而 ola) 一 
a E Im(o), 有 Vi 和 Im(o), 故 Im(o) 一 Vi. 
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Va € Ker(o), 则 ola) 一 0, 而 ww 一 ao 十 ao EVi,i 二 1,2,0(a) 一 oa, 得 一 0， 
即 有 a 二 as € V ,得 Ker(c) 己 Vs; 反 之 Vas €E Vsyas 二 0 十 Qz ,得 ol(as) 二 0; 即 as; € 
Ker(o) ,得 ww 己 Ker(o),- 故 Ker(o) 二 VV. 

由 的 定义 ,VEE WEVS 二 外 十 0;, 有 o(&) 二; 即 o|v (461) 二 外 二 61, 故 
olv =&. 

3) Va EV,ola) € Im(o) = 总, 因此 olo(a)) = 二 olQ), 即 0 (4) 二 ola), 故 0 二 56. 

4) VEE VE 二 = 二 高 7 € Im(o)s.S 玫 erka)y 于 是 


(GS 0)(E) 二 o(é) = | & 0C6I | &) = | & 与 一 所 ， 


因此 ss 一 c 是 V 的 关于 直 和 分 解 V = Im(o) 加 Ker(o) 到 Ker(o) 的 射影 . 
5) 因为 


Ker(c) = {a—o(a) | a € V} = Im(e—o0), 
Ker(e 一 o) 一 (ec | (e—o)a= 0,a € V} = Im(o), 
所 以 由 V = 二 Im(o) 加 Ker(o) 得 
V= Ker(e—o) ©@ Ker(o) = Im(o) @ Im(e—0) = Ker(e—o) ® Im(e—o). 
6) 由 5) 知 Im(e 一 o) 二 Ker(o),Ker(e 一 0) 二 Im(o), 故 Im(e 一 o),Ker(e 一 0) 为 


6= 子 空间 . 
7) 因为 有 (e 一 1/2o) € L(V,), 使 (e 十 o)(e 一 1/20) = (e 一 1/20)r(e 十 o) 一 es, 故 
es 十 ac 为 可 逆 的 线性 变换 . 


8) 由 o 的 定义 及 V = 二 Im(o) 名 Ker(o) 知 Im(o) 是 c 的 属于 特征 值 1 的 特征 子 空间 ， 
Ker(o) 是 ec 的 属于 特征 值 0 的 特征 子 空间 ,并且 有 dimV = dimIm(o) 十 dimKer(o), 故 
o 可 对 角 化 . 


3.6 向 量 空间 的 准 素 分 解 
前 面 我 们 已 经 看 到 , 求 相 似 和 矩阵 的 标准 形式 问题 与 向 量 空间 关于 一 个 线性 变换 的 
不 变 子 空间 分 解 有 着 密切 的 关系 ,因此 ,我 们 先 从 向 量 空间 的 分 解 开 始 . 
3.6.1 最 小 多 项 式 


设 V 是 一 个 nn 维 向 量 空间 ,V 的 一 切线 性 变换 作成 一 个 n” 维 向量 空 间 L(V). 因 此， 
对 于 V 的 每 一 线性 变换 o,n? 十 1 个 线性 变换 0 ,k 二 0,1,… ,ww ,一 定 线 性 相关 ,于 是 存 
在 一 个 非 零 多 项 式 f(x) ,使 得 f(o) = 0, 这 里 9 表示 V 的 零 变换 , 即 o 满 足 多 项 式 f(x). 
在 c 所 满足 的 一 切 非 零 多 项 式 中 ,有 一 个 次 数 最 低 的 . 设 p(x) 和 q(x) 都 是 c 所 满足 的 


第 3 章 向 量 空间 与 线性 变换 。69 。 


次 数 最 低 的 多 项 式 , 以 p(x) 除 gCz) 得 g(Cz) = p(x)h(z) 十 r(x). 如 果 r(x) 关 0, 那 么 
r(x) 就 是 一 个 次 数 低 于 p(x) 的 多 项 式 , 于 是 有 (co) = 二 glo) 一 plo)h(lo) 二 0, 这 与 p(x) 
是 ec 所 满足 的 次 数 最 低 的 多 项 式 这 一 事实 矛盾 .因此 r(x) 二 0, 从 而 p(x) | q(xz). 

同 理 ,q(x) | p(x). 这样 ,p(x) 与 q(x) 只 能 相差 一 个 常数 因子 . 

定义 3.6.1 我 们 把 线性 变换 o 所 满足 的 次 数 最 低 、 首 项 系数 是 1 的 非 零 多 项 式 叫 
做 ce 的 最 小 多 项 式 . 

由 以 上 的 说 明 可 知 ,n 维 向 量 空间 的 每 一 线性 变换 都 恰 有 一 个 最 小 多 项 式 . 

类 似 地 可 以 定义 一 个 n 阶 和 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 . 一 个 最 高 次 项 系数 是 1 的 非 零 多 项 
式 p(x) 叫做 矩阵 A 的 最 小 多 项 式 , 如 果 p(A) = 0, 而 对 于 任意 一 个 次 数 低 于 p(x) 的 
非 零 多 项 式 g(x) 来 说 ,gq(A) 关 0. 

容易 看 出 ,相似 矩阵 有 相同 的 最 小 多 项 式 , 并 且 向 量 空间 V 的 一 个 线性 变换 ve 的 最 
小 多 项 式 就 是 so 关于 V 的 任意 基 的 矩阵 的 最 小 多 项 式 . 


人 0 oli 
例 3.6.1 矩阵 A== |1 2 0| 的 最 小 多 项 式 是 (x 一 2)*. 因 为 A 一 2I = 二 |1 0 0|， 
0 胸 0 006 
所 以 (A 一 2D? = 王 0, 并 且 A 不 满足 任何 一 次 多 项 式 . 
例 3.6.2 设 
A， O 
A 9 
Po 


是 一 个 对 角 线 分 块 矩阵 ,加 (z) 和 ps(x) 分 别 是 矩阵 的 最 小 多 项 式 . 如 果 pi(x) 和 
pa(x) 互 素 ,那么 pi (zx)ps(x) 就 是 A 的 最 小 多 项 式 . 

事实 上 , 设 p(x) 是 A 的 最 小 多 项 式 . 由 p(A) = 0 得 出 p(Ai) = 二 0,p(A:) 二 0, 因 
此 p(x) 可 以 同时 被 A, 的 最 小 多 项 式 pi (x) 和 As 的 最 小 多 项 式 p;(x) 整除 ,然而 
pi(x) 与 ps(x) 互 素 ,所 以 有 pi(zx)ps(zx) 整除 p(x); 另 一 方面 ,我 们 有 
p1(A1) O | WE O 


A DOA 
OA ek 


» 


所 以 pi(x)ps(z) 可 以 被 A 的 最 小 多 项 式 p(x) 整除 .因此 p(x) 二 pi(x)pz (x)., 一 般 
地 , 设 
Ai 0 
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是 一 个 对 角 线 分 块 矩 阵 ， 而 bi) plz) 是 A; 的 最 小 多 项 式 ,i 一 六 人 k，, 如 果 
pi1(X),，…，pr(Zx) 两 两 互 素 ,那么 最 小 多 项 式 是 pi (x)*… pi (zx). 


3.6.2 线性 变换 的 准 素 分 解 


定理 3.6.1 设 oc 是 n 维 向 量 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,p(x) 是 c 的 最 小 多 项 式 . 令 
p(x) 二 (zx 一 A)m…(zx 一 A)*%* 是 p(z) 在 复数 域 上 的 不 可 约 因 式 分 解 ,这 里 A1，…， 
是 互 不 相同 的 复数 ,ri ，…, rs 是 正 整数 ,又 设 

V; = Ker(e—A)* = (EE VI (emaiE =0), i= 1;52, ,hi 
那么 : 1) 每 一 子 空间 V 都 在 之 下 不 变 ; 
DV=V OV 
3) 令 6 = 二 ol|v 是 oc 在 V; 上 的 限制 ,那么 6; 的 最 小 多 项 式 是 (x 一 hi)" ,i 二 1,2,…, 上 k. 


| 次 Cn NT es 
证 明 令 f(x) CE lI Aj;) »1 | 5 ks 


因为 丸 ，…， 如 是 互 素 的 多 项 式 , 于 是 存在 多 项 式 uw (x), …， wus(x) 使 得 
fzu(z) 二 二 fi(z) wz) =1, 令 gi(z) = fi(x) ui(z), i= 1,2,…, 上 ,那么 
(ZX) 十 … 十 gi(x) = 二 1. 将 线形 变换 o 代 入 这 个 等 式 得 g1(o) 十 … 十 gi(lo) 一 :这 里 : 
是 V 的 单位 变换 ,于 是 V 的 每 一 向 量 & 可 以 写成 & 二 g1(0)& 十 … 十 gi(0)&. 

令 Wi 二 gi(O)V 二 Im(gi;(0)), i 一 1,2,…, 上 ,那么 每 一 gi(o) 作为 o 的 多 项 式 ， 
都 与 o 可 交换 ,因而 每 一 Wi 在 o 之 下 不 变 . 

等 式 & 二 gi1(o) &E 十 … 十 gi(o) & 表 明 V 二 Wi 十 … 十 Wi. 

我 们 证 明 W; = V; = Ker(o 一 A)% ,i 二 1,2,…, ,并 且 上 面 的 和 是 直 和 .首先 

(T—A)igi(z) = (rz—A) f(r)u(r) = pr)ul(z), 


所 以 对 于 V 中 任意 &,(z 一 XA)"gi(x) € Wi. 因此 Wi Vi. 

反 过 来 , 设 和 EV, 如 果 j 关 i 那么 gj(z) 二 fj;(z)w(z) 可 以 被 (x 一 A)"“ 整除 ,从 
而 gj (0)& = 二 0, 于 是 由 = g1(0)& 十 … 十 gi(0)& 得 6&1 一 gi(0O)& € Wi,i 二 1,2,…, 上 ， 
这 样 V; = Wiyi = 二 1,2,…, 上 有 ,而且 V 二 Vi 十 … 十 Vi, 现 在 设 & 是 V 中 任意 向 量 ,那么 
二 gi1(0)& 十 … 十 gi(o)&. 如 果 上 还 可 以 表 成 上 一 担 十 … 十 名 ,一 1,2，…，&, 那 么 由 
上 面 的 证 明 ,我 们 有 gj(o8 王后 ,而 gi(c) & 二 0. 若 j 关 i; 则 gi(0)& 二 gi(0)&; 一 各 一 
1,2,，…, ,所 以 V 中 每 一 向 量 被 表 成 == & 十 … 十 & 的 表示 法 是 唯一 的 ,从 而 是 直 和 . 

最 后 令 oi = o |v .因为 (一 25V 一 {0), 所 以 (x 一 A.)" 能 被 oi 的 最 小 多 项 式 整 
除 ,从 而 oi 的 最 小 多 项 式 一 定 有 (x 一 4;)* 的 形式 ,这 里 0 之 5 声 7i)i 二 1,，2,，…,. 而 
(一 Na (Cr 一 jx 两 两 互 素 ,所 以 o 的 最 小 多 项 式 是 (x 一 和 14)%…(Xx 一 A4)*%*. 由 多 
项 式 不 可 约 因 式 分 解 的 唯一 性 得 出 s; = x;, 即 (x 一 4;)" 是 o; 的 最 小 多 项 式 . 
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定理 3.6.1 所 给 出 的 空间 V 的 分 解 叫 做 关于 线性 变换 ve 的 准 素 分 解 . 

推论 3. 6.2 nn 维 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 变换 可 以 对 角 化 的 充分 且 必 要 条 件 是 它 
的 最 小 多 项 式 没有 重 根 . 

证 明 设 sc 是 V 的 一 个 线性 变换 ,p(x) 是 so 的 最 小 多 项 式 .在 CLxj 里 ,p(x) 可 以 分 解 
成 一 次 因 式 的 宕 的 乘积 : p(x) 二 (x 一 和 4)%(z 一 A)%*, 式 中 入 ,Xi 是 互 不 相同 的 复 
数 . 由 定理 3.6.1 知 ,V 二 Vi 人 甸 … 人 田 Vi, 这 里 Vi 二 Ker(e 一 1" ,i 二 1,2,…, 

如 果 p(x) 没有 重 根 ,那么 = … 二 7 二 1, 从 而 Vi 二 Ker(o 一 A) 是 c 的 属于 本 
征 值 4; 的 本 征 子 空间 ,因而 V 是 oa 的 本 征 子 空间 的 直 和 ,所 以 o 可 以 对 角 化 . 

反 过 来 ,如 果 可 以 对 角 化 ,那么 V 可 以 分 解 成 为 o 的 本 征 子 空间 的 直 和 |: 

V=V®@." BVi,i= 1,2,.%,k, 


其 中 V = Ker(o 一 ) ,i 二 1,2,…,k,N,… sh 是 o 的 一 切 互 不 相同 的 本 征 值 . 因此 对 于 任 
意 & CE Vi, 我 人 有 oC&) = 8;, 即 (6 一 1)& = 二 0, 所 以 o 在 V; 上 的 限制 o |v 满足 一 次 多 项 
式 x 一 , 它 显然 就 是 o |v 的 最 小 多 项 式 . 再 由 例 3. 6.2,o 的 最 小 多 项 式 是 p(x) 二 (x 一 
A1)…(z 一 入 ), 它 没有 重 根 . 

推论 3.6.3 设 o 是 nn 维 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 变换 ,而 了 = 太田 … 外 Vi, 是 V 
关于 6 的 准 素 分 解 ,这 里 V; = Ker(o 一 14), 而 dimV; 二 ni, 1 二 1,2,…, 上 ,那么 o 的 特 
征 多 项 式 是 


fw (EN | 
由 这 个 推论 立即 看 出 ,线性 变换 6 的 最 小 多 项 式 的 一 切 互 不 相同 的 根 恰 是 o 的 一 切 
互 不 相同 的 本 征 值 . 


3.6.3 ” Cayley - Hamilton 定理 


我 们 进一步 证 明 ,o 的 最 小 多 项 式 整 除 o 的 特征 多 项 式 , 从 而 o 满足 它 的 特征 多 项 
式 , 这 就 是 所 谓 的 凯 莱 一 哈密 顿 (Cayley-Hamilton) 定 理 . 为 了 证 明 这 个 定理 , 先 证 明 一 
个 简单 的 事实 ,这 个 事实 在 以 后 的 讨论 中 还 要 用 到 . 

引 理 3.6.4 设 t 是 向 量 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,& EV. 如 果 存 在 一 个 正 整数 ;使 
得 re = 0, 而 rz:(9 = 0, 那 么 向 量 s， r(5，…，r (6 线性 无 关 . 

证 明 ” 设 存在 不 全 为 零 的 数 ww, wm，…， ai ,使 me 十 ar( 旨 十 十 arr (9 一 0 

令 a 是 第 一 个 不 等 于 零 的 系数 ,0 过 i 过 :一 1, 那 么 上 面 的 等 式 就 是 air' ( 十 … 十 
a_it 1(&) 二 0, 对 等 式 两 端 施 行 线性 变换 cr 得 ar (9 二 0, 因此 必须 (6) 一 0， 
这 与 题 设 矛盾 . 

定理 3.6.5( 凯 莱 一 哈密 顿 ) 设 o 是 nn 维 向 量 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,f(x) 是 c 的 
特征 多 项 式 , 那 么 f(o) = 0. 


“ 72 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


证 明 只 需 证 明 ve 的 最 小 多 项 式 整除 ce 的 特征 多 项 式 . 设 o 的 最 小 多 项 式 是 
p(x) = (TN (rT Ms 
A1 ; Xt 是 互 不 相同 的 复数 , 则 V 可 以 分 解 为 在 o 之 下 不 变 的 子 空间 的 直 和 ， 
V=V B®V, 

并 且 o 在 V 上 的 限制 o; 的 最 小 多 项 式 是 (x 一 4;)*. 而 o; 的 特征 多 项 式 是 (x 一 4%;)" ,这 里 
nn; 一 dimnVw ,而 o 的 特征 多 项 式 是 f(x) = 二 (x 一 本 (x 一)%*. 因 为 (zx 一 A;)* 是 6o; 的 
最 小 多 项 式 , 所 以 总 存在 V; 的 一 个 向 量 &; 使 得 (oi 一 4;)"& 一 0 而 (一 0) 6 天 0. 于 
是 由 引 理 3. 6.4 知 ,向 量 &,(o; 一 XA),… (oi 一 A) 中 & 线性 无 关 , 从 而 7; 过 ni; 这 就 是 
说 ,(z 一 4)* 整除 (z 一 XA)" ,i 二 1,2,…, 上 ,因而 o 的 最 小 多 项 式 p(x) 整除 ec 的 特征 
多 项 式 f (zx). 

与 定理 3. 6. 5 平行 ,我 们 有 

定理 3.6.6 设 A 是 一 个 ” 阶 和 矩阵 ,而 f(x) 是 A 的 特征 多 项 式 ,那么 f(A) = 0. 


3.6.4 线性 变换 的 若 当 分 解 


让 我 们 进一步 观察 定理 3. 6. 1 的 那个 准 素 分 解 , 令 V 是 复数 域 C 上 一 个 n 维 向 量 空 
间 ,o 是 V 的 一 个 线性 变换 ,又 设 p(x) = (zx 一 4)%…(zx 一 A4)* 是 6o ey 则 
和 1，…，, A4 就 是 o 的 一 切 互 不 相同 的 本 征 值 . 而 空间 V 可 以 分 解 成 为 子 空间 的 直 和 : 
V = 二 Vi 甸 … 人 外 Vi, 这 里 Vi = Ker(o 一 和 A)7,i 二 1,2,，…, 上 ,它们 都 在 o 之 下 不 变 . 
二 gi(o). 因为 zj; 是 o 的 多 项 式 ,所 以 每 一 个 子 空间 V; 在 每 一 线性 变换 x; 之 下 
不 变 ,1 过 i,j 过 , 则 这 个 线性 变换 x; 具有 以 下 性 质 
Dw 十 … 十 zi 二 4 这 里 4, 表示 空 间 六 的 单位 变换 ， 
2) x 在 V; 上 的 限制 是 V; 的 单位 变换 ; 
3) 如 果 i 关 j, 那 么 x 在 V; 上 的 限制 是 V; 的 零 变换 . 
这 样 ,x; 把 空间 V 的 每 一 个 向 量 & 映 成 它 在 V; 中 的 分 量 &;, 我们 把 六 叫做 V 在 子 
空间 V; 上 的 射影 . 现在 令 6 = ma 十 … 十 jms 那么 由 2) 和 3), 每 一 子 空间 V; 在 6 之 
下 不 变 , 并 且 6 在 子 空间 V; 上 的 限制 是 Vi 的 一 个 位 似 , 位 似 系数 是 X;, 因此 ,6 是 一 个 可 
以 对 角 化 的 线性 变换 . 由 于 
= 二 Rw 十 十 Men 二 Aig1(0) 十 十 Mp 8g4(0)， 


所 以 $ 是 c 的 一 个 多 项 式 . 令 v 二 o 一 6, 那 么 v 也 是 o 的 一 个 多 项 式 , 所 以 每 一 子 空间 V; 
也 在 v 之 下 不 变 . 对 于 & € Vi, 我 们 有 

Vi(&) = (一 656) = (oC— Nm) = 0, 
令 7 二 max(ri,"…,7) ;那么 对 于 任意 € EV, (Ca 二 0. 因此 ,y" 二 0. 
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定义 3.6.2 设 v 是 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 变换 . 如 果 存 在 一 个 正 整数 ~, 使 得 
yw 二 0, 那么 就 称 v 是 一 个 究 零 线性 变换 ,简称 窜 零 变换 . 

这 样 ,V 的 每 一 线性 变换 ve 都 可 以 写成 c = 6 十 v, 其 中 6 是 一 个 可 对 角 化 的 线性 变 
换 ,v 是 一 个 备 零 线性 变换 . 由 于 6 和 v 都 是 o 的 多 项 式 , 所 以 6y 二 v6. 

我 们 将 要 进一步 证 明 , 满 足 上 述 条 件 的 6 和 vw 是 由 o 唯一 确定 的 .为 此 , 先 证 明 下 面 的 

引 理 3.6.7 邻 6 和 66, 是 C 上 nn 维 向 量 空间 V 的 可 对 角 化 的 线性 变换 , 且 0616, 二 
661 ,那么 存在 V 的 一 个 基 , 使 得 6 和 8 关于 这 同一 个 基 的 和 矩阵 是 对 角形 式 . 

证 明 因为 2 可 以 对 角 化 ,所 以 V 可 以 分 解 为 6; 的 本 征 子 空间 的 直 和 : 

V=V, @"@V,, 
这 里 人 ，…, ,EC 是 8% 的 互 不 相同 的 本 征 值 . 
Vi={vEVId(Y) =Nhv,1Si<s. 


每 一 V; 自然 在 6; 之 下 不 变 . 又 因为 6.6; 一 90 ,所 以 W, 也 在 61 之 下 不 变 . 这样 ， 
6 在 V; 上 的 限制 01 | 是 V;, 的 一 个 线性 变换 . 因为 8 可 以 对 角 化 ,所 以 由 推论 3. 6. 2， 
01 的 最 小 多 项 式 没有 重 根 . 由 例 3. 6. 2 可 得 ,2 |v， 在 V;, 上 的 最 小 多 项 式 整除 9, 的 最 
小 多 项 式 ,所 以 前 者 也 没有 重 根 . 再 由 推论 3. 6.2 知 ,9 |w 是 VW 的 一 个 可 以 对 角 化 的 
线性 变换 ,因此 可 以 选取 Vi; 的 一 个 基 , 使 得 9 jw 关于 这 个 基 的 和 矩阵 是 对 角形 式 , 而 
| 的 任意 基 的 和 矩阵 都 是 单位 矩阵 的 一 个 标量 倍 . 从 每 一 个 V (1 人 i 过 3s) 
中 这 样 地 选取 一 个 基 , 拼 起 来 成 为 V 的 基 , 那 么 9 和 8 关于 这 个 基 的 和 矩阵 都 是 对 角 

定理 3.6.8 设 o 是 复数 域 上 n 维 向 量 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,那么 存在 V 的 一 个 
可 对 角 化 的 线性 变换 6 和 一 个 窜 零 线性 变换 v ,使 得 ,1) o 二 6 十 v; 2) GY 二 v6. 

可 对 角 化 的 6 和 短 零 的 v 由 条 件 1) 和 2) 唯一 确定 ,并 且 它 们 都 是 o 的 多 项 式 . 

与 定理 平行 ,我 们 有 关于 矩阵 的 若 当 分 解 ,我 们 把 满足 条 件 N = 0( 对 某 一 正 整 数 
r) 的 矩阵 N 叫做 寡 零 矩阵 。 

定理 3.6.9 设 A 是 复数 域 上 一 个 n 阶 和 矩阵 ,那么 存在 一 个 可 对 角 化 的 矩阵 DD 和 一 
个 寡 零 矩阵 N ,使 得 

1) A= D+N; 

2) DN = ND. 

可 对 角 化 的 矩阵 D 和 寡 零 矩阵 N 由 条 件 1) 和 2) 唯一 确定 ,并 且 它 们 都 是 A 的 多 
项 式 . 
类 似 地 ,我 们 把 定理 给 出 的 关于 和 矩阵 A 的 分 解 A = DD 十 NN 叫做 A 的 若 当 分 解 . 刀 叫 
做 A 的 可 对 角 化 部 分 ,N 叫做 A 的 帘 零 部 分 . 


攀 氏 空 间 与 双 线 性 函数 


向 量 空间 的 概念 是 解析 几何 中 二 维 三 维 空间 概念 的 推广 ,然而 在 一 般 向 量 空间 里 
缺少 几何 度量 的 概念 . 在 这 一 章 里 ,我 们 将 分 别 在 R 和 C 上 向 量 空间 里 定义 “内 积 ”, 从 
而 引入 度量 的 概念 ,得 到 欧 氏 空间 和 西 空间 ,这 样 的 向 量 空间 在 数学 、 物 理学 等 许多 领 
域 都 有 重要 的 应 用 .我 们 主要 讨论 欧 氏 空间 和 酉 空间、 正 交 变换 、 对 称 变换 、 双 线性 函数 

和 二 次 型 等 内 容 。 


4.1 欧 氏 空间 


4.1.1 内 积 与 欧 氏 空间 定义 


定义 4.1.1 设 V 是 实数 域 KR 上 的 一 个 向 量 空间 ,在 V 上 定义 一 个 二 元 映射 ( 实 函 数 ) 
二 , >:VXV 一 R, 对 V67 5EVaER 满 足下 列 条 件 ， 


1) <n : (对 称 性 ) 
2) < t+y >=< ,+ n>， (可 加 性 ) 
3) <aé,y>=a<é,y>, 〈 齐 次 性 ) 
4) 当 拓 0 时 ,< 和 66>> 二 0， ( 恒 正 性 ) 


则 称 一 6,7 > 为 < 与 7 的 内 积 ,而 V 称 为 对 这 个 内 积 来 说 的 一 个 欧 几 里 德 空间 . 
定理 4.1.1 在 一 个 欧 氏 空间 V 里 ,V6,yEV, 都 有 二 61 过 二 56>> 雪 力 7>， 


当 且 仅 当 8 与 线性 相关 时 ,上 式 等 号 才 成 立 . 
特别 地 ,在 欧 氏 空间 R" 中 , Ya 二 (ai,…,4,),B 二 (01,…,b,), 有 不 等 式 


(Da8i)’ < (Ba) (a) 


成 立 . 通常 称 上 式 为 柯 西 一 施 瓦 兹 不 等 式 (简称 柯 一 施 不 等 式 ). 
例 4.1.1 设 本 (ai 有 ,4n) 8 Sn (bi 二 vO 和 R” , 则 由 柯 We 施 不 等 式 易 得 


Ea -Zal< DX 一 已) . 
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如 果 在 R* 中 具体 给 出 向 量 ,8 来 , 则 由 柯 一 施 不 等 式 可 以 建立 许多 不 等 式 . 
令 w 王 (5, A VV-… VE) ,其 中 最 后 一 项 中 含有 nn 个 根 号 ,8 一 (二 
则 二 wp 全 = 十 WZ 二 … 十 VW.…w5, 其 中 最 后 一 项 中 含有 7 个 根 号 . 


二 va 之 = 2 十 V2 十 VY3 十 … 十 VV…V2, 其 中 最 后 一 项 中 含有 n 一 1 个 根 号 . 
< 
于 是 由 柯 一 施 不 等 式 即 得 如 下 不 等 式 ， 


人 


例 4.1.2 设 a 为 欧 氏 空间 V 的 一 个 非 零 向 量 ,w ,… ,a EV 线性 无 关 , 若 满足 

1) <a;, a>> 0 = 1,%,m);2) < ui a>E0 (j= 1 ,mi KD. 

证 明 当 zzia 十 … 十 zwnam 二 0 时 ,我 们 总 可 将 这 m 个 实数 按 正 、 负 或 零 重新 排序 ， 
I eR MO LD te os I 


则 < é,£ 二 二 二 i eS 3 XjQ; > > > TiX) ~ QiyQr A 0 由 内 积 性 
i=1 


j=rtl i=1j=rtl 


质 之 6;& 汪汪 0;y 必 有 = 6 和 人 全 王 0, 即 得 & = 0. 进而 》) xia; 二 Qs De = 0, 于 是 
= 


j= 溃 1 


< 六 2 Sw < op 二 2 i 3 
这 1 和 


全 
< 2 zais = 2 < OI 0， 
j=rtl j=rtl 
得 x; 二 wa 过 一 We 过 机 各 之 一 0, 则 > = x 二 07 二 了 
因此 ,ai ，… ,a 线性 无 关 . 


4.1.2 向 量 间 的 距离 


定义 4.1.2 向 量 & 的 长 度 定义 为 | &|== VY 二 56,6 二 ,因此 有 
Iv" | 0 VEE 
2) |aé|=al|lé|l,VéEV,Va€R. 
3) 5/ 15 | 称 为 单位 向 量 , YE( 关 0) EV. 
> 


定义 4.1.3 两 个 非 零 向 量 #,7 的 夹 角 0 指 的 是 arecos 生生: 


一 般 地 ,9 € [0,xj, 特 别 当 0 二 x/2 时 ,天生 7 全 = 一 0, 称 与 7 正 交 . 
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定义 4.1.4 ”两 个 向 量 & 与 的 距离 指 的 是 | 4 一 y1 王 4d(&,). 满 足下 面 性 质 

1) 当 & 关 wy 时 ,d(&,7) 0; 

2) d(é,7) = d(n,é); 

3) de1) 过 de5 十 d7 9, 其 中 V67I 5 EY. 

定义 4.1.5 设 V(R) 是 nn 维 欧 氏 空间 ,el，…,e, 为 V 的 一 个 基 , 由 基 向 量 的 内 积 构 
成 的 n 阶 实 矩 阵 A 称 为 基 {e1 ,…,e,) 的 度量 矩阵 ,简称 度量 阵 . 


< sl，81 EE > i El 9 
区 二 es Ee Ei > 
(el SS Er Se 


定理 4.1.2 (1) 度量 阵 是 对 称 的 ;(2) 度量 阵 之 间 是 合同 的 . 
定理 4.1.3 设 {w ,…，w} 为 欧 氏 空间 V 的 基 ,A 为 基 {al,…, a,} 的 度量 阵 , 则 
1) 度量 阵 A 是 可 逆 的 ; 
2) 度量 阵 A 是 正定 的 ; 
3) 设 B 为 基 {B,…,B,) 的 度量 阵 , 则 A 与 B 合同 . 
二 
证 明 1) 因为 A 王 ， 
Sn a Gn > 
所 以 A 可逆 全 | A | 隆 0 镶 AX = 0 只 有 零 解 .然而 nn 元 齐 次 方程 组 
A i | | 
AX = : : : | 二 0 
as > ee ye > | Rs 


只 有 零 解 合 二 ed = ly 3 则 具有 六 i Xs? 人 Ea 0. 故 由 
{a,…,as) 是 Y 的 一 个 基 知 ,，…,a 线性 无 关 , 即 


Le 


则 zx; 二 0,i 二 1,…,n, 因 此 ,n 元 齐 次 方程 组 只 有 零 解 ， 所 以 度量 阵 A 是 可 逆 的 . 
2) 由 内 积 的 性 质 知 A = A, 即 A 为 实 对 称 阵 . 对 于 Val( 关 0) E V(R),a = 


a 3 0, 则 by 0,1 二 1,…,7, 亦 即 若 二 Pra, ?Qi 六 一 0 ,1 一 = 二， 
i 一 1 


六 Ry < CQ 2 0, 因 而 
0 


0 公公- =< Dee Dan >= > < Qi 0 > 


i=1 j=1 
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ER 
= ( 蚤 9 ; : : Se AX SS 
Ri 


其 中 X = (zz) 天 0 为 双 中 任 一 向 量 x 关于 基 {w ，…o } 的 坐标 ,并且 是 任 
一 组 不 全 为 零 的 实数 , 故 A 为 正定 . 

3) 设 由 基 {a ,… ,a,}) 到 基 {B,…,B,) 的 过 渡 阵 为 工 即 (8 pp…,B,) = (oan) 了 T， 
其 中 工 = ( )，; 于 是 有 


< BB 六 Xda = : > ty < i a = 3 (Ps = ava Sy): 
k=1 A=1 k=1 = = 


A aL RE Th RY 
上 式 右 端 怡 为 TAT = 人 : TT 的 第 i 行 第 7 列 元 素 ， 
| 
左 端 是 B 的 第 j 行 第 i 列 元 素 , 故 B= 二 T'AT, 因 而 A 与 B 合同 . 
例 4.1.3 设 {a,…,a,) 为 n 维 欧 氏 空间 V,(R) 的 一 个 基 , 求 证: 对 任意 对 个 实数 
01，,…,b,, 恰 有 一 个 向 量 a E VCR) .使 二 aai 这 = bi,i 一 1 工 ,7 
证 明 ”由 于 基 {ai,…,a,) 的 度量 阵 A 可逆 ,以 A 为 系数 阵 , 以 任意 给 定 的 对 个 实数 
Xl bi , 
b1，,…,b, 为 常数 项 而 构成 的 nn 元 线性 方程 组 A| ;| 一 | ;|, 即 2) 二 wo 之 六 二 六 
0 人 人 
二 1,…, 2, 必 有 唯一 解 , 令 为 记 ，…， 必 ,于 是 设 c 王 包 o 十 … 十 ov， 就 是 被 所 ，…， 
A 唯一 确定 的 V 中 的 向 量 , 使 


Ca SS= Die >= Dh = 2 a 0 
j=1 


R= j= 
4.1.3 标准 正 交 基 


定义 4.1.6 标准 正 交 基 指 的 是 VCR) 的 一 个 基 {al,… ,a,) 中 每 一 基 向 量 都 是 单位 
向 量 , 且 它们 彼此 正 交 , 即 二 aiyaj 之 = 0, < uaui 全 一 177 一 1 2 ,Nn. 

定理 4.1.4 欧 氏 空间 V 中 一 个 正 交 组 一 定 是 线性 无 关 组 . 

定理 4.1.5 对 nn 维 欧 氏 空 间 V 中 任意 一 组 基 {e1,…,e,) 都 可 找到 一 组 标准 正 交 基 
(Tn sn) ) ,使 L(el,…,e,) = 上 = yw2 ,nN, 

Schmidt 正 交 化 方法 : 对 欧 氏 空间 V 中 任意 一 组 线性 无 关 的 向 量 组 a1，…,a, 可 以 
通过 下 面 的 公式 求 出 一 个 正 交 组 8; ,…,B,, 即 
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< i ,Bi > eo | "Be > 
ed = 2 eB 


对 每 一 B; 进行 单位 化 , 即 y; = B/ | B 1, i 二 1， …, ,就 得 到 一 个 标准 正 交 


组 (XY :5 为 站 
定理 4.1.6 设 wm,，…，, ,为 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 下 面 命题 等 价 : 


Bsk = 2, “x 


1 了 y) VéE€E VE 一 > /di = >750pi ,使 < 和 7 之 一 Bab 
i=1 j=1 | 


2) VEE V,é= >》)aiai, 总 有 Qi; = EQ 记 , 1 二 ] sr 
i=1 
3) 车 (ei i Ed 为 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 且 (ai 9 0 ) 一 (ei ea ex)A, 则 A 为 
正 交 阵 . 
4) 若 {Bi ee! B,? 为 标准 正 交 基 , 且 (8 9 三 (aa 和 oa)A, 则 A 为 正 交 阵 . 
8 车 口 为 正 交 阵 ,使 (B We B,) 于 二 (al ， Rg oa)U, 则 {B ,et B:} 为 V 的 一 个 标 


准 正 交 基 . 
6) 若 品 为 正 交 阵 , 使 (a » 2 Qn ) Se (el ed er)U , 则 {ei :Tad = 为 V 的 一 个 标准 


正 交 基 . 
把 R” 的 一 个 基 ar (aij, i Ga) 3 二 1，…， 2 ,化 为 标准 正 交 基 的 方法 如 下 : 
1 令 A ss (ai Wr ay )，, 则 A 为 实 可 道 阵 , 上 且 yy 为 n 阶 正定 阵 ; 
2) 对 A'A 施行 合同 交换 ,化 A'A 为 单位 阵 的 同时 ,对 单位 阵 施行 同样 的 列 初等 
变换 所 得 到 的 阶 可 首 阵 了 ,使 T'(A'A)T= 芽 . 
3) 邻 (ai 和 区 Co 〈8 ， ek B.) ,其 中 Bb 下 (bi1;, a bn; ) ,J 二 用 PR 7 ,再 令 
胃 二 A BB 二 TA 人 TT 二 开 玫 是 
_ A 
2 Br 2 bubs 三 > 
这 样 由 (a 要 这 Gn) 得 到 的 (8 汪汪 Bs》 就 是 R” 的 一 个 标准 正 交 基 . 


4.1.4 欧 氏 空间 的 同 构 
定义 4.1.7 设 WW 过 V, 则 称 子 空间 W+= {EE€V| 二 &,W==0) 为 W 的 正 交 补 . 
定理 4.1.7 设 玉 为 欧 氏 空间 V 的 一 个 有 限 维 子 空间 , 则 立 一 克 四 了 , 即 V 可 


分 解 为 它 的 有 限 维 子 空间 与 其 正 交 补 的 直 和 。 
定理 4.1.8 设 Vi 与 Vi 都 是 n 维 欧 氏 空间 V 的 子 空间 , 且 dimVi < dimV;, 则 V， 


中 必 有 一 非 零 向 量 8 与 Vi 正 交 . 
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证 明 和 欲 证 Vi 中 的 非 零 向 量 与 V; 正 交 ,只 须 证 Vs 中 必 有 非 零 向 量 属于 Vi 的 正 交 补 
Vi 即 可 .对 此 令 dimw 二, 则 由 V= 太 人 甸 WVL 知 dimVLi = 二 =n 一 ;这样 Vi 与 Vi, 或 
Vs 站 Vi 二 (0), 或 V; 门 Vi 关 10), 两 者 必 居 其 一 .车 Vo 门 Vit 二 {0), 则 由 dimV; = ren， 
推 得 dim(Vi 十 VL ) 二 dimVi 十 dimVi = 二 nn 十 (x 一 ni) 之 n, 这 不 可 能 , 故 必 有 V 门 Vi 关 
40), 但 Vi 门 Vi 关 名 ,因此 有 BR( 关 0)EVi 门 Vi, 即 BE Vi; 且 BE€ Vi ,所 以 V; 中 非 零 
向 量 8 正 交 于 Vi. 

定义 4.1.8 设 V 与 W 为 两 个 欧 氏 空间 ,如 果 

1) f:V 一 W 为 一 个 同 构 映射 ; 

2) V&,yEV, 都 有 二 75, 877) > 一 二 和 7 二， 
则 称 V 与 W 是 同 构 的 , 记 为 V 综 W. 

定理 4.1.9 两 个 有 限 维 欧 氏 空间 同 构 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 维 数 相等 ,进而 
任意 维 欧 氏 空间 都 与 R" 同 构 . 

例 4.1.4 设 {@,…,awn),， {Bi,…,Ba)} 为 n 维 欧 氏 空 间 V 的 两 组 向 量 . 求证 : 
着 ana> = BB ys 则 

1) L(g an) 与 L(B，…,B,) 同 构 ; 

2) 构造 一 个 V 的 正 交 变换 6o, 使 olai) = BC = 1,…,m). 

证 明 1) 欲 证 LCa,… a) 与 L(B，…,B,) 同 构 ,只 须 证 它们 的 维 数 相等 ,等 价 于 
这 两 向 量 组 的 秩 相等 ,为 此 , 令 {a，…'ar} 为 fu,，…an} 的 一 个 极 大 无 关 组 ,r 为 其 秩 ， 
1 过 7 过 汉 ,; 则 

二 
| Gaw ,or) |= 去 0， 
x Wd ee Gat 


由 于 之 so 访 = 之 亡 sB 关 说 了 二 103 贡 $ 推 得 中 GCBLy-i9B) | 关 人 进而 《后 2 有) 
线性 无 关 , 因 此 dimL(8,…,B,) 宇 7, 即 dimL(Bi,*…,B,) 三 dimLCa ，…an). 

同 理 可 证 dimLCo ,on} 二 dimL(B,…,B,). 

所 以 La an 与 L{Bl，…,B。,》 的 维 数 相 等 ,它们 同 构 . 

2) 设 Vi 二 Lyssan) Va 三 L(BsBa): 则 V=V@VL= VV. 

由 Vi 与 Vs 同 构 , 即 Vi 与 Vs 间 有 一 同 构 映 射 , 令 为 f, 使 f(ai) = Bi,i=1,"…,m. 
因此 由 dimw = dimV; 有 dimVi = dimVi , 即 VL 与 Vi 间 还 有 一 同 构 映 射 , 令 为 g， 
于 是 令 c: 6EFy> 6) 十 g( 旨 ,其 中 YEET 一 凡 图 帮 ,和 = 与 十 各 / 

易 证 c 为 V,(R) 的 一 个 线性 变换 ,并 且 保 持 内 积 , 故 o 为 一 个 正 交 变换 . 同时 ， 
Va: EVi(i=1,., m),a;=Q 十 0; 有 ola;) 三 Foi) 十 g(0) 一 有 一 1，…，7, 所 
以 o 即 为 所 求 . 
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反之 ,由 正 交 变换 0, 使 oaCai) = Di 本 1,…,m, 易 推 得 二 ui yw > Bb > = 
1,…,m, 成 立 . 因此 sy De 这 ,1,7 = 1,…,m, 不 仅 是 构造 V 的 一 个 正 交 变 换 
0, 使 ol(ai) sr Bi 1,…,m, 的 充分 条 件 , 而 且 还 是 必要 条 件 . 


4.2 正 交 变换 和 对 称 变换 


4.2.1 正 交 变换 


定义 4.2.1 正 交 变换 指 的 是 保持 内 积 不 变 的 线性 变换 , 即 so€ L(V), 对 VY 6,7 € 
V, 都 有 二 ol(8) ,ol(7y) 二 一 二 和 7 二. 
定理 4.2.1 设 o 为 n 维 欧 氏 空 间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 下 面 诸 命题 彼此 等 价 : 
(1) o 是 正 交 变换 ; 
(2) VE EV, lc(Ce |==|€|, 即 co 保持 向 量 长 度 不 变 ; 
(3) 若 {e ，,…,e,) 为 一 个 标准 正 交 基 , 则 olel),… ,ole,} 仍 是 标准 正 交 基 ; 
(4) 关于 任 一 个 标准 正 交 基 的 矩阵 是 正 交 阵 . 
定理 4.2.2 设 V 为 n 维 欧 氏 空间 ,o 为 V 的 一 个 正 交 变 换 , 令 Vi 二 {a EV|ola) 三 
a)} ,Vs 二 {a 一 ola) | a € V) 为 V 的 子 空 间 , 则 V== Vi 名 Vi. 
证 明 Ya€ Vi 门 Vi, 于 是 a = ola),a 二 (e 一 0o0)B, 则 
oada>=<a,(B—P >=<aB>—<a0(B) 二 一 二 os 二 一 二 oa) ,gtB) >= 0， 
故 色 三 外 即 太 们 到 三 {0% 
Vi={€EV|Iol)=a= {EV|(e—oa=0} = Ker(e—0); 
V; = {(e—o)a|la EV}= Im(e—o), 


其 中 6 为 恒 等 变 换 , 因 为 dimIm(e 一 o) 十 dimKer(e 一 0) 二 nn, 所 以 由 Vi 几 V; 二 {0} 及 
友 十 V。 CV 得 十 Vs = 二 V, 进 而 V = 二 Vi 外 Vi. 
例 4.2.1 设 o 为 欧 氏 空间 V 上 的 正 交 变 换 , 且 o” = elm 二 1,e 为 恒 等 变 换 ), 令 
V, = 二 {EEV|o(8) = 6), 称 为 o 的 固定 点 子 空间 ,Vi 为 V。 的 正 交 补 空间 . 求证 : 
1) Vi 是 o - 子 空间 ; 


一] 


27 VEE VE = 二 ne) ,ME es 


3) YE EV 二 V,@@V ,8 的 分 解 式 E 二 入 十 所 (所 EV, 名) 中 负 二 & 
证 明 1) 略 ;2) 略 ; 
3) VEE V=V,@Vy; 则 E= & 十 名 ,其 中 名 € V,,é&z E€ Vs 于 是 

0(CE) 一 a(C6) 十 ac(e) = 6 二 ol(é,), 
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0 (6) 一 6(S) 十 到 (名 ) = & oe (6,), 


or1(8) 二 和 十 加 "(6 
Si 十 o”(&) 二 外 十 色 ， 


进而 & 十 o( 自 十 十 gm( 自 二 mki 十 旬 十 ol 名 ) 十 十 o”(&), 由 2) 即 得 mé = 
mé&1 十 mi ,其 中 令 ME; 二 乌 十 o( 包 ) 十 十 go (), 则 & = 二 & 十 名 ,由 于 &, 台 E€ V,, 得 
2 各 We 又 由 1) 知 Vi 在 o 之 下 不 变 , 而 EE Vi 因此 o'(&) € Vy si 二 0，1，…， 
m 一 1, 所 以 & EE Vi , 故 & 所 We 站 Vs p= {0) ,得 名 二 0, 则 é 一 (= 

定理 4.2.3 设 V 为 n 维 欧 氏 空 间 ,o, zr € L(V),Ya EV, 有 三 ola), ola) 二 一 
二 rt(a), tla) 过, 求证: 

1) Im(o) 与 Im(z) 同 构 ; 

2) V 中 存在 一 个 正 交 变换 6, 则 ic = r. 


4.2.2 对 称 变换 


定义 4.2.2 设 s EL(MV),V&,nEV,， 有 二 0o( 外 ,yy 这 == 过 6 ol7 二 , 则 称 v 为 

定理 4.2.4 设 o 为 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 下 面 诸 命题 彼此 等 价 : 

(1) c 为 对 称 变换 ; 

(2) o 关 于 任 一 个 标准 正 交 基 的 矩阵 是 对 称 阵 ; 

(3) o 关 于 某 一 标准 正 交 基 的 矩阵 是 对 角形 阵 . 

定理 4.2.5 nn 阶 实 对 称 阵 A 的 特征 值 全 为 实数 ,并 且 属 于 A 的 不 同 特征 值 的 特征 
向 量 彼此 正 交 . 

定理 4. 2.6 对 于 任 一 个 阶 实 对 称 阵 A ,都 存在 一 个 n 阶 正 交 阵 吕 ,使 UAU = 
CAU 为 对 角形 , 且 其 主 对 角 线 上 的 元 素 为 A 的 全 部 特征 值 . 

例 4.2.2 设 o 为 n 维 实 向 量 空间 V 上 的 线性 变换 . 证明: 能 在 V 上 引入 内 积 , 使 
得 o 为 对 称 变换 的 会 c 有 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

证 明 必要 性 车 在 V 上 引入 内 积 , 则 V 是 一 个 欧 氏 空间 ,并 且 o 为 对 称 变换 ,于 是 
so 关于 V 的 一 个 标准 正 交 基 el,…,e, 的 矩阵 A 为 实 对 称 阵 , 因此 有 正 交 阵 UU, 使 
UAU 一 diag(1,…,N,) ,其 中 四 ,为 A 的 全 部 特征 值 . 令 : 

(rr 一 (el 和 yen)U， 


则 王 ，……, 思 为 立 的 一 个 标准 正 交 基 . 这 样 s 关 于 基 {ri,…,r,) 的 矩阵 为 diag (Xi1，… ,4,)， 
即 OF1 yy = (ely… ,2a) diag Als , An), 从 而 有 o(7;) 二 Arisi 一 1 52,3. 故 
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(ri,"… ,7,) 为 o 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

充分 性 设 w,…'o 为 o 的 nn 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ,因此 它们 构成 V 的 一 个 基 . 
任意 €,7 & V, 有 一 Dai 7 Sa 

对 此 我 们 定义 一 个 VXV 一 RR 的 二 元 映射 : 一 67 盖 = 》)aib;, 这 样 定义 的 二 元 映 
射 满足 内 积 四 条 公理 ,于 是 在 V 上 引入 了 内 积 ,由 ol(Qi) 一 Aiai ,1 一 2 eis n, 有 

去 < €,0(7) 二 二 二 Daiaisol 2) biai) 二 = 二 二 DY a;, >) biAia; 之 一 Dabiai; 
去 0(06) ,7 之 一 去 ol >)aiai)，>)biai 让 三 之 Sa G0: 之 一 a 
故 c 为 对 称 变 换 . 

例 4.2.3 设 o 为 n 维 欧 氏 空间 V 的 一 个 反对 称 变换 , 即 Ya,8EV, 都 有 二 ola) ,8 记 = 
= aya(CB) 之 ?求证 ， 

1) 线性 变换 c 士 s 均 为 满 秩 的 ,其 中 e 为 恒 等 变换 ; 

2) 线性 变换 rz = (cc 一 se)(c 十 e) |! 为 正 交 变换 . 

证 明 设 e,……,e, 为 Y 的 一 个 标准 正 交 基 , 而 A 与 工分 别 为 c 与 s 关 于 这 个 基 的 矩 
阵 , 则 c 士 = 在 这 个 基 下 的 和 矩阵 为 A 士 .因此 和 欲 证 上 述 结 论 , 只 须 证 它们 关于 这 个 基 下 的 
和 矩阵 的 可 道 性 与 正 交 性 . 

1) 因 o 为 反对 称 变换 , 故 A 为 反对 称 阵 . 易 知 A 的 特征 根 只 能 是 零 或 纯 虚 数 , 因 而 
111 一 A| 关 0, 即 |1A 一 I| 关 0, 于 是 o 一 e 为 满 秩 的 .又 因 (A 十 D'==A' 十 I= 1 一 A， 
进而 A 十 I 可 道 , 所 以 (go 十 e) 也 是 满 秩 的 . 

2) 由 于 rz= (oc 一 e)(o 十 e) 在 基 el，…,e, 下 的 矩阵 为 T= 二 (A 一 D(A 十 D ， 
因此 只 须 证 荆 为 正 交 和 矩阵 . 

TT= (A—D(A+TDT) A — DAUA+D 
(4 十 DA 一 DA 一 DA 二 D 
(一 A)-A 二 DCT 一 A)(A 十 门 一 
(I—A)71(I—A)(A+D(A+D = 也 


| 


故 z 为 正 交 阵 ,于 是 r*= (oc 一 e)(o 十 e) 为 正 交 变换 . 
4.3 西 空 间 


4.3.1 本 空间 的 定义 
定义 4.3.1 设 V 是 复数 域 C 上 的 向 量 空间 ,在 V 上 定义 一 个 二 元 映射 (,): VX 
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V 一 C 满足 下 列 条 件 : 

(1) (&,) 二 (wy,6) ,其 中 (y,&) 是 (y,6) 的 共 斩 复数 ; 

(2) (k,n) = RCE,D); 

(3) (€+ p60) = (€,6) + (7,0); 

(4)(&,6) 为 非 负 实 数 , 目 (&,6) 二 0SE 二 0. 
其 中 V&,y,5 EV,k EC, 则 称 (&,) 为 向 量 6 与 7 的 内 积 ,而 V 称 为 对 这 个 内 积 而 言 的 
一 个 西 空间 , 记 为 V(C). 

内 积 的 表示 , 设 {w ,…',o} 为 nn 维 西 空间 V 的 一 个 基 , VY €,n EV， 


< 一 Daiais = Sp Me 二 ET -De b; (Ca; ,Qj) 
i=1 j=1 i=1 j=1 


定义 4.3.2 V(a,a) 称 为 向 量 a 的 长 度 , 记 为 | a|. 

定理 4.3.1 对 于 VYVé,nE€V(O), | (8 力 | 委 | 和 17|, 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 67 线性 
相关 . 西 空间 中 内 积 (&,w) 一 般 是 复数 ,向 量 间 不 易 定义 夹 角 , 因 此 西 空间 没有 夹 角 概念 . 

定义 4.3.3 当 (&,) 二 0 时 , 称 & 与 7 正 交 或 垂直 , 记 为 & | 7. 

在 维 西 空间 中 ,有 正 交 基 和 标准 正 交 基 ,因此 任意 一 组 线性 无 关 的 向 量 可 通过 
Schmidt 正 交 化 方法 化 为 正 交 组 ,并 扩充 为 V 的 一 个 标准 正 交 基 . 

定义 4.3.4 设 V 是 西 空间 ,W 为 V 的 有 限 维 子 空间 ， 

Wt+== {&,nE V(C) | (&,7) 二 0,YVyEV) 称 为 W 的 正 交 补 . 

定理 4.3.2 若 Wl+ 为 W 的 正 交 补 ,; 则 VV 二 W@W-. 

定义 4.3.5 设 AEM,(C), 若 AA=AA = 了 T, 即 A 一 A , 则 称 A 为 本 矩阵， 
且 中 Al = 1, 即 A 的 行列 式 的 绝对 值 等 于 1. 

定理 4.3.3 nn 维 西 空间 的 两 组 标准 正 交 基 的 过 渡 阵 是 西 矩 阵 . 

定理 4.3.4 1) 两 个 西 和 矩阵 的 乘积 仍 是 酉 矩阵 , 西 矩 阵 的 逆 和 转移 都 是 西 和 矩阵 ; 

2) 西 和 矩阵 的 行列 式 的 模 等 于 1; 

3) 酉 矩阵 的 特征 根 的 模 等 于 1. 

例 4.3.1 设 o 是 nn 维 西 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 下 面 四 个 命题 彼此 等 价 : 

1) o 是 西 变换 ; 

2) oc 是 VV 的 同 构 映射 ; 

3) 若 {a,… a) 为 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 则 cola),… ,ola,) 也 是 V 的 标准 正 交 基 ; 

4) c 关 于 任 一 标准 正 交 基 的 矩阵 是 本 矩阵 . 

证 明 1)=>2) 由 是 本 变换 及 同 构 的 定义 , 知 c 是 立 的 同 构 映 射 ;2) 全 1) 是 
显然 的 . 

1) 过 3) 当 ;i = 时 (ww) = 二 1; 当 i 关 j 时 (aiy@) 二 0,i,j 二 1,…,n, 而 o 为 西 
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a = ee 
0,1 关 JJ， 
即 {tcCw )，…，, ola,)} 为 V 的 一 个 标准 正 交 基 . 
反之 ,3) 一 1) 亦 然 .事实 上 ,由 {ai,… ,as) 与 (oC),… ,alas)) 为 V 的 两 个 标准 正 
交 基 , 则 由 二 = > za 二 Ylyajr0(8) = Dizro(la)soly) = Diyglas) 可 
得 , 二 上 7 全 = >)ziyi = 二 二 ol(&) ,oly) 二, 故 o 是 酉 变换 , 即 1) 电 3). 
3) 过 4) 设 o 关 于 一 标准 正 交 基 {Bl ，…,B,} 的 和 矩阵 为 A, 则 {oC(B),…,o(B,)) 也 是 
V 的 一 个 标准 正 交 基 , 于 是 A 可 看 作 由 标准 正 交 基 {B ,… ,BB,) 到 标准 正 交 基 {o(B ) ,…， 
olB,)) 的 过 渡 阵 ,因此 A 是 西 和 矩阵 .反之 ,由 4) 知人 是 本 矩阵 , 即 AA' = A'A = 了 ,于 是 
由 (coi)，…c(o)) 一 (aas)A, 经 计算 得 


1 
(ol(ai;) ,ola;)) = A iyj = 1 
0,1 关 J， 
故 {olaq1),… ,olas)) 为 V 的 一 个 标准 正 交 基 , 所 以 3) 合 4)， 
例 4.3.2 设 A 为 n 阶 正 交 阵 , 必 存 在 一 个 n 阶 西 矩 阵 U, 使 U'AU 为 对 角形 阵 . 
证 明 设 V 为 一 个 维 西 空间, {a1，…,a,} 为 一 个 标准 正 交 基 , 令 o 是 A 关于 基 
{a1，,… ,a,) 下 确定 的 线性 变换 ,由 于 A 为 n 阶 正 交 阵 , 必 有 AA’ = AAA == 了, 即 A 为 n 
阶 本 矩阵 ,因此 ce 为 一 个 西 变 换 . 由 于 西 空间 的 任 一 酉 变换 ,都 存在 由 它 的 特征 向 量 构 
成 的 标准 正 交 基 ,使 o 在 此 基 下 的 矩阵 为 对 角形 , 令 (Bl，…,B,) 三 (q'sar)U,，U 为 n 
阶 酉 和 矩阵 , 且 
A 


ol Se ,Ba) 二 (Bi 人 ,Br) 


4.3.2 西 变 换 和 对 称 变换 


定义 4.3.6 本 空间 V 的 线性 变换 , 若 Ye,7EV, 满 足 (cC9 ,ol])) 一 07)， 则 称 
5 为 V 的 一 个 本 变换 . 

定理 4.3.$ o 是 n 维 西 空间 V 的 一 个 线性 变换 , 则 

1) o 是 西 变换 ; 

2) 车 {a1，…,e,) 为 一 个 标准 正 交 基 , 则 ol(e1),… ,ole,) 仍 是 标准 正 交 基 ; 

3) c 关 于 任 一 个 标准 正 交 基 的 矩阵 是 本 矩阵 . 
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定理 4.3.6 西 变换 = 存在 一 个 由 其 特征 向 量 构成 的 标准 正 交 基 ,使 “关于 这 个 基 
的 矩阵 为 对 角形 . 
定义 4.3.7 西 空 间 V 的 线性 变换 o, 若 ,mn EV, 满足 (acC9 ,7 一 (607), 则 称 
0 为 V 的 一 个 对 称 变换 . 
定义 4.3.8 令 且 € M,(CC) , 若 五 = 五 , 则 称 互 为 Hermite 矩阵 . 
定理 4.3.7 设 o 为 n 维 西 空间 V 的 一 个 对 称 变换 , 则 
1) o 的 本 征 值 全 为 实数 ; 
2) c 的 属于 不 同 本 征 值 的 本 征 向 量 彼此 正 交 ; 
3) 存在 V 的 一 个 标准 正 交 基 ,使 得 c 关 于 这 个 基 的 矩阵 是 ” 阶 Hermite 矩阵 . 
定理 4.3.8 7 维 西 空间 V 的 一 个 对 称 变换 , 则 下 面 诸 命题 彼此 等 价 : 
1) o 为 对 称 变换 ; 
2) o 关 于 任 一 个 标准 正 交 基 的 矩阵 是 Hermite 矩阵 . 
定理 4.3.9 玉 是 一 个 n 阶 Hermite 矩阵 , 存在 ” 阶 本 矩阵 ,使 得 
UHU= Un HU 
是 实 对 角形 , 即 任意 妈 阶 Hermite 矩阵 都 “ 西 相 似 ” 于 一 个 实 对 角形 阵 . 
例 4.3.3 设 A 为 n 阶 复 阵 , 若 满 足 AA” = 4A'A, 则 称 A 为 复 正 规 阵 , 试 证 : n 阶 复 
阵 A 为 复 正规 阵 的 充 要 条 件 是 酉 相似 于 对 角 阵 , 即 存在 半 阶 酉 矩阵 U, 使 QU AU 为 对 角 
形 阵 . | 
证 明 ”充分 性 ”由 UAU 为 对 角形 知 0UAU 亦 是 复 正规 阵 , 于 是 有 UA AU = 可 
A’AU, 故 AA” =A'A, 即 4 为 复 正规 阵 . 
必要 性 ” 邻 九 为 n 阶 复 正 规 阵 A 的 一 个 特征 根 ,wm 为 属于 特征 根 X 的 单位 特征 向 
量 ,于 是 有 一 个 以 nh 为 第 一 列 的 本 矩阵 Di 二 《mm，,…,m%)， 使 
Al as eo. a 
UAT = 
. Al 
0 


由 于 A 是 复 正 规 的 , 知 V AU 也 是 副 正规 的 ,于 是 由 
RE ESE 2y 有 人 入 和 0 


Ai1 9 Un /1 人 Qn a 
. 22 
Ai 。 Ai 
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推出 a = 二 … = 二 ai = 二 0, 且 hi 是 nn 一 1 阶 复 正规 阵 . 
这 样 对 n 归纳 证 明 , 显 然 当 n == 1 时 成 立 ; 
假定 当 n 一 1 时 成 立 , 于 是 令 


则 


其 中 可 是 西 矩阵 Un 与 酉 矩阵 Us 之 积 , 仍 是 酉 矩阵 ， 
4.4 双 线 性 函数 


4.4.1 线性 函数 的 定义 及 性 质 


定义 4.4.1 设 V(F) 为 数 域 尺 上 的 向 量 空 间 , 了 是 一 个 映射 , 若 f 满足 


1) Fa 十 B) = Fo) 十 7C9) 
2) Fia) = kf (a) 

其 中 Va,B8 E V(F), Vk E€E 下 , 则 称 f 为 VY 上 一 个 线性 函数 . 
线性 函数 有 如 下 简单 性 质 : 
1) f(0) = 0;f(—a) 一 一 Fa) 


2) B= So 一 Vip ty 
i=1 = 


(可 加 性 ) 
( 齐 次 性 ) 


定理 4.4.1 设 ww 9""" 90 为 VE 的 一 个 基 ，ai 9 ”Cn 为 F 中 任意 7 个 数 , 则 存在 


唯一 的 V 上 线性 函数 了 ,使 f(ai) = mi 3 ys 


例 4.4.1 证 明 : 对 于 nn 维 向 量 空间 V,YVa 关 BEV, 必 存在 V 上 的 线性 函数 了 ,使 


fla) 关 f(B), 即 对 V0 关 &EV, 必 有 EV' ,使 f(86) 关 0. 


证 明 令 een 为 V 的 一 个 基 , 而 Mr fs 为 V 的 关于 ei1，,… 


,;e, 的 对 偶 基 , 则 


VEE 了 有 < = kiei 十 … 十 ke, ,使 万 (6) Et fi(kiel 十 … 十 en) 2 kisi = J ny 
因此 ,由 & 关 0 可知, 至少 有 一 个 &, 关 0,1 过 r+r 达 nn, 所 以 f,(&) 二 &, 关 0, 于 是 设 
f= f, 即 为 所 求 . 亦 即 对 Ya;B E V, 且 a 关 B, 即 a 一 8B8 关 0, 故 fla 一 B) 关 0, 进 


而 f(a) 关 f(8). 
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例 4.4.2 设 V,(F) 为 FF 上 nn 维 向 量 空间 ,gi1,…,gw EV' ,1 过 m 过 nn. 证 明 : 必 
有 向 量 a E Vl(a 关 0), 使 gi;(a) 一 0， 1 一 17 

证 明 设 wm,…,o 为 了 的 基 , 令 gi(w) = ayi 二 1,… ym, 了 二 1,…,n, 于 是 对 于 
V 中 某 一 非 零 向 量 a = a 十 … 十 Ra 倘若 gi(a) = kigi(a1) 十 … 十 kgi(an) 一 
anki 十 … 十 ask, 一 0, 则 非 零 向 量 vc 的 坐标 : &1，…,k, 是 齐 次 线性 方程 组 的 一 个 非 
零 解 ， 


ee 


| 十 全 十 全 证 = 0 


[2 i Ee 十 i 0. 
因此 ,由 m 二 nn 知 , 齐 次 线性 方程 组 必 有 非 零 解 ,进而 存在 非 零 向 量 a, 使 g;(a) 二 0. 


4.4.2 对 偶 空间 


定义 4.4.2 设 L(V,F) 为 数 域 上 nn 维 向 量 空 间 V,(F) 的 全 体 线 性 函数 的 集合 
在 L(V,F) 中 定义 

加 法 : (f 十 g)(a) = f(a) 二 g(a),Va€EV,Vf'g ELCV,P); 

数量 乘法 : (kf)(a) = k(f(a)), VkRE F,Va€EV,Vf ELCV,R). 

L(V,F) 对 上 面 的 运算 构成 的 向 量 空间 称 为 V 的 对 偶 空 间 , 记 为 V* ,V* 二 L(V 人). 

a ee WV 

Os e's 

造 的 V 上 7 个 线性 函数 , 便 成 为 V” 的 一 个 基 , 并 称 为 {ei ,… ,e,) 的 对 偶 基 . 

定理 4.4.2 dimV(F) = dimL(V,F) = dimV”. 

定理 4.4.3 设 {@,…,a,) 与 {Bl，,…,B,} 为 V,(F) 的 两 个 基 , 它 们 的 对 偶 基 分 别 为 
{1 f) 与 {gi ，… ;84) ,车 由 (qi,… ar) 到 {Bl，,…,B,} 的 过 渡 阵 为 A, 则 由 所 ,… ,了 
到 gi yg 的 过 渡 阵 为 (A')7， 即 若 (Bi ，*… ,pbB;) 一 (aa)A,， 则 (gl，…,8g,) = 
人 

定理 4.4.4 设 V 为 一 向 量 空间 ,V"** 是 V 的 对 偶 空间 V” 的 对 偶 空间 ,V 到 V** 
的 映射 + > xz*” 是 一 个 同 构 映射 ,从 而 V 与 V"” 同 构 . 

例 4.4.3 设 及 ,…,f, 为 数 域 上 nn 维 向 量 空间 V,(F) 的 7 个 线性 函数 . 令 W 一 
人 

1) W 为 V 的 一 个 子 空间 ,并 称 W 为 线性 函数 f1,… ,了 , 的 零 化 子 空间 ; 

2) Y 的 任 一 a 间 . 

证 明 1) 证 略 . 

2) 若 砚 = (0), 则 WW 显然 是 V 上 任意 线性 函数 的 零 化 子 空 间 ; 若 W = V, 则 取 零 函 
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数 . 现 令 WW 为 V 的 非 平 凡 子 空间 ,ai,…,a 为 W 的 一 个 基 , 并 将 其 扩 为 V 的 一 个 基 
ai，…，ar，arH，…，a 由 此 基 得 到 它们 的 一 对 偶 基 万 ，…，f;，f.n，*…，f， 于 是 
fil(a;) 二 07 n,，J 一 1, "7, 


YBE W,8 = > aai，, 则 fi(B) = Dy asfila;) es 0,7 = 交大 
亲王 于 j= 


从 而 BE {aE€V|fi(la) = 二 0,r 十 1 过 i 过 nn), 即 得 WCE{a€V|fi(a) = 二 0,7r 十 
a 


反之 , VBE la EV|fi(a) =0,r+1<i<n), 由 BEV, 有 B= 2》)fi(pa = 


2 fCB)aj, 即 WOO{a€EV|f(a) =0,r+1<i<n), 故 W = {a€EV | fil(a) = 
0,r 十 1 过 i 过 nn) 是 V 的 一 个 线性 函数 了 ,i ，…,f 的 零 化 子 空间 . 
4.4.3 双 线 性 函数 


定义 4.4.4 设 f(a,8) 是 VCGEF) 上 的 一 个 二 元 函数 , 即 任意 ,86E V(F) ,根据 了 者 
唯一 确定 下 中 数 f(a,B) , 若 满足 

(1) 设 Fa 有 B 十 已 B) = kif(asBi) + ks f(a,B); 

(2) fkiai 十 ou yp) 一 有 Cai ,8) kflas,p), 
其 中 VA EFVYaay pp EV, 则 称 f(a,B) 为 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 . 

例 4.4.4 设 f(a, B) 为 n 维 向 量 空间 V,(F) 的 一 个 双 线 性 函数 ,WW 为 V 的 m 
维 子 空间 , 则 

1) W+== {BEV|fi(a,B) = 二 0，Va EW) 为 W 的 子 空间 .特别 地 ,V- 称 为 V 的 
右 迷 向 子 空间 . 

2) 若 BEV,B84 Wt, 则 U= {aE€EV|fila) 一 0) 是 WW 的 n 一 1 维 子 空间 . 

证 明 1) 证 略 . 

2) 由 于 BW1t, 故 有 a EW, 使 得 f(a,B) 关 0, 令 f(a,B) 二 km 二 Ra; 则 f(ao， 
B) = 二 1,，YVE EW, 再 令 f(&,B) 二 hh, 则 8 二 (&,hao) 十 hao ,从 而 由 f(& 一 hao,pB) 二 了 (&， 
B) 一 hf lao,B) 二 0 知 8 一 ha。 EU, 由 此 可 见 ,W 中 任 一 向 量 & 均 可 写成 U 中 一 个 元 素 
& 一 hao 与 hao 的 和 , 即 W = 二 口 十 L(go), 其 中 L(gao) 是 由 ao 生成 的 一 维 子 空间 ,倘若 
Llao) 中 任 一 元 aao。 EU, 则 由 0= f(ago,B) ==af lao,B) = 二 a 知 ,U 站 L(go) = 二 (0), 即 
得 WW 二 UL(mo), 因 此 dimU = 二 m 一 1. 

定义 4.4.5 设 Fa,8) 是 V,(F) 上 一 个 双 线 性 函数 ,{el,…,e,) 是 V 的 一 个 基 , 则 
矩阵 


第 4 章 了 欧 氏 空间 与 双 线性 函数 。 89 。 


(Cei se1) Fe ,E2 ) ey fF Ce 区 
A 六 (CE yl) fles 5E2 人 fles ez 


Ce 


称 为 f(a,B) 在 {ei ，…,e,) 下 的 度量 矩阵 . 

在 不 同 基 下 ,V,(F) 上 同一 个 双 线 性 函数 f(a,B) 的 度量 和 矩阵 彼此 是 合同 的 , 即 关 A 
为 f(a;,B) 在 基 {a; | i 二 1,…,n) 下 的 度量 矩阵 ,B 为 f(a,B) 在 基 {B; | i 一 1,…,n) 下 的 
度量 矩阵 ,而 是 由 基 {a ，…,as) 到 基 {Bl,…,B,} 的 过 渡 阵 , 则 B = TAT. 

例 4.4.5 设 f(a,B) 为 n 维 向 量 空间 V 上 一 个 双 线 性 函数 , 若 它 的 度量 阵 A 的 秩 
是 7, 则 称 f(a,B) 是 秩 - 的 双 线 性 函数 ,证 明 非 零 双 线 性 函数 f(a,B) 可 分 解 为 两 个 线性 
函数 之 积 的 充 要 条 件 是 它 的 秩 为 1. 

证 明 设 e,…,e, 为 V 的 一 个 基 , 任 意 a、B EV, 有 


n 


0 = > reaB = Se 
1 一 1 


i 


令 A 为 f(a,8) 的 度量 矩阵 ,由 f(a,8) 了 关 0; 有 A 关 0. 若 f(a,8) 二 XAY = f(a,B), 其 
中 > = | Cg 一 (yi 人 Ca) = DS) ane; fa Ch) -= D6iy;, 则 
i=1 i=1 


Ul Ql 


f(a,pB) > Xt (bib NY, 即 A (pi…b,)，, 则 R(A) -= 1, 故 f(a,B) 的 


Un 
Ul 


秩 为 1; 反 之 ,f(a,B) 的 度量 矩阵 A 的 秩 为 1, 则 必 有 A 二 C01…b,) ,因此 f(a,B) 二 


Un 


Ul 


A 


(DY = (Sa Sa ,于 蚌 半 六 CN 二 友 帮 兰 
i=1 i=1 i=1 


Cn 
D16y,, 即 得 f(asB) = 广 (a) 户 (8 , 故 非 零 双 线性 函数 f(a,pB) 可 表 为 两 个 线性 函数 
广 (a) 与 户 (p8) 的 乘积 . 

定义 4.4.6 设 Fa,p8) 为 V,(F) 的 一 个 双 线 性 函数 , 若 对 YBEV, 都 有 f(a,B) 一 
0, 可 推出 a 二 0, 则 / 称 为 非 退 化 的 . 

定理 4.4.5 双 线 性 函数 f(a,8) 非 退 化 的 充 要 条 件 是 f(a,B) 在 基 {a ,… ,a,} 下 的 
度量 矩阵 是 可 逆 的 . 
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4.4.3 对 称 双 线 性 函数 


定义 4.4.7 设 Fa,8) 是 VCF) 上 一 个 双 线 性 函数 , 若 对 Va,8EYVGF) ,都 有 Ja， 
B) = FC8,a) , 则 称 f(a,B) 为 对 称 双 线性 函数 . 

又 VasBEV(F), 有 f(a,B) = 一 了 f(B,a), 则 称 f(a,B) 为 反对 称 双 线性 函数 . 

定理 4.4.6 双 线 性 函数 是 对 称 的 仿 它 在 任 一 基 下 的 度量 矩阵 是 对 称 和 矩阵 . 

定理 4.4.7 设 f(a,B) 是 V,(F) 上 一 个 对 称 双 线性 函数 , 则 存在 V 的 一 个 基 
(el，…，en) 使 f(a,B) 在 这 基 下 的 度量 矩阵 为 对 角形 阵 , 因 此 数 域 下 上 每 一 个 ? 
阶 对 称 阵 A 都 与 n 阶 对 角 阵 合同 , 即 存在 一 个 nn 阶 可 逆 阵 PP, 使 PAP = 
diag Cer ms Co 

定义 4.4.8 设 f(a,B) 为 V(F) 上 对 称 双 线 性 函数 , 当 a 二 B 时 ,VV 上 的 函数 f(a,a) 
称 为 与 f(a,B) 关联 的 二 次 齐 次 函数 . 

定理 4.4.8 设 V 是 复数 域 上 的 向 量 空间 , 维 数 nn 宇 2,fla, B) 是 V 上 一 个 对 称 双 
线性 函数 ， 

1) 证 明 ,V 中 有 非 零 向 量 & 使 f(&, 6) 一 0; 

2) 若 fla, B) 非 退 化 , 必 有 线性 无 关 向 量 &, 7 满足 六 5 DD 二 1,f(&, 自 二 f(y DD 二 0. 

证 明 1) 由 dimV ==n 宇 2,a,B 为 V 的 两 个 线性 无 关 向 量 , 令 f(a,a) = a,f(B,PB) 二 
4b,flasB) 二 c, 车 a,b 有 一 为 零 , 则 结论 成 立 ;车 a,b 丝 非 零 , 则 令 & 二 a 十 总 , 且 $ 关 0, 于 是 
由 f(&, 自 二 f(aya) 十 24f 《asB) 十 洲 f(B;B) 知 , 当 4 为 bx’ 十 2cz 十 a 的 根 时 ,就 使 f(&,6 一 
0, 故 只 要 取 = 一 e 士 Ve 一 ob/b 即 可 . 

2) 由 (1) 有 & 关 0, 使 f(&,8&) = 0, 又 f(a,B) 非 退 化 , 则 存在 w EV, 使 f(&,u) = 
b 关 0. 令 v= 二 w/b; 则 了 (&,v) = 1, 车 flv,v) = 二 0, 则 令 二 v, 即 为 所 求 . 

车 f(v,v) = 二 a 关 0, 则 令 w= v 一 a/2&, 于 是 

fn nm = fv,v0) —2(a/2)f (8,v0) + a /4f€,€) = 0; 
同时 
子 GE = flésv— a/28) = /6o — a/2f(€,8) = 1， 

例 4.4.6 设 f 是 nn 维 空间 V 的 对 称 双 线 性 函数 ,so € L(V), 对 VYé, 7EV， 
f(g(8)), al(()) 二 f(&, 力 . 设 f 关 于 V 的 菜 一 基 的 矩阵 是 A,o 关 于 同一 基 的 矩阵 是 
S, 问 S 应 满足 什么 条 件 ? 

解 令 @i,-…yar 为 V 一 巷 ;A = (Cay) yay = f(arso) is = ly Nn, 

(ola1) sola)) = (gy)S,S = (b;), 


于 是 otw) 三 》 60w6s; 因 此 y= fara) = flolaij ol) = f(baari 2 Wi) 
k=1 | LI 
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b1; 
= DU babyf Cat ,Q1) = (bi; ,°° ,0 ) A : 9 
k=1 l=1 
Dr 
故 有 A = SAS. 
反之 5 若 丰 = S' AS， VE， 帮手 ,有 flolé) 9 0aC7) ) ce f(€,7) ,那么 对 基 wm 9 9sQn ,有 
by n n 
flai， oj ) a3 (biis st bi ) A : = SD Dbnbyf Ca ,Q1) 3 a Dy byal) 
h=1 LZ=1 k=1 LA 
六 


= flol(a;), 0GCaji ))， 
故 S 满 足 A = SAS. 


4.5 二 次 型 与 正定 矩阵 的 应 用 


4.5.1 二 次 型 及 二 次 型 的 矩阵 
定义 4.5.1 设 Fa,8) 为 V,(F) 上 一 个 对 称 双 线性 函数 ,{az,…,as) 为 V,(F) 上 
的 一 个 基 , 和 A 为 (a,8) 在 基 {es,… ,a,) 下 的 度量 矩阵 . Va E V(F),a 一 > xia, 有 


Xl 


asia) = DD aa) = aprri hls 


i=1 j=1 
Tn 


其 中 A’ = A, 上 式 右 端 是 下 上 1 个 文字 zxi,… ,zx, 的 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 , 称 它 为 下 上 
n 个 文字 的 二 次 型 ,简称 nn 元 二 次 型 .一 般 形式 为 
人 


= Sb azix; = XAX, 
ade 


i yl 


其 中 A 一 一 《ay ) nxn 一 Ai 3 = Ts 和 n;X = (@ De Zz,) , 称 A 为 于 元 二 次 型 g 的 矩阵 . 
二 次 型 的 秩 指 的 是 它 的 矩阵 的 秩 . 


例 4.5.1 设 实 二 次 型 f(zxi,*… ,zx,) 一 2 Si 二 XAX,(A = A) 是 满 秩 


j=1 i=1 


的 , 则 称 二 次 型 g(xi,… ,zx,) = 》 》) jzizj 为 zx,… sz,) 的 北 式 ,求证 : 满 秩 的 


j=1 k=1 


二 次 型 与 它 的 逆 式 有 相同 的 符号 差 ,因而 有 相同 的 惯性 指数 . 
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证 明 因为 Ga Pes sd) 为 满 秩 的 ,因此 它 的 矩阵 是 可 逆 的 , 即 次 存在 ,对 此 令 
非 退 化 的 变量 替换 为 和 一 A Y, 则 


0 1IY)'A(CATY) = YAY 
1 
; A 上 
= » 4 (yy A | 
区 可 琶 
.yn 


和 
en AT = ye Yo) 
7 一 1 i=1 


在 非 退 化 变换 之 下 ,二 次 型 的 正 、 负 惯性 指数 不 变 ,所 以 符号 差 不 变 . 因此 ,二 次 型 与 其 
逆 式 有 相同 的 符号 差 与 惯性 指数 ， 

定义 4.5.2 设 4, B 是 数 域 太 上 两 个 ” 阶 方 阵 , 如 果 存 在 下 上 可 逆 和 矩阵 已 ,使 得 
P'AP 一 B, 那 么 称 B 与 A 合同 .矩阵 合同 是 一 个 等 价 关 系 . 

定理 4.5.1 数 域 F 上 两 个 二 次 型 等 价 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 矩阵 合同 . 

等 价 二 次 型 有 相同 的 秩 .因此 , 数 域 下 上 ?元 二 次 型 


g(xw1is"" ,Xa) = 1 pT = 


i y= 


Zl Yi 


总 可 通过 可 逆 变 量 替 换 | : | 二 P|: 


把 它 化 为 二 次 型 cjy? 十 coy 十 … 十 cayx. 


Tn Vn 


4.5.2 复 二 次 型 与 实 二 次 型 


定理 4.5.2 实数 域 R 上 7 元 二 次 型 的 规范 形 是 由 正 惯 性 指数 p 唯一 确定 . 因此 通 
常 称 p 为 二 次 型 的 惯性 指标 ,此 命题 称 为 惯性 定律 . 

定理 4.5.3 ”复数 域 C 上 两 个 n 元 二 次 型 等 价 当 且 仅 当 它们 的 秩 相 等 ; 

实数 域 R 上 两 个 元 二 次 型 等 价 当 且 仅 当 它们 的 秩 相 等 且 符 号 差 也 相等 ; 

定义 4.5.3 称 实 二 次 型 x 十 … 十 zz 一 zx41 一 … 一 Zz 为 规范 形 (或 典范 形 ). 

称 其 中 正平 方 项 的 个 数 p 为 正 惯性 指数 , 负 平 方 项 的 个 数 r 一 为 负 惯 性 指数 . 而 
它们 的 差 p 一 (r 一 2) 称 为 二 次 型 的 符号 差 . 


定理 4.5.4 ”实数 域 上 每 一 元 二 次 型 都 等 价 于 规范 形 zi 十 … 十 Xp 一 Xp 
一 心 ,其 中 户 为 正 惯性 指数 ,r 为 秩 ; 平 行 地 有 R 上 阶 对 称 阵 A 合同 于 
了 
— Ih; 
0 


第 4 章 ”网 氏 空 间 与 双 线 性 水 数 。93 。 


其 中 工 与 1 分 别 为 p 阶 与 7 一 Zp 阶 单位 阵 ,r 为 A 的 秩 . 
例 4.5.2 设 g(zi,…,zx,) 二 XAX 是 秩 为 n 的 实 二 次 型 , 则 存在 R" 的 1/2( 一 
| s 1) 维 子 空间 Vi (为 符号 差 ) ,使 对 任 一 向 量 (xi,…,xi) E€ Vi 有 g(xi,** ,x1) = 0. 
证 明 设 g(ri,…,x,) 的 符号 差 ;二 2p 一 n, 于 是 存在 可 逆 变 量 殖 换 X 二 PY ,使 


OE hon ee te 


my 有 过 
2 二 We 以 下 分 两 种 情形 讨论 之 ， 
»5 9 
《2 及 


人 
j 三 1,…,n 一 了; 这 R" 中 nn 一 pp 个 向 量 显然 是 线性 无 关 的 ,并 且 glej) = 0,j == 1,…， 
n 一 ,下面 由 el，… ,ey 构造 出 关 ! ,…,X,_,, 这 nn 一 pp 个 线性 无 关 向 量 所 生成 的 n 一 p 
维 子 空间 Vi 即 为 所 求 . 

事实 上 , 令 X; == Pej, jj 二 1,…,n 一 上 显然 X; EE R",j 二 1,…,n 一 ;并且 Xi，,…， 
X,，， 线性 无 关 的 ,假如 


np mp 


Sh SS Per SO 
= j=] 


则 由 卫 的 可 道 性 及 el ,… ,es 的 线性 无 关 性 得 二 … 二 6s 二 0, 于 是 令 VV 二 LC(X1,…， 
Xs) 就 是 n 一 p= 二 1/2(n 一 | s 1) 维 的 R" 的 子 空间 . 同时 ,对 全 中 任 一 向 量 X= (zi，…， 


np 
zx,), 有 六 二 >)aXi, 由 可 道 矩阵 决定 的 替换 X = PY, 得 


7 一 户 n—p 
yes PN = > [2 > &iEi = (Uy vs Un—p’ (0 3 0 i te Op) 
i=1 i=1 


进而 有 


2 2 多 2 
q(xi OR Ct | Qrp""" Ul 3 Un-p 一 0. 


同 理 可 证 2) 当 s 过 0 时 , 即 1/2(n 一 | s 1) 二 p 的 情形 . 


4.5.3 正定 二 次 型 


定义 4.5.4 设 Fz… i) 为 nn 元 实 二 次 型 ,对 个 不 全 为 零 的 实数 0， …, cc,， 
1) 车 都 有 Fec mc) 盖 0, 则 称 f(z1，,…,xi) 为 正定 二 次 型 ; 

2) 若 都 有 f(a …c) 过 0, 则 称 f(xi,… ,zi) 为 负 定 二 次 型 ; 

3) 若 都 有 f(a ,… ,cs) 宇 0, 则 称 f(xi，… ,x,) 为 半 正 定 二 次 型 ; 

4) 若 都 有 cc) 声 0; 则 称 f(x,…,zx,) 为 半 负 定 二 次 型 ; 

5) 若 f(zx1，…,Xx,) 既 不 是 半 正 定 ,又 不 是 半 负 定 的 , 则 称 f(zxi,…,x) 为 不 定 
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二 次 型 . 


定理 4.5.5 设 g(Czi…z) 二 > aysxiv; 二 XXX 其 中 天 一 (592 
1 


二 


Xl V1 


A ==(a;) = A', 则 总 可 通过 坐标 的 正 交 变 换 | : | 二 U| : | 化 为 


Tn .yn 


和 说 寺 入 站 十 十 和 3 的 


其 中 品 为 n 阶 正 交 阵 , 而 A € R,i 二 1,…,n, 是 A 的 全 部 特征 值 ,这 就 是 二 次 型 的 化 主 
轴 问 题 , 即 任 一 实 二 次 型 均 可 通过 正 交 的 变量 替换 化 为 标准 形 (4. 1). 由 此 即 得 : 
1) 二 次 型 的 秩 是 它 的 矩阵 A 的 非 零 特征 值 的 个 数 ; 

2) 二 次 型 的 符号 差 是 它 的 矩阵 A 的 正 特 征 值 的 个 数 与 负 特征 值 的 个 数 的 差 . 

例 4.5.3 设 A 为 n 阶 正定 阵 ,B 为 x 阶 半 正 定 阵 . 试 证 : | A 十 B | 宇 | A |. 

证 明 由 A 是 n 阶 正定 阵 知 A 合同 于 n 阶 单位 阵 了 ,, 即 存在 阶 实 可 逆 阵 P, 使 
P'AP 二 1. 又 由 B 为 n 阶 半 正 定 阵 知 P'BP 仍 是 半 正 定 阵 . 所 以 存在 n 阶 正 交 阵 QQ@, 使 
得 Q (PBP)Q== diag(i ah) ,其 中 (i 二 1,2,…,n) 是 P'BP 的 全 部 特征 根 , 因 
而 宇 0,i 二 1,2,…,n.T 二 PQ, 于 是 | 

TAT = Q'(P'BP)Q= QQ= 1,, 
TATBIT= TAT+ TBT = dag(l+ hs lt A,). 
由 此 即 得 1A+BI=1ITIEGIT+ND)CI 二 iD)…G 二 iD) 过 IT 一 141 


4.5.4 正定 矩阵 及 应 用 


定理 4.5.6 设 A 为 n 阶 正定 矩阵 , 则 

1) A- 是 正定 阵 ; 

2) kA (k 之 0) 是 正定 阵 ; 

3) A* 是 正定 阵 ; 

4) A”(m 为 任意 整数 ) 是 正定 阵 ; 

5) 若 B 亦 是 阶 正定 阵 , 那 么 A 十 B 也 是 正定 阵 . 


n 


定理 4.5.7 设 妈 元 实 二 次 型 g(xi,*…,X,) 二 2 DD ay 二 X'AX, 其 中 X= 


i=1 j=1 


(ia ,A 二 (aj) 二 A’ 是 正定 的 , 则 下 述 诸 命题 彼此 等 价 : 
1) 它 的 秩 与 符号 差 都 等 于 n; 
2) 它 的 矩阵 A 合同 于 x 阶 单位 阵 了 ,, 即 存在 n 阶 可 递 阵 P, 使 PAP 一 卫 ; 
3) 它 的 矩阵 A 的 一 切 顺序 主子 式 都 大 于 零 ， 
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4) 它 的 矩阵 A = Q'Q, 其 中 Q 为 n 阶 实 可 道 阵 ; 

5) 它 的 矩阵 A 的 特征 值 都 是 正 数 ; 

6) 它 的 矩阵 A = S* ,其 中 S 为 正定 阵 . 

实 二 次 型 g(xi,…,zx,) 二 X'AX 是 半 正 定 的 , 则 有 平行 的 结果 . 

定理 4.5.8 设 A 是 n 阶 正定 矩阵 ,a 为 实数 ,B 是 非 零 实数 列 向 量 , 设 线性 方程 组 
(A 十 a1)X 二 B 的 解 为 X= 二 XX(a), 则 g(a) = 二 | X(a) | 是 [0o, 十 ce) 上 的 严格 递减 函数 . 

分 析 首先 确定 g(a) 是 用 含 参数 a 的 向 量 的 长 | X(a) | 来 定义 的 ,而 XCa) 是 线 
性 方程 组 (A 十 a1)X = B 的 解 . 由 A 正定 知 存在 正 交 阵 口 ,使 得 U AU 为 对 角形 , 且 对 角 
线 上 的 元 素 都 是 正 实数 ,应 该 由 此 入 手 来 讨论 . 

证 明 ”因为 A 是 正定 矩阵 ,存在 正 交 阵 口 ,使 得 UAU = diag(X1,Xh2… 4,)( 表 示 对 
角 线 上 元 素 为 和 ,Xs，… ,4, 的 对 角形 矩阵 , 且 Xi ,Xs… 4; 为 正 实数 ). 用 


A = Udiag (A » AN2 > 
代入 线性 方程 组 : (A 十 a1)X = B, 即 
Udiag(Ai 十 az war, A 二 a)U'X =B, 


则 diagC 十 ah; 十 ah 十 acIUX = UB. 作 变 量 代 换 Y= 二 UX, 令 C=UB, 则 
| Y |= | .4 |. 设 C= CE» Cy se oe -= (y1， yz ys) ; 则 


diag (Ai A 国 ,A a es (人 
所 以 y; == c QQ; 十 a), 其 中 以 ; 03 4 之 0， 所 以 A; 0 则 


pa) =| X(a) |=| Yla) |= [i)],， 


“本 元 s| 随 < 的 增 大 而 减 小 ; 

当 6; 二 0 时 ,这 一 项 为 零 , 又 由 C = UB 知 , 当 b 不 全 为 零 时 ,c 一 定 不 全 为 零 ,所 
» Ci 
以 盖 个 咎 < 


定理 4.5.9 设 g(X) = XAX, 其 中 A = (a;) 为 n 阶 实 对 称 阵 ,X = (zi …, zz,) ; 则 


】 随 a 的 增 大 而 减少 , 则 g(a) 一 | XCa) | 是 [0, 十 ce) 上 的 严格 递减 函数 


> 如 果 Qi 一 半 j' 则 A 为 正定 矩阵 ; 
Ch ed 


2) 如 果 A 为 正定 矩阵 , 则 B 一 (7 竺 -) ， 也 是 正定 矩阵 . 


证 明 1) g(X) 二 Saysiy 二 > ¥ es = Dz etpr de 
i,j=1 


,j=1 ,j=1 
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三 的 )dz 三 I 的 ) ds, 
0 1 9 k=1 


对 于 一 切 X 尖 0, 被 积 函数 都 大 于 零 , 所 以 积分 值 大 于 零 , 即 对 于 任何 不 为 零 的 X, 都 使 
gq(X) 二 X'AX 二 0, 则 9(X) 为 正定 二 次 型 ,A 为 正定 阵 . 


2) 设 qtX) 二 XBX = AX = Ya Etprgt 一 | (Doarize™™) a, 
这 | 


令 Y= (zie ze2 Xse“*), 则 上 面 广义 积分 中 被 积 函 数 为 Y'AY, 对 于 任意 不 为 零 
的 和, 立 也 不 为 去 ,而 A 为 正定 矩阵 , 故 二 次 型 YAY 正 定 , 即 对 于 VY 不 为 零 ,YAY > 
0 成 立 . 

综 上 所 述 , YX 关 0, 都 有 Y 关 0, 使 得 YAY >>0, 即 被 积 函 数 总 大 于 零 , 所 以 积分 值 
一 定 为 正 值 ,所 以 g(X) = X'BX 为 正定 二 次 型 ,B 为 正定 矩阵 . 

例 4.5.4 已 知 A.C 为 n 阶 实 对 称 阵 , 且 C 为 正定 矩阵 , 若 矩阵 方程 AX 十 XA 二 
一 C 有 唯一 解 电 , 且 A 的 特征 值 为 互 不 相等 的 负数 ,求证 : B 为 正定 和 矩阵. 

证 明 ” 先 证 B 是 实 对 称 阵 , 由 AB 十 BA = 一 C 知 BA' 十 AB' = 一 C, 即 了 BA 十 
AB' = 一 C, 故 B' 也 为 矩阵 方程 的 解 ,由 解 的 唯一 性 知 : B 二 B, 即 B 对 称 . 

再 证 B 是 正定 矩阵 ,因为 A 是 实 对 称 阵 ,一 定 存在 正 交 阵 口 , 使 得 

UALU = diagtr sd 00 此 市 辐 过 0. 

令 UBU= Cw UCU= (G0)wa; 则 UAU .UBU+U BU. UAU=-U'CU, 即 


diag CA ya As) CDy ent (Dy) xndiag Ai sh Ms) = (Cy Dn: 


经 计算 可 得 CY 一 Ai 站 Bn 2 Ai; i 2 0, 所 以 Os ee a , 即 
U'BU= (2 ), YX#0 
人 十 入 全 


二 次 型 vCX) 二 多 (by) po 关 


ij 


令 
和 二 (的 人 ee) 一 Y(cy)Yde > 0( 当 羡 隆 0 时 ,YY 才 0) 
0 


则 C65 2 wen 为 正定 矩阵 ,从 而 由 C63 ) wx Cn BE 知 B 为 正定 矩阵 . 


群 论 是 现代 数学 中 最 早 和 内 容 最 丰富 的 分 支 之 一 . 关于 群 的 理论 的 系统 研究 早 在 


19 世纪 初 就 已 开始 ,其 中 ,变换 群 在 几何 学 中 起 着 重要 的 作用 ,而 有 限 群 是 方程 论 中 的 
Galois 理论 的 基础 ,这 两 个 领域 对 群 论 的 系统 研究 提供 了 原动力 . 


5.1 群 论 基础 


5.1.1 群 子 群 、 同 态 


定义 5.1.1 群 是 一 个 非 空 集合 G, 加 之 一 个 二 元 运算 “。”. 它 满足 以 下 性 质 . 

1%《 闭 全 性 》 对 于 Vasb, ceGrltad*w be = a .Cey. 

2) (单位 元 ) 对 于 YaEG, jeE€G, 使 得 e*a'== “el 二 .a. 

3)( 道 元 ) 对 于 Va€G, ja ECG, 使 得 ava = 一 aa = 三. 

如 果 群 G 的 运算 满足 交换 律 , 则 称 该 群 为 交换 群 或 Abel 群 . 

Q,R,C 对 于 加 法 均 是 Abel 群 . 

设 G 是 群 ,车 集合 G 有 限 , 称 G 为 有 限 群 ,否则 叫 无 限 群 . 千 有 限 群 G 共有 个 元 


素 , 则 称 G 为 n 阶 群 或 n 元 群 , 称 n 二 1G| 为 有 限 群 G 的 阶 . 


例 5.1.1 Q 上 阶 非 退 化 矩阵 的 全 体 GL,(Q) 对 于 算 阵 的 乘法 作成 群 ,R 上 阶 


正 交 和 矩阵 O, 的 全 体 , 对 于 矩阵 的 乘法 作成 群 . 这 些 和 矩阵 群 不 是 交换 群 . 


氏 运 动 . 由 于 欧 氏 运动 必 为 到 自身 的 一 一 对 应 ,并且 它 的 逆 仍 
是 欧 氏 运动 ,而 两 个 欧 氏 运动 的 合成 仍 是 欧 氏 运动 ,从 而 全 体 
欧 氏 运动 形成 群 , 叫做 平面 上 的 欧 氏 运动 群 ,这 也 是 非 
Abel 群 . 


条 


和 ,叫做 平面 上 的 旋转 群 . 


例 5.1.2 欧 氏 平面 中 保持 欧 氏 距 离 不 变 的 运动 叫做 欧 


平面 上 点 绕 坐标 原点 的 旋转 变换 的 集 关 于 映射 的 积 作成 


ABCD 是 一 个 固定 的 正方 形 ( 图 5 -1), 令 R 为 该 正方 形 


绕 中 心 O 道 时 针 方 向 旋转 90 的 变换 , 则 R' 一 RRRR 二 上 E 是 恒 
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等 变换 . 令 互 为 正方 形 ABCD 对 x 轴 的 反射 , 令 V 为 正方 形 ABCD 对 y 轴 的 反射 , 令 
DD 为 正方 形 ABCD 对 BD 轴 的 反射 ,D' 为 对 AC 轴 的 反射 , 则 Di 二 { Ri,R;,R;,R,= 
巨 , 昌 ,V ,D,D') 关 于 变换 的 积 是 一 个 群 . Ri 二 是 它 的 恒 等 元 . Ds 叫做 二 面体 群 . 

定义 5.1.2 设 (G,*) 是 一 个 群 ,G 的 非 空 子 集 A 关于 二 元 运算 “.” 封 闭 , 且 (A,…) 
也 是 一 个 群 , 则 称 (A,.) 为 群 (G,.) 的 子 群 ,并 记 为 A 三 G, 则 nZ 过 Z,nZ 与 Z 具 有 相 
同 的 单位 元 0. 

例 5.1.3 设 (G,，) 是 一 个 群 , 令 C= {ala€ G,z EG>rza=ar}), 则 CG,C 
叫 G 的 中 心 . 

定理 5.1.1 设 (G,…) 是 一 个 群 ,e 是 G 的 单位 元 , 则 G 的 子 集 互 是 子 群 的 充 要 条 
件 是 : 

(1) ap E Hab € 万 ; 

(2) a E Ha E 万 . 

从 这 个 定理 立即 得 到 , 若 Hi ,Hs 是 G 的 子 群 , 则 Hi 站 Hi 也 是 G 的 子 群 .一般 地 ， 
车 {H; | i € 1) 是 G 的 子 群 族 , 则 其 交 门 {有 ;| i € T 也 是 G 的 子 群 . 

定义 5.1.3 设 有 和 群 (G,…),(G ,©), 映 射 y: G 一 G 叫 同 态 ,是 指 对 Ya,b5EG 有 
ua» 6b) = pla) Ono). 

从 同 态 的 定义 立即 得 到 同 态 的 下 述 基 本 性 质 : 

(1) 车 4: G 一 G' 是 群 同 态 , 则 jy(e) = ,这 里 ee 分别 是 G,G' 的 恒 等 元 , 

(2) 车: G > G 是 群 的 同 态 ,a € G, 则 Ac) = yla) 

(3) 若 4: G > G' 是 群 的 同 态 ,a € G,k€ Z, 则 ww) 一 wo) 

(4) 车: G 一 G' 是 群 的 同 态 , 则 G, = {yla) | a € G) 是 G 的 子 群 ,叫做 G 关 于 
4 的 同 态 像 . 

定理 5. 1.2(Cayley 定理 ) 任 一 群 必 同 构 于 一 个 变换 群 . 

证 明 定义 映射 o: GSym(G) ,对 a € G,ap 二 pa, 其 中 ps:G>G ,对 XE€G， 
Noa = 由 于 po 为 单 同 态 , 且 C 空 C, 科 Sym(G). 而 G, 是 集合 G 上 的 变换 群 . 


5.1.2 循环 群 


定义 5.1.4 1) 群 G 中 含 S 的 最 小 子 群 称 为 S 在 G 中 生成 的 子 群 , 记 作 (《S); 
2) 设 旦 过 G, 如 果子 集 SG 互 且 (S) 王 互 , 则 称 S 是 子 群 瓦 的 一 个 生成 元 集 ; 
3) 特别 地 , 当 SEG 而 (S)=G 时 , 称 S 生成 群 G, 而 S 是 群 G 的 一 个 生成 元 集 . 
当 S 是 一 个 有 限 子 集 时 ,我 们 称 G 为 有 限 生成 的 . 

特别 地 , 当 G=={a} 是 由 一 个 元 素 a 组 成 时 , 称 G 是 由 a 生成 的 循环 群 . 

如 果 G 是 一 个 循环 群 , 则 G 必 有 下 列 性 质 : 


工人 三 人 机 2 pa ser a ee »* = 4 人 | nE€E Z} ,其 中 a" 一 Q ”多 1 一 710; 
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2 全 一 (ereslsseo3l 和 其 中 环 二 记 ， 而 a = 二 a',0 过 stn 一 1Os = 
例 5.1.4 (2Z, 十 ) 是 无 限 循环 群 ,1, 一 1 都 是 生成 元 . (Z; ,十 ) 是 一 个 阶 循环 群 . 
令 U, 是 1 的 nn 次 单位 原 根 的 乘法 群 ， 


态 放 三 琶 ; 则 还 三 各 | 有 三 的 全 二 ET 本 十 三 未 钳 证 类 . 


循环 群 有 且 仅 有 (Z, 十 ) 和 Un E N. 

循环 群 是 一 类 最 简单 的 群 . 对 循环 群 来 说 ,很 多 关于 群 的 基本 问题 都 比较 容易 解 
决 ,例如 ,确定 一 个 给 定 群 的 所 有 子 群 ,这 对 一 般 群 来 说 是 一 个 很 难 解决 的 问题 ,但 对 于 
循环 群 来 说 却 很 容易 解决 . 循环 群 的 子 群 都 是 循环 群 . 

1) 车 G 是 无 限 循环 群 , 则 对 每 个 正 整 数 m,G 恰 有 一 个 指数 为 m 的 子 群 G = 二 wa” >>， 
并 且 它 们 是 g 的 全 部 子 群 . 

2) 若 G 是 n 阶 有 限 循环 群 , 则 对 n 的 每 个 正 因子 m,G 恰 有 一 个 指数 为 m 的 n/m 阶 
子 群 G = 过 4” 之 ,并 且 它 们 是 G 的 全 部 子 群 . 


5.1.3 轨道 . 子 群 的 陪 集 


定义 5.1.5 设 G 是 集 S 上 的 一 个 变换 群 , 即 Sym(S) 的 子 群 , 则 C 确定 了 S 中 的 
一 个 二 元 关系 : 对 于 x,y € S,x ~ y 售 有 a EG, 使 得 y= xa. 这 是 一 个 等 价 关 系 ,S 中 
元 素 x 所 在 的 等 价 类 [xj] = xG = {za | a € G) 为 z+ 的 G 轨道, 或 简称 轨道 ,于 是 集合 
> 分 拆 成 一 些 轨道 ,在 同一 轨道 中 ,可 以 通过 某 个 a € G 的 作用 将 其 一 个 元 素 变 为 另 
一 个 元 素 ,而 不 同 轨道 中 的 两 个 元 素 不 可 以 这 样 做 . 

如 果 G 在 S 上 的 作用 只 有 一 个 轨道 , 则 称 G 在 S 上 是 传递 的 . 

例 5.1.5 设 zE€S,;, 且 a 二 (ii 各) (jj 访 ) … (U1ls… 4) 是 a 分 解 为 两 两 
不 相交 的 循环 的 乘积 的 分 解 式 , 且 包 括 一 切 可 能 的 1 阶 循环 在 内 . 令 G= 二 二 a 二 是 由 a 
生成 的 循环 群 , 则 S = {1,2,…,n) 关于 G = 二 a 这 确定 的 G 轨道 正 是 (iis… i,)， 
{ji1j2** Yo} 9 (Lils a 

例 5.1.6 设 G 是 任 一 群 , 则 由 Cayley 定 理 的 证 明知 道 , 右 平 移 的 集 G, = {ps | a € 
G} 是 G 的 一 个 变换 群 . 由 于 对 任何 y€ G, 方 程 y 二 xa 有 人 解 , 故 G, 在 G 上 是 传递 的 . 同 
样 地 ,G = {4 | a € G} 在 G 上 也 是 传递 的 . 

定义 5.1.6 设 古 之 G, 令 日,= {ps | a€ 日 ), 则 HH, 过 G,,; 从 而 日 ,是 G 的 一 个 
变换 群 . 设 x € G, 则 它 的 晶 , 轨道 正 是 x 日 二 {zh | hE€ 及 ), 它 叫做 x 关于 子 群 瑟 的 
左 陪 集 ,并 称 G 的 分 类 {xH | x € 昌 ) 为 G 关 于 互 的 左 陪 集 分 解 , 常 记 作 工 (五 ). 

例 5.1.7 考虑 (Z, 十 ), 对 n€EN, 令 H==nZ= {nk | 有 二 0, 土 1, 圭 2,…}), 则 a， 
5b EZ 在 关于 及 ==nZ 的 同一 左 陪 集中 的 充 要 条 件 是 n | (a 一 0), 即 4 三 b(modn), 从 而 
Z 关于 nZ 的 左 陪 集 分 解 正 是 Z 关 于 模 n 同 余 的 剩余 类 的 集 Z/ 二 二 = {L0j,[1],…， 
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定理 5. 1.3(Lagrange 定理 ) 设 G 为 有 限 群 , 豆 是 它 的 子 群 , 则 |G|=| 互 |[LG : Hj. 

证 明 设 1G|=n,| 昌 |==m; 则 对 YrzEG,|zxH|==m,; 设 {xz1H,zzH,…,X,H}) 
是 G 关 于 五 的 左 陪 集 分 解 ,于 是 n= mr ,此 处 > 一 [LG : Hj. 

推论 5.1.4 车 |G|= nn, 则 G 的 任 一 子 群 的 阶 是 n 的 一 个 正 因 子 ,x € G， 
则 zx” 二 e. 

Lagrange 定理 是 群 论 中 简单 而 有 用 的 定理 ,例如 ,一 个 6 阶 群 只 能 有 1,2,3,6 阶 子 
群 ,不 能 有 4 阶 或 5 阶 子 群 ;素数 阶 群 只 有 平凡 子 群 . 

如 果 在 上 面 的 讨论 中 考虑 左 平移 的 群 G = {Xs | a € G} 以 及 子 群 Hi; 二 (hh|aE€ 
互 ), 则 得 到 z € G 关 于 瓦 , 的 轨道 Hz = {hz | hE€ 互 ), 它 叫做 工 关 于 五 的 右 陪 集 .与 
左 陪 集 的 情形 一 样 , 每 一 右 陪 集 与 He = 也 有 相同 的 基数 ,从 而 每 一 左 陪 集 与 每 一 右 陪 
集 有 相同 的 基数 . 

另外 ,考虑 左 陪 集 分 解 L(H) = {zx 及 | x € G) 到 右 陪 集 分 解 及 RC(H) = G; 一 
{Hx | x € G) 的 映射 1, 对 XxH EL(H) ,u(xzH) = Hz 7 , 则 jy 是 一 个 双 射 ,从 而 L(H) 
与 RC(H) 有 相同 的 基数 ,于 是 符号 LG : 五 ] 也 适用 于 右 陪 集 分 解 . 


5.1.4 正规 子 群 . 商 群 和 同 态 定理 


车 7 是 半 群 S 上 的 一 个 同 余 , 则 商 集 S/7 关于 运算 7(a)7(0) = x(ab) 是 一 个 半 群 ， 
叫做 S 关于 7 的 商 半 群 . 

下 面 我 们 讨论 当 半 群 S 是 一 个 群 G 的 情形 ,首先 我 们 有 下 述 定理 : 

定理 5.1.5 若 7 是 群 G 上 的 一 个 同 余 , 则 G / 7 是 一 个 群 . 

证 明 ”由 上 面 的 讨论 我 们 知道 ,G / wy 是 一 个 半 群 , 设 e 是 群 G 的 恒 等 元 , 则 对 任何 
7Ca) EG/ nna)ne) = nae) 一 na), ye) na) = nye) = 7Ca) ,而 wy(e) 是 G/ 7 的 


恒 等 元 .又 设 wa) EG/w 则 yoya TD) 一 Taa ) 一 Te )C) = (a a)=e, 
从 而 o7 是 az 的 逆 元 , 即 (ay) ”二 ay, 从 而 G /7 是 一 个 群 . 常 称 G / 7 为 群 G 关于 
同 余 7 的 商 群 . 


例 5.1.8 在 (Z, 十 ) 中 ,“ 模 nn 同 余 ”, 即 a 三 0Cmodn), 是 一 个 同 余 ,; 从 而 (Z/ 二 7 之 ,站 
是 (Z, 十 ) 关于 这 个 同 余 的 商 群 . 

今 设 7 是 群 G 上 的 一 个 同 余 , 设 [o] = {a | a € G, aye) ,这 里 e 是 群 G 恒 等 元 , 则 
[e] 是 G 的 一 个 子 集 , 且 ee [ej, 若 a,6€ [ej], 则 axme,bye, 故 abyee, 从 而 ab € [Le], 又 寿 
aE [ej], 则 7ka) = 7Ce) , 故 7Ca ) 一 7TCQ) 一 ne) 二 nle) ,从 而 ca € [el, 这 样 
K == [ej 是 G 的 一 个 子 群 . 

另外 , 若 oa, 则 7Ca) 二 72) ,从 而 7Ca) 17(CO) 一 7Ce) ,但 

ma) nb) 一 na  )7CO) 一 na 'b), 
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从 而 aoE 开 =7e), 因 此 存在 &E 开 使 = ak ,这样 , 同 余 关 系 wy 正 是 KK; 等 价 ,而 [La] 
正 是 a 关于 子 群 K 的 左 陪 集 , 从 而 [aj 即 是 a 所 在 的 右 陪 集 Ka, 于 是 aK = [La] = Kao， 
也 就 是 说 天 = [Le] 是 下 述 定义 给 出 的 正规 子 群 . 

定义 5.1.7 设 旦 过 G, 对 VaE€G, 有 aH = Ha, 称 吾 为 G 的 正规 子 群 , 记 
作 H4G. 

现在 我 们 可 以 给 出 群 G 中 的 同 余 关系 与 G 的 正规 子 群 间 的 一 个 内 在 联系 . 

设 C 是 一 个 群 ,7 是 G 中 的 一 个 同 余 关系 , 则 等 价 类 KK = Le] 是 G 的 一 个 正规 子 群 ， 
且 对 Va ECG， an 一 aK 一 Kaj; 反 之 , 若 开 是 G 的 一 个 正规 子 群 , 今 定 义 G 中 的 关系 7 
为 K, 等 价 , 则 7 是 一 个 同 余 关系 , 且 由 这 个 同 余 关系 确定 的 等 价 类 ay = aK = Ka. 

定理 5.1.6 对 G 的 子 群 H,H4G 人 对 VaE€E G, 有 a iHa = (a!lha |h€eH}C 
H. 

定理 5.1.7 f/f: G 一 五 , 则 : 1)Imj 是 群 互 的 子 群 ;2) Kerf 是 群 G 的 正规 子 群 . 

定理 $.1.8( 群 的 第 一 同 态 定 理 ) 

1) 若 古 4C, 则 p: G 一 G/ 阳 , g PgH 是 群 G 到 其 商 群 G/H 的 满 同 态 ; 

2) 设 f 是 群 G 到 群 G = Imy 的 满 同 态 ,而 日 = Kerf; 则 G/H 综 G. 

定理 5. 1.9( 群 的 第 二 同 态 定理 ) 设 /是 群 G 到 群 G 上 的 满 同 态 , H = Kerf. 令 
L(G,H) = {G 中 所 有 包含 耳 的 子 群 ),L(G) = {G 中 所 有 子 群 ), 则 0: L(G ,H) ~ L(G). 

1) SD g(S) = {g(s),s € S} = 5S 是 集 L(G, 昌 ) 到 集 L(G) 上 的 一 个 一 一 对 应 , 且 
看 久 各 了 T 当 上 且 仅 当 7(S8Y 沪 了 (了 TY; 

2) S 是 G 的 正规 子 群 当 且 仅 当 /(S) 是 G 的 正规 子 群 ; 

3) 当 S 是 G 的 正规 子 群 时 ,有 G/S 锋 G/f(S). 


5.1.5 对 称 群 与 置换 群 


除了 同 态 基本 定理 ,研究 群 的 另 一 个 重要 手段 是 群 在 集合 上 的 作用 ,或 者 说 是 群 的 
置换 表示 , 即 一 个 给 定 群 到 某 个 置换 群 上 的 同 态 . 为 此 ,我 们 在 本 节 介 绍 有 限 集合 上 置 
换 群 的 基本 知识 . 

定义 5.1.8 设 S 是 非 空 集合 ,集合 S 到 自身 的 每 一 个 一 一 对 应 叫做 S 上 的 一 个 
置换 . 

以 A(S) 表 示 上 面 全 部 置换 构成 的 集合 . 在 函数 合成 运算 fg 之 下 ,A(S) 是 群 , 称 
为 S 上 的 对 称 群 , 它 的 每 个 子 群 均 叫 集合 S 上 的 置换 群 . 

设 S 和 5S 是 两 个 有 限 集合 ,如 果 | S |==| S' | 二 nn, 易 知 AC(S) 和 A(CS ) 同 构 ,从 而 
可 以 谈 nn 元 集合 上 的 对 称 群 ,表示 成 S,, 且 | S, | 二 nl. 而 S, 的 每 个 子 群 均 叫 元 集合 
上 的 置换 群 . 
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我 们 以 (mi … 1,) 表示 如 下 的 置换 : 11 => 5 > ly 11 
把 (zio… i) 叫做 一 个 长 为 的 轮换 . 由 此 ,每 个 置换 均 可 写成 一 些 轮换 的 乘积 ,使 
得 不 同 的 轮换 中 没有 相同 元 素 . 例如 
CT 
5 3 bh 8 


除 次 序 不 同 外 ,置换 表示 成 没有 共同 数字 的 轮换 之 积 是 唯一 的 . 长 为 2 的 轮换 叫 
对 换 . 

容易 看 到 ,每 个 轮换 可 表 成 一 些 对 换 之 积 . 

例如 ,Ciiio… 记 ) 二 (i 记 ) (i ia)… (i i,), 所 以 每 个 置换 总 可 表 成 有 限 个 对 换 
之 积 . 这 种 表达 式 ( 乃 至 对 换 的 个 数 ) 显然 不 唯一 ,但 是 ,同一 个 对 换 以 多 种 方式 表 成 对 
换 之 积 时 ,其 所 含 对 换个 数 的 奇偶 性 是 不 变 的 . 表 成 奇 ( 偶 ) 数 个 对 换 之 积 的 置换 叫做 
奇 ( 偶 ) 置换 . 

两 个 奇 置换 或 偶 置换 之 积 是 偶 置 换 ,一 个 奇 置 换 与 一 个 偶 置 换 之 积 是 奇 置 换 . 

全 体 偶 置 换 构 成 的 子 群 叫做 对 元 集合 上 的 交错 群 A,. 

易 知 A, 是 S, 的 正规 子 群 ,并 且 [S,: A,] = 二 2, | A, |= n1/2 (2 之 2). 

定义 5.1.9 只 有 平凡 正规 子 群 的 群 叫做 单 群 . 

素数 阶 群 Z, 是 循环 群 , 它 只 有 平凡 子 群 {1} 和 Z, ,从 而 是 单 群 .元素 个 数 大 于 1 的 
群 是 单 群 的 充 要 条 件 是 它 为 素数 阶 ( 循 环 ) 群 . 

定理 5.1.10 当 n 之 5 时 ,交错 群 A, 是 单 群 . 

我 们 要 给 出 的 证 明 是 非常 初等 的 . 首先 需要 两 个 引 理 . 

引 理 5.1.11 当主 3 时 ,长 为 3 的 轮换 形成 A, 的 一 个 生成 元 系 . 

证 明 设 o 关 1 是 偶 置 换 , 则 a 是 偶数 个 对 换 之 积 . 从 而 只 需 证 任意 两 个 对 换 之 积 
可 用 长 为 3 的 轮换 表示 即 可 . 

对 于 t= 二 (六 )(rxs)G 天 7 天 5 如 果 () = (), 则 rz 三 1; 如 果 7 三 7 天 s， 则 
rt 二 (jsi) ;如 果 i,j,r,s 两 两 不 等 , 则 zt 二 (ris) (ijr). 

引 理 5.1.12 如 果 NN 是 A,(n 宇 3) 的 正规 子 群 ,并 且 N 包含 一 个 3 -轮换 ， 
则 N = A，. 

证 明 如果 (rsc) E N, 则 对 每 个 kk 关 r ,ssc, (rsk) 二 (rs). 

ck) rsc) ck)Crs) = [Crs) Ck) rsc) [rs) (cg) EN. 


)= (1 5) (2 3 6) (4 7)(8). 


则 N=A,. 

定理 5.1. 10 的 证 明 设 {1} 关 N 4 A,, 我 们 证 明 NN = A,. 

N 中 必 包 含 一 个 元 素 是 长 为 3 的 轮换 .事实 上 , 设 1 关 co € N, 并 且 o 将 {a1,*…,a,) 
中 尽 可 能 多 的 元 素 保持 不 动 . 设 o 恰 好 变动 3 个 a;, 从 而 必 是 长 为 3 的 轮换 .首先 ,a 至少 
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变动 3 个 w (因为 只 变动 两 个 w 的 为 对 换 , 而 对 换 是 奇 置 换 ,不 属于 A,) ,现在 把 c 写成 
没有 公共 元 素 的 轮换 之 积 , 并 且 把 最 长 的 轮换 写 在 左边 . 若 c 恰好 变动 4 个 w, 则 三 
(a1azs) (asas). 由 于 n 宇 5, 从 而 B= (as3a4as) € A,; 而 0 = 二 BoB™ = 二 (aiaz)(aias) E N， 
于 是 ur = (asas) (asas) 二 (asasas) E N, 即 是 长 为 3 的 轮换 .车 o 至 少 变动 5 个 a;, 则 
又 分 三 种 情形 考虑 : 

1) o 包含 长 度 宇 4 的 轮换 , 即 o== (aasasa…)… 取 8 三 (aasa) € A,, 则 oi = 
BoB 二 (arasaraq2*)"… EN), 而 i 宇 5 时 ,g(ai) = 二 ol(ai;), 从 而 NN 中 oi1o ”至 多 变动 4 
个 qi, 这 与 o 变动 a; 个 数 的 极 小 性 矛盾 ; 

2) o 中 轮换 最 大 长 度 为 3, 则 so 二 (a1azas)(aras…)…, 由 于 o 至少 变动 5 个 a;, 从 而 so 
不 是 长 为 3 的 轮换 . 这 样 的 o 至 少 变 动 6 个 a. 取 B= (aasa) E 4, 则 om = Bo8 = 
(arasar) (azas…)"… E NN, 而 NN 中 置换 oo ”至 多 变动 5 个 4, 导致 矛盾 ; 

3) 设 o 是 一 些 对 换 之 积 : c= (aas)(asaqas)…, 它 至 少 变动 6 个 ai;. 取 B= (azasas) 所 
A,; 则 a =p8cp 一 (aa)(aa) EN 而 co (CE N) 只 变动 4 个 a;, 矛 盾 ; 

综 上 可 知 ,N 中 包含 元 素 是 长 为 3 的 轮换 . 由 引 理 即 知 N = A,. 


5.1.6 群 在 集合 上 的 作用 


我 们 说 过 同 态 是 研究 群 之 间 关 系 的 基本 手段 . 为 了 研究 一 个 群 G, 自 然 希望 有 一 些 
理想 的 “样板 ” 群 作为 标准 ,然后 通过 研究 G 到 样板 群 的 各 种 同 态 来 把 握 G 的 特性 . 理 
想 的 样板 群 有 两 类 ,一 类 是 置换 群 , 另 一 类 是 矩阵 群 . 一 个 群 G 到 置换 群 的 同 态 叫 G 的 
置换 表示 ,而 到 矩阵 群 的 同 态 叫 线性 表示 . 研究 群 的 线性 表示 是 群 论 的 一 个 美妙 的 分 
支 , 即 通常 所 谓 群 表示 理论 , 它 在 物理 、 化 学 .力学 等 许多 方面 都 得 到 了 重要 应 用 . 下面 
介绍 群 的 置换 表示 理论 的 一 些 基本 知识 . 

定义 5.1.10 设 》' 是 一 个 集合 ,S( 》) ) 是 >， 上 的 对 称 群 , 群 G 到 S(>，) 的 每 
个 同 态 f: G > S( 》) ) 都 叫做 群 G 在 集合 >， 上 的 一 个 置换 表示 . 

如 果 f 是 单 同 态 , 则 称 f 是 忠实 表示 . 

这 时 ,对 于 G 中 不 同 的 元 素 g ,f(g) 是 >, 上 不 同 的 置换 . 群 G 借 助 于 置换 表示 了 作 
用 在 集合 》) 之 上 ,也 就 是 说 ,元 素 g € G 在 集合 >) 上 的 作用 看 成 是 置换 f(g) ,对 于 每 
个 去 全 》 ,定义 ga 三 (8)a. 

设 x: GS( 3 ) 是 一 个 置换 表示 . 在 》 上 定义 如 下 的 关系 : 对 于 a, bE€ 2)， 
aa 一 0 有 8gEG, 使 得 ga = 6b. 这 是 一 个 等 价 关系 ,因为 

(1) x(16) 是 》' 的 恒 等 置 换 ,从 而 对 每 个 a € 2),16*a==4, 即 a~a; 
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(2) 如 果 a 一 0), 则 有 gEG 使 得 ga 二 5, 于 是 g 6 二 4a, 即 5 ~ a; 

(3) 若 a 一 56,6 一 c 则 ga = 二 6,hb = 二 c, 其 中 g;h € G, 于 是 (hg)a 二 cc,; 所 以 a ~. 
( 简 言 之 , ~ 是 等 价 关 系 , 因 为 G 是 群 ) 

定义 5.1.11 对 于 上 述 等 价 关系 ，》>) 中 元 素 a 所 在 的 等 价 类 是 [4] = Ga = {ga | 
g € G). 每 个 等 价 类 叫 一 个 G -轨道 ,或 简称 轨道 . 

于 是 >》) 分 拆 成 一 些 轨道 ,在 同一 轨道 中 ,可 以 通过 某 个 g € G 的 作用 将 其 一 个 元 
变 为 另 一 个 元 ,而 不 同 轨 道中 的 两 个 元 不 可 以 这 样 做 . 

例 5.1.9 设 G 是 群 , 取 》) = G, 对 每 个 ga € G, 可 作 如 下 映射 : f: G-~ SCC)， 
f(g)a = ga. 也 就 是 说 ,对 于 g € G,f(g) 是 集合 G 上 如 下 的 置换 : 它 将 G 的 每 个 元 素 
a 变 成 ga. (由 群 G 上 的 消去 律 可 知 f(g) 是 G 上 的 置换 ), 由 于 (f(g)f(g’))a = 
fe (ftp a = f(tg 0d) = ge = flgg)as 从 而 flg)flg)== f(gg'),; 即 f:;:G— 
S(G) 是 群 的 同 态 . 

定义 5.1.12 /是 群 G 在 集合 G 上 的 一 个 置换 表示 ,这 叫做 群 G 的 左 正则 表示 . 
由 于 g € KerfSga = 二 a,YVa€ GSg 一 16, 于 是 /为 单 同 态 , 即 左 正则 表示 是 忠实 的 . 

类 似 定 义 t: G 一 S(G), r(g)==ag 1, rt(g)r(g )a=rt(g)a(g’) !=a(g)!'g! = 
a(gg') 1! 二 tl(gg )a ,可知 z 也 是 一 个 群 同 态 . 表示 zt 叫做 G 的 右 正则 表示 , 它 也 是 
忠实 的 . 

定理 5. 1. 13[ 凯 莱 (Cayley) 定 理 ] 每 个 群 均 同 构 于 某 个 置换 群 . 

证 明 由 于 正则 表示 f: G 一 S(G) 是 忠实 的 ,根据 同 态 基本 定理 ,G 同 构 于 f(G)， 
而 f(G) 是 集合 G 上 对 称 群 SCG) 的 子 群 ,从 而 1(G) 是 集合 G 上 的 置换 群 . 

这 个 定理 显示 出 置换 群 有 资格 作为 一 切 群 的 样板 群 . 我 们 希望 能 给 出 群 G 在 较 小 
集合 了 上 的 置换 表示 . 因为 n= | 》) | 愈 小 ,S( >) )= S, 的 子 群 愈 容易 研究 

例 5.1.10 设 瑟 过 G 取 》) = {aH |a€G), 即 >》) 是 由 G 对 于 及 的 全 部 陪 集 af 
构成 的 集合 ,定义 fy: G 一 S(》)), fu(g)(Ah) = gaH, 即 对 每 个 g € G,jn(g) 把 陪 集 


aH 变 成 ga ,这 是 集合 >， 上 的 置换 ,并 且 fy 是 群 的 同 态 ,从 而 fs 给 出 的 一 个 G 置 换 表 


示 , 叫 做 群 G 对 于 子 群 互 的 左 诱导 表示 . 对 Va € G, 由 于 g€ Kerfy 人 SgaH = all， 
VaEGe ga € HEOg € aHa ， 


Va€E GOgE NaHa ;从 而 Kerfn 二 NaHa 三 态 的 所 有 共 轿 子 群 的 交 . 
类 似 可 定义 G 对 于 子 群 互 的 右 诱导 表示 : 
5\= {Hala€EG},r:G™>S(2)), r(g)(Ha) = Hag . 
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Kerrn 也 是 互 的 所 有 共 轿 子 群 的 交 . 

例 5.1.11 设 A 是 群 G 的 任意 子 集 , 取 》) = (aaa |aeEG)(C 即 A 的 全 部 共 斩 
子 集 ) ,定义 x: G 一 S(》)),n(g)(aha 1!) = gaAa nig! 二 (ga)A(ga)"!, 这 是 一 个 置 
换 表 示 ,叫做 群 G 对 于 子 集 A 的 共 恩 表示. 由 于 g € Kerr 全 gaAa 'g "二 aAa ,VaE€ 
Ga lga € Ne(A), Ya € GOg € aNc(A)a ,Ya € G, 从 而 

Kerr = NM aNe (A)a 


为 正规 化 子 Ne(A) 的 所 有 共 斩 子 群 的 交 . 

定义 5.1.13 设 群 G 作用 于 集合 >,， 之 上 , 则 对 每 个 元 素 aE >),G. = {g € 
G | ga = a} 是 G 的 一 个 子 群 ,叫做 元 素 a 的 固定 子 群 . 

(轨道 公式 ) 设 有 限 群 G 作用 于 集合 >) 上 ,a € 2); 则 | G1=|G, [aj|. 

最 后 我 们 用 群 在 集合 上 的 作用 解决 一 些 群 论 问题 . 

引 理 5.1.14 设 G 是 2n 阶 群 ,2 不 整除 n, 则 G 必 有 指数 为 2 的 正规 子 群 . 

定理 5.1.15 G 为 有 限 群 , | G | 宇 6 且 | G | 二 2(mod4), 则 G 不 是 单 群 ; 

定理 5.1.16 设 G 为 有 限 群 ,p 是 |G | 的 最 小 素 因子 ,如 果 NG,[G: Nj]=p， 
则 H4G. 


5.2 有 限 群 的 结构 


5.2.1 Sylow 定理 


拉 格 朗 日 定理 是 : 车 有 限 群 G 的 阶 数 是 n, 则 G 的 每 个 子 群 的 阶 都 是 ”的 因子 . 反 
过 来 ,对 于 的 每 个 因子 d,G 未 必 有 da 阶 子 群 . 例如 ,我 们 已 知 60 阶 群 A: 是 单 群 , 它 没 
有 30 阶 子 群 , 因 为 这 样 的 子 群 一 定 是 正规 的 . 

但 是 下 一 定理 表明 ,对 于 |G| 的 特殊 因子 4,G 必 有 < 阶 子 群 . 在 本 定理 以 及 以 后 许 
多 结果 的 证 明 中 ,我们 不断 使 用 群 在 集合 上 的 作用 这 一 有 效 工具 . 

定理 5.2.1 设 六 |‖G|1, 其 中 思 为 素数 ,以 NGC) 表示 G 中 阶 子 群 的 个 数 , 则 
N(p') 寺 1(modp). 特别 地 ,如 果 p” 上 G |, 则 G 至 少 存在 一 个 p” 阶 子 群 . 

证 明 令 |1G|= pmn, 以 》) 表示 G 的 全 部 p' 元 子 集 组 成 的 集 族 , 则 | >) | 一 C%. 
考虑 G 在 》) 上 的 如 下 作用 f: GS(2)),f(gyjM= Mg ',Vg€G,ME 2》). 分 


拆 成 一 些 轨 道 T 之 并 》) =U:T;, | 2 |= 2,1Ti|,|T|=|1G:A;|, 其 中 A;= 
g EG|Me "== M, | 是 轨道 T 中 任 一 元 素 M; 的 固定 子 群 ,由 于 MA, 二 Mi,Mi 可 以 


。106 。 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


| 


k 
分 拆 成 M = U giAi, gs eM lye 二 |M ||6 | 王女 /| | .于 是 | A; | 
pi 六 过关 如 果 关 二 ” 则 | 下 | =[G:A]= np 二 0(modpn). 
病 果 区 三 六 山下 二 和 是 和 二 | 30 二 | LT 
n= nr 1(modpn). b 


| 


现在 计算 》，1, 即 长 为 的 轨道 T; 的 个 数 ,注意 到 
[TT 


于 | 
| 下 | =n=|14;| = p= = 1=>M, = gh, 
于 是 六 阶 子 群 B; = giAig7' 与 Mi = giA; 在 同一 轨道 T; 之 中 ,并 且 若 X E T;, 则 
Xg 二 M; = Big;,X = 二 Bigig 1!, 所 以 轨道 T; 中 个 元 素 即 是 G 对 于 p” 阶 子 群 B; 的 nn 
个 陪 集 . 这 7 个 陪 集中 除 B; 外 其 余 陪 集 不 包含 1, 从 而 不 会 是 子 群 . 
G 的 每 个 p” 阶 子 群 均 恰好 在 一 个 长 为 ”的 轨道 之 中 ,于 是 2 1 三 和 Nt) ,从 而 


Co 三 nN (p") (modpm). 这 个 同 余 式 对 任意 pn 阶 群 G 均 成 立 . 

特别 地 , 取 G 为 pn 阶 循环 群 , 则 它 只 有 一 个 女子 群 , 代 入 上 式 即 知 Ch 
n(modpn). 于 是 nn 二 nN(p”)(modpn), 从 而 N(p') 志 1(modp). 

定义 5.2.1 设 G 为 pmn 阶 群 ,其 中 为 素数 ,r 宇 1,p 不 整除 n, 则 GG 的 每 个 p” 
子 群 均 叫 做 G 的 Sylowp - 子 群 . 

定理 5.2.2(Sylow 定理 ) 设 G 为 有 限 群 , 则 

1) 对 | G | 的 每 个 素 因 子 已 , 均 存 在 G 的 Sylowp - 子 群 ; 

2) G 的 Sylowp - 子 群 彼此 共 斩 ， 

3) G 的 Sylowp - 子 群 的 个 数 圭 1(modp); 

4) 设 卫 为 G 的 一 个 Sylowp - 子 群 , 则 G 的 Sylowp - 子 群 的 个 数 为 [LG : No(P)]. 

证 明 1) 和 3) 由 定理 5. 2. 1 直接 推出 ,由 2) 容 易 得 到 4), 从 而 只 需 证 2). 令 2) 
是 G 的 所 有 Sylowp - 子 群 构成 的 集合 ,将 G 共 纯 作用 于 其 上 . 令 A 是 一 个 G -轨道 . 取 
PE 》' ,再 将 卫 共 绒 作用 于 A 上 .A 分 拆 成 一 些 P -轨道 ,每 个 PP- 轨道 的 长 度 是 |P|= 
p" 的 因子 .如 PE A, 并 且 P' 自身 组 成 一 个 P -轨道 , 即 Xpz ”二 P' ,Vz € P, 则 
之 Ne(P ,从 而 PP’ 声 G, 但 是 |PP’ |=|Pl| P|1/1PNP' 1I 仍 为 也 的 寡 , 且 
PP 过 PP’', 由 于 PP 和 PP 均 是 Sylowp - 子 群 , 故 必 P' = PP'== P. 这 就 表明 当 P EA 时 ， 
A 中 长 为 1 的 轨道 只 有 {P}, 从 而 | A | 三 1(modp). 当 P 4 A 时 ,A 没有 长 为 1 的 轨道 ， 
从 而 |A| 寺 0C(modp). 这 两 种 情形 不 可 能 同时 发 生 , 所 以 只 能 是 所 有 Sylowp - 子 群 均 在 
A 中 , 3) ==A, 即 G 在 》) 上 的 共 罗 作 用 是 传递 的 , 即 G 的 所 有 Sylowz- 子 群 彼此 共 恩 ， 


至 
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推论 5.2.3 设 素 数 p 是 |G| 的 因子 , 则 群 G 的 每 个 p 方 窜 阶 的 子 群 B 均 包 含 在 G 
的 某 个 Sylowzp - 子 群 内 . 

推论 5.2.4 设 P 是 G 的 Sylowp - 子 群 , A 三 G, 且 Ne(P) 达 A, 则 Ne(A)=A. 

推论 5.2.5[ 弗 拉 梯 尼 (Fratini) 定 理 ] M 是 G 的 正规 子 群 ,P 为 M 的 Sylowp - 子 
群 , 则 G = MN CP). 

例 5.2.1 148 阶 群 不 是 单 群 . 

证 明 取 p== 37 | 148, 则 和 N(37) 三 1(Cmod37) ,从 而 N(37) = 37h 十 1, 由 于 148 阶 群 
G 的 全 部 Sylowp - 子 群 形成 一 个 共 斩 类 ,其 总 数 应 当 是 | G |= 148 的 因子 , 即 N(37) = 
37h 十 1 | 148, 于 是 37h 十 1 14, 这 只 能 = 二 0, 即 N(37) = 1, 因 此 G 只 有 一 个 37 阶 子 群 ， 
从 而 必然 是 正规 子 群 , 则 G 不 是 单 群 . 

例 5.2.2 56 阶 群 G 不 是 单 群 . 

定理 5.2.6 设 p 和 g 是 两 个 素数 , 则 : 

1) pg 阶 群 G 不 是 单 群 ; 

2) pg 阶 群 G 不 是 单 群 . 

证 明 1) 若 p==g,p” 阶 群 G 是 Abel 群 ,由 定理 5.2.1 知 它 有 p 阶 子 群 ,Abel 群 的 
子 群 都 是 正规 的 ,所 以 G 不 是 单 群 . 

如 果 p 关 g, 不 妨 设 Pp 二 gqg,N(p)= 二 np 十 114g, 而 gq 二 Pp, 只 能 n = 0,G 只 有 一 个 
Sylowp - 子 群 , 它 是 正规 子 群 ,于 是 G 不 是 单 群 . 

2) 若 p 二 9; 已 证 过 pi? 阶 群 G 必 有 非 平 凡 的 中 心 C(G), 且 CC(G) 有 zp 阶 子 群 N, 显 
然 N 是 G 的 正规 子 群 ,因此 G 不 是 单 群 . 

如 果 p 二 gq; 则 NC(p) 二 np 十 11g, 有 n= 二 0,G 有 正规 的 p? 阶 Sylow 子 群 ,G 不 是 
单 群 . 如果 pp 二 g; 则 N(g) 二 ng 十 11 疡 ,如 果 N(g) = 二 1, 则 G 有 正规 g 阶 子 群 ,G 不 是 
单 群 . 由 于 p 二 gq, 所 以 N(g) 不 能 为 p. 最 后 着 N(g) 二 pp*, 即 G 有 pi? 个 g 阶 子 群 ,它们 
共 占 据 G 的 p*(g 一 1) 十 1 个 元 素 , 余 下 pp 一 1 个 元 素 和 16 便 构成 G 唯一 的 p” 阶 Sylow 
子 群 P,P 是 G 的 正规 子 群 ,所 以 G 也 不 是 单 群 . 

定理 5.2.7 非 Abel 单 群 的 最 小 阶 数 是 60, 且 60 阶 单 群 必 同 构 于 A;. 


5.2.2 有 限 Abel 群 的 结构 定理 


本 节 我 们 将 看 到 非常 漂亮 ,完整 的 有 限 交 换 群 的 结构 定理 ,由 此 我 们 将 具体 地 理解 
什么 是 群 的 结构 理论 . 

定义 5.2.2 设 G 是 加 群 ,而 H;,(1 过 i 过 s) 是 G 的 子 群 ,如 果 

1) G 二 Hi 十 "二 及;, 即 每 一 个 gg 可 表示 成 hi 和 十 呈 十 hshi € H;; 

2) 上 面 的 表示 方法 是 唯一 的 , 即 对 Yg € G, 由 g 二 及 十 十 hh, 二 hf 十 十 内， 
其 中 及,hiE€ 日 ; ,一定 有 hh; 二 hi 二 1,2,…,s, 则 称 G 是 子 群 且 1,…, 昌 ;的 (内 ) 直 和 ， 
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记 为 G = Hi 四 刀 申 … 四 万 ,也 称 G 可 以 分 解 成 互 ,,，…, 互 , 的 直 和 . 

引 理 5.2.8 在 加 群 G 中 ， 

1) 若 元 素 g 的 阶 为 5 ,而 G3,7) 二 1, 则 tg 的 阶 亦 为 ;, 且 二 8g 主 = 三 霹 谊 ; 

2) 车 元 素 g 的 阶 为 ,而 (Gs,t) 二 4;, 则 tg 的 阶 为 s/d; 

3) 车 gj 十 … 十 g。 一 0, 且 gi; 的 阶 5;,i 二 1,2,…,m, 两 两 互 素 , 则 每 个 g; 一 0. 

定理 5.2.9 设 G 是 有 限 加 群 , | G | 二 二 pypR…p” ,其 中 pi; 是 不 同 素数 , 则 

1)G= Hi 名 HH; 名 … 人 甸 H,, 其 中 Hi; 是 p;- 群 ,i 二 1,*…，,t; 

2) 若 G==Hi 名 … 甸 HH, 一 Hi 鲜 … 甸 本 ,其 中 Hi,H; 是 p;- 群 ,i 一 1,…,z, 则 
对 Yis, 有 HH;== HH. 设 {gi,…;,gi},(h,…,hs) 是 G 的 两 个 元 素 个 数 相 等 的 生成 元 集 ,其 
相应 的 阶 集 依次 为 {p",…,p*),{ps ,Pp*) 如果 十 … 十 mm 过 碳 十 … 十 ;我 们 
就 说 生成 元 集 {g1，… ,gi) 小 于 生成 元 集 {hi ，… ,hi). 

定理 5.2.10 设 G 为 有 限 p -加 群 ,| G |= 加, 则 有 

1)G= Zs "OZe; 

2) 车 G= Zegi 名 … 外 Zgi 一 Zh 四 … 田 Zh,, 则 必 有 二 ss, 且 适当 重 排 脚 标 后 
有 Zg; 宫 Zhi,i = 1,.…,k. 

定义 5.2.3( 外 直 积 的 定义 ) 设 群 G;,i 一 1,…,n, 令 集合 G 二 G1 XG XXG,， 
而 规定 集 G 中 的 一 个 二 元 运算 如 下 : 对 giyhi € Gisi 二 1,n, 规 定 (g1,*…*,81)。 
(hh) 二 (gi,… ,gsh,) ,这 里 gh; 是 群 G; 中 的 乘积 . 

直接 验证 (G, .) 是 一 个 群 , 称 之 为 群 G,…,G, 的 (外 ) 直 积 , 记 作 G = 
G1©G; ©…@G,. 特别 地 , 当 所 有 G; 是 交换 群 时 ,G 也 是 交换 群 . 这 时 我 们 常 把 G 写成 
G =G1 四 G; 四 … 田 G,; 称 之 为 加 群 G; 的 (外 ) 直 和 ,这 时 G 的 运算 记 作 加 法 ,写成 
(gi9°% 380) 十 (让 = (gi hisnsg 二 hy), 令 Gi= {(0,°"*,0,g8i,0,. ,0) | 
g; EG) ; 则 G; 是 G 的 子 群 ,G/ G;, 且 有 G 是 其 子 群 Gi(i 二 1,…,n) 的 (内 ) 直 和 .在 
这 个 意义 上 ,内 直 和 ,外 直 和 是 互通 的 ,虽然 内 直 和 概念 是 属于 结构 理论 的 ,而 外 直 和 是 
属于 构造 理论 的 . 

定理 5.2. 11 (有 限 交 换 群 结构 定理 ) 有 限 加 群 G 可 唯一 地 分 解 为 素数 寡 循 环 群 
的 直 和 , 即 设 | G | 二 pYp 宫 …p”,p; 是 不 同 素数 , 则 

1) G = Gu 四 … 四 G 四 … 四 G 田 … 四 Gs, 其 中 Gs 是 阶 为 p” 的 循环 群 . 

2) 自然 数 集 Cp? pp ，,… ,pr%) 由 群 G 唯一 确定 . 

这 是 一 个 很 值得 欣赏 的 结构 定理 ,可 以 和 算术 基本 定理 相 比 ,那里 表示 任意 整数 的 
是 “素数 ,构造 方法 是 “乘积 ", 而 这 里 表示 任意 有 限 加 群 的 是 “素数 需 阶 的 循环 群 ”, 构 
造 方法 是 “ 直 和 ”. 

自然 数 nn 的 分 解 是 n 二 2 p 实 …p” ,而 有 限 加 群 G 的 阶 |G | 二 =n 的 分 解 式 为 
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sy et 
5.2.3 有 限 群 的 同 构 分 类 


代数 学 的 基本 问题 之 一 就 是 同 构 分 类 问题 . 对 于 很 多 代数 系统 来 说 ,这 个 问题 已 经 
解决 . 例如 ,线性 代数 中 的 向 量 空间 ,任意 7 维 向 量 空 间 w,CF) 都 同 构 于 Fr ,这 实际 上 
就 是 域 上 有 限 维 向 量 空间 的 同 构 分 类 定理 . 它 告诉 我 们 ,从 同 构 的 意义 上 来 说 ,任意 域 
上 给 定 n 维 向 量 空 间 只 有 一 个 FF". 

我 们 又 有 ,给 定 正 整数 ,任意 两 个 阶 循环 群 彼此 同 构 , 即 从 同 构 的 意义 上 说 ,n 
阶 循环 群 只 有 一 个 , 那 就 是 Z,. 这 实际 上 就 是 有 限 阶 循环 群 的 分 类 定理 . 

基于 同样 的 想法 ,Cayley 在 给 出 了 有 限 群 的 定义 后 ,于 1878 年 明确 地 提出 了 对 于 
一 般 的 n 阶 有 限 群 的 同 构 分 类 问题 .与 循环 群 的 情形 完全 不 同 ,人 们 发 现 这 个 问题 是 非 
常 复杂 和 困难 的 . 为 了 解决 这 个 问题 ,许多 数学 家 经 过 艰苦 的 努力 ,得 到 了 若干 个 具有 
基本 意义 的 有 限 群 构造 定理 . 根据 这 些 定理 ,人 们 把 解决 有 限 群 的 同 构 分 类 问题 归纳 为 
两 大 步骤 : @ 分 类 所 有 的 有 限 单 群 ;@ 找 出 “用 单 群 来 构造 其 他 群 ? 的 方法 . 这 就 是 所 
谓 的 The Holder Program. 它 为 解决 有 限 群 的 同 构 分 类 问题 指明 了 方向 ,并 勾画 了 粗 
糙 的 轮廓 . 在 某 种 意义 上 ,有 限 单 群 是 构造 有 限 群 的 “ 基 元 素 ”, 为 了 使 用 这 “ 基 元 素 ” 来 
证 明 有 限 群 的 一 般 定理 ,我 们 需要 了 人 解 关 于 有 限 单 群 的 详尽 信息 . 值得 庆幸 的 是 ,分 类 
所 有 的 有 限 单 群 的 工作 ,通过 数 百 位 数学 家 数 十 年 的 努力 ,已 于 1980 年 宣告 完成 . 目前 
该 项 工作 正在 简化 、 整 理 . 这 一 工作 被 认为 是 20 世纪 数学 界 获得 的 最 伟大 的 成 就 之 一 . 
对 于 The Holder Program 的 第 二 部 分 ,进展 缓慢 , 仍 有 大 量 艰难 工作 要 做 . 

定义 5.2.4 称 群 G 的 子 群 列 1= Go 二 Gi 声 G;: 牵 … 牵 G, 二 G 为 G 的 合成 群 
列 .对 Vi 每 个 商 群 Gn/G; 为 单 群 . 称 上 面 的 合成 群 列 的 长 度 为 x. 合成 群 列 中 的 商 群 
称 为 这 一 群 列 的 合成 因子 . 

更 一 般 地 ,一 个 群 称 为 群 G 的 合成 因子 ,车 它 同 构 于 G 的 某 一 合成 列 中 的 一 个 合成 
内 

例 5.2.3 考虑 群 S;, 它 有 一 正规 子 群 A;, 且 A; 是 S; 的 唯一 的 非 平 几 正规 子 群 . 
由 于 S;/As 富 Z;, 也 是 单 群 , 故 14 A 4 5; 为 S; 的 一 个 合成 群 列 

定义 5.2.5 称 N 为 群 G 的 极 大 正规 子 群 , 阁 N 4G, 且 G 没有 真 包含 NN 的 正规 
子 群 . 

任意 非 平 凡 有 限 群 均 有 极 大 正规 子 群 .由 对 应 定理 易 见 ;N 是 G 的 极 大 正规 子 群 
当 且 仅 当 G/N 是 单 群 .正规 的 极 大 子 群 必然 是 极 大 正规 子 群 ( 且 指数 为 素数 ), 但 极 大 
正规 子 群 不 一 定 是 极 大 子 群 , 因 为 它 可 能 真 含 于 一 个 非 正 规 真子 群 中 . 

例 5.2.4 和 群 1XZ, 是 AiXZ: 的 极 大 正规 子 群 , 但 不 是 极 大 子 群 . 

定理 5.2.12 有 限 群 有 合成 群 列 . 
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证 明 设 G 是 有 限 群 ,对 |1G| 作 归纳 法 . 若 G 是 单 群 , 则 14G 是 G 的 合成 群 列 ; 否 
则 G 有 极 大 正规 子 群 G ,由 归纳 假设 G 有 合成 群 列 1 = Go。 志 G1 二 Gs 二 … 牵 G,= 
G. 由 于 G/G' 是 单 群 , 故 1 二 Go 二 G 声 … 志 GG 过 … 牵 G, 二 G 是 G 的 合成 群 列 . 

无 限 群 不 一 定 有 合成 群 列 . 例如 , 令 G 是 无 限 循 环 群 ,因为 G 的 每 个 非 平 凡 子 群 均 
为 无 限 循环 群 ,因而 均 同 构 于 G. 由 于 G 是 非 单 群 , 故 G 没有 子 群 是 单 群 . 

引 理 5.2.13 设 NqdG, 若 G 有 合成 群 列 , 则 N 有 合成 群 列 . 

定理 $. 2. 14(Jordan-Holder 定理 ) 若 群 G 有 合成 群 列 , 则 G 的 任意 两 个 合成 群 
列 有 相同 的 长 度 , 且 它们 等 价 . 

定义 5.2.6 群 G 的 一 个 子 群 列 1==G, 过 … 过 Gi 声 G 声 = G 称 为 次 正规 群 列 ， 
若 对 Yi 有 Gi 4 G. 

一 个 次 正规 群 列 称 为 正规 群 列 , 若 对 每 个 i 有 G4 G. 

合成 群 列 是 次 正规 群 列 的 一 个 特例 ,但 反之 不 然 , 因 为 次 正规 群 列 可 能 有 平凡 的 商 
群 因子 ,或 者 有 非 平 凡 商 群 因子 ,但 不 是 单 群 . 

若 两 个 同 长 度 的 次 正规 群 列 满足 合成 群 列 等 价 定义 中 所 给 的 条 件 , 则 称 它们 是 等 
价 的 . 

定义 5.2.7 一 个 给 定 的 次 正规 群 列 经 过 插入 子 群 所 得 到 的 新 的 次 正规 群 列 称 为 
原来 次 正规 群 列 的 加 细 . 

一 个 加 细 称 为 是 真 加 细 , 若 所 插入 的 项 中 至 少 有 一 个 在 原来 的 群 列 中 没有 出 现 . 因 
而 合成 群 列 是 没有 重复 项 的 且 没 有 真 加 细 的 次 正规 群 列 . 

定义 5.2.8 和 群 G 的 正规 群 列 称 为 主 群 列 , 若 该 正规 群 列 中 没有 重复 项 , 且 任 意 两 
项 之 间 不 能 再 插入 其 他 的 正规 子 群 . 

定义 5.2.9 群 G 的 主 群 列 中 相 邻 两 群 作成 的 商 群 称 为 G 的 主因 子 . 一 个 群 称 为 
群 G 的 主因 子 , 若 它 同 构 于 群 G 的 某 一 主 群 列 中 的 一 个 主因 子 . 

对 主 群 列 也 有 类 似 的 Jordan-Holder 定理 , 即 一 个 群 的 任意 两 个 主 群 列 都 有 相同 
的 长 度 , 且 等 价 . 其 证 明 类 似 于 合成 群 列 情形 的 证 明 . 

这 两 个 结果 是 更 一 般 结果 的 特殊 情形 , 即 算 子 群 的 Jordan-Holder 定理 . 

定义 5.2.10 称 NN 为 群 G 的 极 小 正规 子 群 ,车 1 关 N4G, 且 N 不 真 包含 G 的 非 
平凡 正规 子 群 . 

任意 非 平 凡 有 限 群 均 有 极 小 正规 子 群 ; 单 群 有 唯一 的 极 小 正规 子 群 , 即 它 自 身 . 

定理 5.2.15 有 限 群 有 主 群 列 . 

证 明 设 G 是 有 限 群 ,对 |G| 作 归纳 法 ,车 G 为 单 群 , 则 14G 是 G 的 主 群 列 , 否 
则 ,G 有 非 平 凡 极 小 正规 子 群 N. 由 归纳 假设 ,G/N 有 主 群 列 , 由 对 应 定理 可 知 这 一 主 
群 列 有 形式 : 1 = G,/N4 … 4G/N4Go/N = G/N, 其 中 对 Yi,Gi; 4G, 且 在 Gi; 与 
G, | 之 间 没 有 G 的 非 平凡 正规 子 群 . 由 于 N 是 G 的 极 小 正规 子 群 , 故 14N== G,4 … 


4G4G = 一 C 是 G 的 主 群 列 . 

由 定义 知 , 有 限 群 的 合成 因子 均 是 单 群 . 在 本 节 的 最 后 ,我 们 来 决定 有 限 群 的 主因 
子 . 首先 有 下 面 的 引 理 

引 理 5.2.16 G 有 主 群 列 , 则 群 G 的 每 个 主因 子 是 G 的 某 个 商 群 的 极 小 正规 
子 群 . 

证 明 车 1==G,4… 4G4G==G 是 G 的 一 个 主 群 列 , 由 对 应 定理 可 知 每 个 
CC 是 G/Gii 的 极 小 正规 子 群 . 

定理 5.2.17 有 限 群 的 极 小 正规 子 群 是 同 构 单 群 的 直 积 . 

推论 5.2.18 有 限 群 的 主因 子 是 同 构 单 群 的 直 积 . 


5.3 可 解 群 . 震 零 群 与 超 可 解 群 


上 节 我 们 引进 了 群 的 各 种 子 群 列 的 概念 . 本 节 将 利用 子 群 列 来 研究 群 . 特别 地 , 利 
用 子 群 列 来 定义 一 类 重要 的 群 一 一 可 解 群 .Galois 引进 群 的 概念 ,研究 5 次 及 5 次 以 上 
方程 的 根 式 解 问题 ,他 证 明了 n(n 宇 5) 次 方程 有 根 式 解 当 且 仪 当 这 个 方程 的 Galois 群 
是 可 解 群 . 本 节 将 考察 这 类 群 及 其 相关 群 类 . 


5.3.1 可 解 群 

定义 5.3.1 设 G 是 群 , 令 G0 = 二 G, 对 kEN, 定 义 G* 为 G*“Y 的 导 群 ,所 得 到 的 
群 列 称 为 G 的 导 群 列 . 

对 VA,G4D 为 G% 的 特征 子 群 ; 导 群 列 是 G 的 一 个 正规 群 列 ,而 且 导 和 群 列 中 任意 
相 邻 两 群 的 商 群 都 是 交换 群 . 


定义 5.3.2 称 一 个 群 为 可 解 群 , 若 它 的 导 群 列 终止 于 1. 

由 于 一 个 群 为 交换 群 当 且 仅 当 其 导 群 为 1, 易 见 ,交换 群 为 可 解 群 .但 是 并 不 是 所 
有 群 都 可 解 , 例 如 ,A; 不 是 可 解 群 . 由 于 单 群 几乎 没有 正规 子 群 ,而 可 解 群 有 许多 正规 
子 群 , 故 可 解 群 可 认为 是 与 单 群 相 反 的 一 个 概念 . 如 果 这 一 思想 正确 的 话 , 那 么 就 应 该 
有 很 少 的 群 既是 单 群 又 是 可 解 群 ,而 事实 正 是 如 此 . 

定理 5.3.1 可 解 单 群 为 素数 阶 循环 群 . 

证 明 设 G 为 可 解 单 群 , 则 G' 关 G; 又 因为 G 是 单 群 , 故 G = 1, 从 而 G 为 交换 群 . 
但 由 于 交换 单 群 的 每 个 非 单 位 元 必 是 生成 元 , 故 G 必 为 素数 阶 循 环 群 . 

下 面 给 出 可 解 群 的 一 些 性 质 : 

定理 5.3.2 设 G 是 群 , 则 下 列 条 件 等 价 : 

1) G 是 可 解 群 ; 

2) G 有 一 个 正规 群 列 , 其 相 邻 两 群 构成 的 商 群 为 交换 群 ; 
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3) G 有 一 个 次 正规 群 列 ,其 相 邻 两 群 构成 的 商 群 为 交换 群 . 

证 明 1) 之 2) 人 3) 显然 , 故 只 需 证 3) 之 1). 

设 G=G@G 三 G 三 … 三 G=1 是 G 的 次 正规 群 列 , 且 任意 相 邻 两 群 构成 的 商 群 
为 交换 群 ,因为 G, = 1, 要 证 明 G 可 解 , 只 需 证 对 Vi,G” 过 CG 成 立即 可 . 

对 i 作 归 纳 法 . 由 于 G/G; 交换 , 则 6 之 Gi. 设 i 这 1, 由 归纳 假设 得 G* ”< G;i， 
则 G® = (G3) 志 (Gi1) ,由 于 Gii/G; 交换 , 则 (Gi) 委 Go 故 C0 过 Gil 

下 面 我 们 来 考察 一 下 与 可 解 群 相关 的 一 些 群 的 可 解 性 

定理 5.3.3 设 G 是 群 , 则 : 

(1) 若 G 可 解 , 互 迄 G, 则 瓦 可 解 ; 

(2) 车 G 可 解 ,NAG, 则 G/N 可 解 ; 

(3) 车 NdG, 且 N;,G/N 可 解 , 则 G 可 解 ; 

(4) 若 G, 瑟 可 解 , 则 CGX 互 可 解 . 

由 定理 易 知 ,对 称 群 S;,S;,S, 均 为 可 解 群 ,而 S; 不 是 可 解 群 . 

定理 5.3.4 有 合成 群 列 的 群 是 可 解 群 当 上 且 仅 当 它 的 所 有 合成 因子 为 素数 阶 . 

易 见 ,存在 既 非 单 又 不 可 解 的 群 ,如 S; ,也 存在 非 交换 的 可 解 群 ,如 S:(Ss 之 A; > 
1). 没有 合成 群 列 的 群 有 可 能 是 可 解 群 . 例如 ,无 限 交 换 群 是 可 解 群 ,但 它 没有 合成 
群 列 . 

定理 5.3.5 有 限 p 群 是 可 解 群 . 

定义 5.3.3 设 p 是 素数 ,2Z, 是 p 阶 循环 群 , n € N', 则 个 循环 群 Z 的 直 积 
DZ, XZ X… X 2Z, 称 为 p" 阶 初等 交换 p 群 . 

容易 验证 ,有 限 交 换 群 G 是 初等 交换 p 群 的 充 要 条 件 是 exp(G) = p. 

定理 5.3.6 有 主 群 列 的 群 是 可 解 群 当 且 仅 当 它 的 每 个 主因 子 为 初等 交换 p 群 . 

证 明 设 群 G 有 主 群 列 , 若 G 的 所 有 主因 子 为 初等 交换 p 群 , 则 可 加 细 群 G 的 主 
群 列 ,得 到 群 G 的 一 个 合成 群 列 , 它 的 合成 因子 均 为 素数 阶 ,又 G 是 可 解 群 .反之 , 独 C 
可 解 , 设 了 及 /K 为 G 的 一 个 主因 子 , 其 中 K4H4G. 又 HH/K 为 可 解 群 ,而 也 /K 的 每 个 
合成 因子 为 素数 阶 ,因而 日 /K 有 限 . 由 推论 知 ,有 H/K 为 同 构 于 某 一 单 群 S 的 若干 个 群 
的 直 积 . 由 于 有 H/K 的 每 个 合成 因子 必 同 构 于 S, 且 这 些 因子 为 素数 阶 , 故 五 / 玉 是 初等 
交换 p 群 . 

定理 5.3.7 有 合成 群 列 的 群 是 可 解 群 当 且 仅 当 它 有 一 正规 群 列 其 相 邻 两 群 构成 
的 商 群 为 p 群 . 


5.3.2 超 可 解 群 


定义 5.3.4 群 G 有 一 个 有 限 的 正规 群 列 G = Go 宇 Gi 宇 … 宇 C, 一 1, 其 中 每 个 
商 群 G/G 都 是 循环 群 , 则 称 G 为 超 可 解 群 . 
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因为 有 限 超 可 解 群 为 可 解 群 , 且 有 限 p 群 为 超 可 解 群 .但 是 并 非 所 有 的 有 限 可 解 群 
均 为 超 可 解 群 . 

例 5.3.1 S 有 主 群 列 3 >A, > 开 盖 1, 其 中 开 为 Klein 四 元 群 , 且 S,/A, 安 2 ， 
Ai/K 纪 Z;,K 纪 ZX 2;, 则 Ss 是 可 解 群 ,但 不 是 超 可 解 群 . 

定义 5.3.5 NqG, 六 在 G 中 的 补 子 群 是 指 群 G 的 子 群 互 ,满足 G = NH ,， 
HNNMNH=1. 

定义 5.3.6 有限 群 G 的 子 群 互 称 为 Hall 子 群 , 若 | 互 | 与 [G : 有 H] 互 素 . 

定理 5.3.8(Schur-Zassenhaus 定理 ) ”有限 群 的 任意 正规 Hall 子 群 均 有 补 子 群 . 

定理 5.3.9 设 G 是 有 限 可 解 群 ,其 阶 为 mn, 其 中 (m,n) == 1, 则 : 

1) G 有 mm 阶 子 群 ; 

2) G 的 任意 两 个 m 阶 子 群 均 共 斩 ; 

3) 群 G 的 阶 整除 mm 的 子 群 包含 在 G 的 某 一 个 m 阶 子 群 中 . 

这 个 定理 对 任意 有 限 群 不 一 定 成 立 . 例如 ,60 = 20 X 3 阶 群 A; 没有 20 阶 子 群 . 

下 面 我 们 不 加 证 明 地 给 出 有 限 群 为 可 解 群 的 一 些 著名 定理 . 

定理 5.3.10 (Burnside 定理 ) 设 p, g 是 素数 ,a, b 为 非 负 整数 , 则 za* 阶 群 
可 解 . 

Burnside 定理 是 一 个 非常 典型 的 结果 , 它 告诉 我 们 阶 有 3 个 因子 的 有 限 群 不 一 定 
可 解 , 且 A; 就 是 一 个 反例 . 

定理 $.3. 11(Feit-Thompson 定理 ) 奇 阶 群 是 可 解 群 . 

这 个 定理 也 称 为 “ 奇 阶 定理 ”, 首 先是 由 Burnside 在 1911 年 提出 的 猜想 . 作为 推 
论 , 易 见 奇 阶 单 群 只 能 是 素数 阶 循环 群 . 

定理 5.3.12 设 G 是 有 限 群 ,车 G 有 m 阶 子 群 , 且 | 态 | 二 mn, 其 中 m,n) 二 1, 则 G 


是 可 解 群 . 
定理 5.3.13 有 限 群 G 不 可 解 当 且 仅 当 存 在 C 的 阶 互 素 的 非 单 位 元 x ,y,z ,使 得 
ZXy = z. 


例 5.3.2 在 As 中 取 z=(12345),y 二 (1.2)(3 4),z 二 (2 45),; 其 中 |.x|= 
5, |y|=2,|z|=3, 则 A; 满足 定理 的 条 件 , 从 而 A; 不 可 解 . 


5.3.3 只 零 群 


下 面 介 绍 群 论 中 的 男 一 个 重要 群 类 , 它 介 于 交换 群 与 可 解 群 之 间 . 

定义 5.3:7 群 G 的 一 个 正规 群 列 G = 二 G6 宇 Gi 宇 … 宇 C, 王 1 称 为 G 的 中 心 群 
列 , 蔡 对 每 个 i,G;/Gin 包含 在 G/Gi 的 中 心里 . 

定义 5.3.8 若 群 G 有 一 个 中 心 群 列 , 则 称 G 为 曙 零 群 . 

交换 群 G 有 中 心 群 列 G 二 1, 从 而 交换 群 是 寡 零 群 . 
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引 理 5.3.14 有 限 pb 群 是 罕 零 群 . 
证 明 设 P 为 有 限 p 群 , 则 对 |P| 作 归纳 法 . 车 | 了 |= p, 则 PP 为 交换 群 ,从 而 蜂 
零 ; 车 | P| 汪 p, 令 Z== ZC(P), 则 2Z 冯 1. 由 归纳 假设 知 ,P/Z 有 中 心 群 列 
P/Z2="P,/Z SE Pi/Z mF PIZ = 1; 


易 见 群 列 P= P。 宇 Pi 宇 … 宇 P,==Z 宇 1 是 P 的 中 心 群 列 . 

定理 5.3.15 设 G 是 有 限 群 , 则 下 列 陈述 等 价 : 

1) G 是 寡 零 群 ; 

2) 对 G 的 任意 子 群 互 , 有 Ne( 互 ) > 所; 

3) G 的 每 个 Sylow 子 群 在 G 中 正规 ; 

4) G 是 其 Sylow 子 群 的 直 积 ; 

5) G 的 每 个 极 大 子 群 在 G 正规 . 

引 理 5.3.16 循环 bp 群 P 的 每 个 非 生成 元 必 为 P 中 某 元 的 p 次 震 . 

证 明 卫 恰 有 一 个 由 zx?* 生 成 的 指数 为 p 的 子 群 Q@, 其 中 xz 为 P 的 生成 元 . 若 yE 
Q, 则 对 某 个 整数 mw y = (x?)" = (x")*, 因 而 Q 中 每 个 元 是 P 中 某 元 的 p 次 知 . 又 QQ 是 
P 的 唯一 的 极 大 子 群 ,P 的 生成 元 素 不 能 属于 P 的 任何 一 个 极 大 子 群 , 故 Q 恰 是 由 P 的 
非 生成 元 组 成 的 集合 ,所 以 了 的 每 个 非 生成 元 必 为 P 中 某 元 的 之 次 宕 . 

定理 5.3.17 有限 交换 p 群 是 循环 p 群 的 直 积 . 

证 明 设 P 为 有 限 交换 p 群 ,对 |P| 用 归纳 法 . 设 | P| 之 p 且 结论 对 于 阶 小 于 | P| 
的 交换 p 群 成 立 . 令 Q 是 了 的 极 大 子 群 , 则 | P/Q1= p. 由 归纳 假设 ,Q== Q@ X… XQ， 
其 中 对 Yi,Q 是 pr 阶 循环 群 . 设 ww 宇 … 宇 a; 宇 1. 令 TEP 了 但 zx 4 Q. 因 为 | P/Q|= 
p; 我 们 有 x* € Q, 所 以 zx? 二 yy… yy, 其 中 对 Yi 来 说 ,y; E Q, 若 对 某 个 i 以 及 某 个 zx; € 
Q: 有 二 双 ; 则 (zr7)? 二 zr? 二 XY 二 Yl 和 ,但 zz FQ, 则 存在 
zx EP 一 Q 使 得 x? = yy… y,, 其 中 y; 或 为 Q 的 生成 元 或 为 单位 元 . 

若 x? 关 1, 则 P 是 二 x 之 与 Q@ 的 直 积 ,因而 可 设 x? 关 1, 在 此 情况 下 ,存在 某 个 i 
使 得 y; 关 1, 令 j(1 志 ;三 s) 是 使 得 y; 关 1 的 最 小 整数 . 现在 有 Xx? 二 yj*… yy 因为 P 是 
交换 的 ,所 以 zx? 的 阶 是 y ，…，y 阶 的 最 小 公 倍数 加 ,因而 | 天 工 >|= pm. 令 Q<P 
是 除 Q@; 以 外 的 所 有 Q; 的 直 积 ,; 则 1 Q|=|1Q|1/18 1=|Q|/p”. 

若 能 证 明 二 zx 之 门 Q=1, 则 二 xz 之 QQ 就 是 阶 为 p | Q|=| P| 的 循环 群 的 直 积 ， 
因而 P 是 循环 群 的 直 积 . 设 x'E 二 x, 因 zx* € Q, 而 对 每 个 1<n<p,x" € Q, 故 仅 
当 轧 | 1 时 才 有 zx' EQ. 令 1 二 mp, 其 中 0 万 m 二 jp%, 于 是 x 二 (2?) 二 ys 因为 
训 二 p59 二 | 二 yj 之 |, 故 六 冯 1. 这 说 明 x' 在 Q = Qi X… XQ 的 分 解 式 中 的 第 j 个 
分 量 不 为 1. 又 由 @@ 的 作法 知 , <z > 之 n Q = 1. 结 论 得 证 . 

定理 5.3.18( 有 限 交 换 群 基本 定理 ) 有 限 交换 群 是 循环 之 群 的 直 积 . 
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定理 5.3.19 设 G 为 p’ 阶 非 交 换 群 , 则 G 同 构 于 下 列 四 种 群 之 一 : 

1) 当 p 关 2 时 : 

(IG ey yr 二 

人 三 二 本 | = WwW= = 1[r, y= Lz = yy = 1 
Cp Rn) RR ys 

2) 当 p = 二 2 时 : 

GG = | XZi( 三 面体 群 》， 


(iy) GC = wy | 2 = 1 = yr 二 《四 元 数 和 群 》 
5.3.4 窜 零 群 与 超 可 解 群 的 关系 


定理 5.3.20 备 零 群 是 可 解 群 . 

例 5.3.3 5S; 没有 中 心 群 列 . 否则， 人 Z(S;) 的 非 平 
凡 子 群 ,显然 这 不 可 能 , 故 S; 不 是 究 零 群 . 

定理 5.3.21 有 限 适 零 群 是 超 可 解 群 . 

证 明 设 G 为 有 限 备 零 群 ,G==G, 宇 Gi 宇 … 宇 C, = 是 G 的 一 个 中 心 群 列 . 若 
把 这 个 中 心 群 列 加 细 为 主 群 列 , 则 它 仍 为 G 的 一 个 中 心 群 列 . 由 于 包含 于 群 G 的 中 心里 
的 子 群 必 为 G 的 正规 子 群 , 故 G 的 主 群 列 就 是 它 的 合成 群 列 , 因 而 列 中 每 个 商 群 为 素数 
阶 循环 群 , 从 而 G 为 超 可 解 群 . 

定理 5.3.22 超 可 解 群 的 子 群 和 商 群 是 超 可 解 的 . 

推论 5.3.23 超 可 解 群 满足 极 大 条 件 . 

超 可 解 群 是 有 限 生成 的 ,根据 上 述 定理 , 它 的 子 群 也 是 有 限 生成 的 ,所 以 满足 极 大 
条 件 . 

定理 5.3.24 超 可 解 群 G 具有 正规 群 列 G= 互 这 玉 二 … 盖 有 到 =1, 其 中 每 个 商 群 
H;/ Hi 是 无 限 循 环 群 或 是 素数 阶 循环 群 . 

证 明 设 G=G, 宇 Gi 宇 … 宇 G, = 1 是 正规 群 列 ,其 中 Gi/G; 是 循环 群 ,如 果 
Gi; 1/G; 有 有 限 的 阶 p1ps… p, ,其 中 pi ,ps… p; 是 素数 (不 必须 是 不 同 的 ), 则 G1/Gi; 具 
有 阶 为 pi ;pip;，… ,pi… pi 的 唯一 循环 子 群 ,而 且 这 些 都 是 特征 子 群 ,因此 在 CG- 和 
G, 之 间 的 s 一 1 个 对 应 的 子 群 在 G 内 是 正规 的 ,而 且 相 邻 的 群 的 商 群 是 素数 阶 循环 群 . 
用 这 个 方法 加 细 每 个 有 限 阶 的 商 群 G; 1/G; ,就 得 出 定理 中 的 正规 群 列 ,其 中 每 个 商 群 
是 无 限 循环 群 或 素数 阶 循环 群 . 

这 个 定理 还 可 以 进一步 加 强 而 按 素数 的 大 小 来 重新 排列 素数 阶 商 群 . 

定理 5.3.25 超 可 解 群 的 导出 群 是 窜 零 的 . 

证 明 设 G=G 宇 Gi 宇 … 宇 G, = 1 是 G 的 正规 群 列 , 其 中 G1/G; 是 循环 群 ， 
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记 H:; = G” 们 G; ,那么 
@G 王 万, 等 型 友人 训 一 1 
是 正规 序列 ,而且 这 序列 中 不 同 的 项 k; 组 成 群 列 
G' 一 开 ,三 开交 全 开 ， 三 
其 中 K; 1/K; 是 循环 群 .我们 来 判断 这 些 由 组 成 G” 的 中 心 群 列 . 
每 个 K; 是 G 中 正规 子 群 的 交 , 因 此 在 G 内 是 正规 的 ,这 时 在 G/K; 内 K;1/K; 是 循 
环 的 正规 子 群 ,用 G/K; 的 元 素 作 变 形 导 出 循环 群 K; 1/K; 的 自 同 构 . 然而 循环 群 的 自 
同 构 组 成 Apel 群 ,所 以 G/K; 的 两 个 元 素 导 出 K;1/K; 的 可 交换 的 自 同 构 , 于 是 任何 两 
个 元 素 的 换 位 子 x ”yxy 导出 K;1/K; 的 恒 等 自 同 构 , 这 说 明 K;1/K; 属 于 G /K; 的 中 
心 ,因而 这 些 K 组 成 G 的 中 心 群 列 , 所 以 G' 是 宕 零 的 . 
我 们 已 经 介绍 了 几 类 重要 的 群 : 
{循环 群 ;CC{ 交 换 群 ;CC { 窜 零 群 ;CC{ 超 可 解 群 )C{ 可 解 群 ). 


5.4 有 限 生 成 Abel 群 的 结构 


5.4.1 自由 群 


群 论 研 究 可 以 分 成 两 个 侧面 ,一 方面 是 对 给 定 的 有 背景 的 重要 群 ,如 各 种 对 象 的 对 
称 群 .置换 群 . 矩 阵 群 (与 几何 物理 的 联系 )、 有 限 单 群 .可 解 群 (与 解 代数 方程 有 联系 ) 
等 等 ,讨论 这 些 群 的 结构 ,以 及 它 与 其 他 群 的 关系 ( 群 的 表示 问题 ), 男 一 方面 是 尽 可 能 
多 地 构造 出 一 些 新 的 群 来 ,或 者 是 借助 于 已 知 群 去 构造 新 群 ,或 者 根据 需要 去 构造 新 
群 ,通常 称 前 者 为 群 的 结构 理论 和 表示 理论 ,而 称 后 者 为 群 的 构造 理论 ,当然 这 两 者 是 
互相 联系 的 . 

前 面 讨 论 过 的 子 群 、 商 群 ,都 是 从 一 个 已 知 群 获得 新 群 的 方法 . 

从 一 般 线性 群 GL, (F) 得 到 其 子 群 SL, (F) ,以 及 从 SL, (F) 得 到 PSL, (FF) 等 等 . 

由 两 个 已 知 群 K 和 矿 , 由 它们 可 以 构造 一 个 新 的 群 , 即 它们 的 外 直 积 及 XK. 由 已 
知 的 两 个 群 互 和 天 ,还 可 用 别 的 方法 构造 新 群 吗 ? 

这 样 的 群 我 们 已 见 过 ,加 群 Z 和 循环 群 之 间 就 有 这 种 关系 : 任 一 循环 群 都 是 群 Z 
的 同 态 象 . 下 面 首先 来 推广 这 一 结果 . 

定理 5.4.1 任意 由 个 元 素 生 成 的 交换 群 G 都 是 的 同 态 象 . 

定义 5.4.1 称 群 Z" 为 n 阶 自由 交换 群 . 

现在 我 们 进一步 研究 某 些 群 的 结构 ,首先 介绍 约束 条 件 最 少 的 群 一 一 自由 群 以 及 
用 定义 关系 刻画 群 结构 的 方法 . 
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定义 5.4.2 设 S 为 任意 集合 ,S 中 有 限 个 元 素 zl,z，…,z 连 在 一 起 叫做 是 
= 
Gi 和 yiyz…ym 相等 ,如 果 7 一 70 且 Zi 一 yisl1 = 


以 >，(S) 表示 所 有 这 样 的 字 ( 包 括 空 字 1) 组 成 的 集合 ,在 >，(S) 中 定义 两 个 
字 的 运算 为 : (XI La TN mw) = Rp 

对 每 个 字 a € 》，(S) 规定 la = al = a, 则 这 个 运算 显然 满足 结合 律 , 从 而 
>， (S) 对 上 述 运 算 形成 一 个 么 半 群 , 称 为 集合 S 上 的 自由 么 半 群 . 

集合 S 叫做 》，” (S) 的 基 .“ 自 由 ”一 词 意味 着 >，(S) 中 除了 含 么 半 群 定义 中 的 
要 求 之 外 ,没有 任何 其 他 拘束 条 件 . 

定义 5.4.3 如 果 S 是 有 限 集 , 则 FF(S) 叫 做 有 限 生成 自由 群 . 

特别 地 , 当 S= {a}) 时,F(S) = 一 < 二 = 一 {a” | n€ 72) 就 是 无 限 循环 群 ,而 当 | S | 
2 时 ,F(S) 是 无 限 非 Abel 群 . 

定理 5.4.2 每 个 群 都 是 自由 群 的 商 群 . 每 个 有 限 生成 群 都 是 有 限 生成 自由 群 的 商 群 . 

证 明 设 G 为 群 . 取 G 的 一 个 生成 元 系 忆 (例如 可 取 之 =G) ,定义 集合 S = 
{X。| a E >)) ,并 考虑 映射 f: F(S) 一 G, 其 中 Xe) 一 a7CX ) 一 a ,对 于 AE 
UD (过 ;过 由, 定义: f(Ai… A,) = 了 (A1) … f(A,). 这 个 映射 是 可 以 定义 
的 , 即 不 依赖 于 FCS) 中 元 素 的 不 同 表达 方式 , 因为 不 同 表 达 方 式 是 由 于 插入 或 消去 
让 义 下 或 六 二 造成 的 i! CNR2 二 a 二 1, fCXF X= a a ls 

进一步 , 易 知 f 是 群 同 态 , 并 且 是 满 的 ,因为 对 每 个 生成 元 a € >),a = f(X,) € 
Im 六 ,从 而 G = 二 》) 二 = Imf. 根据 同 态 基 本 定理 ,G 空 FCS)/Ker 太 即 G 同 构 于 自由 
群 FCS) 的 商 群 .如 果 G 是 有 限 生成 的 , 令 有 限 集 >) 是 G 的 一 个 生成 元 系 , 则 S = 
{ X。 | a € 》)) 也 是 有 限 集 ,从 而 FC(S) 为 有 限 生成 自由 群 . 

设 G 同 构 于 自由 群 F(S) 的 商 群 ,f: F(S)/K 吕 G,K 是 F(S) 的 正规 子 群 , 则 G 是 
由 f(S) 二 》) 生成 的 ,进一步 ,对 KK 中 每 个 元 素 a,G 中 就 有 一 个 等 式 f(a) 一 16,K 中 
有 多 少 元 素 ,G 中 就 相应 有 和 多少 个 关系 . 如 果 PP 是 K 的 一 个 子 集 , 且 K 是 F(S) 中 包含 
PP 的 最 小 正规 子 群 (叫做 由 PP 生成 的 正规 子 群 ), 则 KK 中 每 个 元 素 均 可 由 PP 在 F(S) 中 的 
全 部 共 斩 集 合 的 元 素 运 算出 来 ,反映 在 群 G 中 ,G 的 所 有 关系 均 可 由 P 中 元 素 给 出 的 关 


系 推 导出 来 . 
定义 5.4.4 我们 把 由 了 中 元 素 给 出 的 那些 关系 全 体 叫做 群 G 的 定义 关系 集 ,并 


上 且 群 G= 一 >, | f(a) =1,YaEP>>, 这 种 刻画 群 的 方式 叫做 群 G 的 一 个 表现 . 
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例如 令 S = {a,5b},K 是 下 (CS) 中 的 元 素 和 (ab)* 生成 的 正规 子 群 , 如 果 G 安 
F(S)/K, 则 G 的 结构 可 以 写成 G = 二 A,B | A = (4AB): = 1>. 

例 5.4.1 以 wp 表示 关系 集合 为 空 集 . G= 二 S | wp 之 即 是 以 S 为 基 的 自由 群 ,因为 
此 时 天 三 {1},GF(S)7{1} = F(S). 

例 5.4.2 忆 突 <a>/<< 必 > 盖 =F(S)/<w 盖 ,其 中 S= {a), 因 而 阶 循环 群 的 表 
现 六 Z| 和 全 二 过 : 

例 5.4.3 正 n(n 宇 3) 边 形 对 称 群 D, 是 22 阶 群 , 它 有 生成 元 二 c,rz 二 ,其 中 = 
rT" 二 1,(w)? 二 1. 令 下 是 以 {a,b) 为 基 的 自由 群 , 则 有 群 的 满 同 态 f: F 一 D,,f(a) = 
o,f(b) 二 zt, 由 同 态 基 本 定理 可 知 D, 空 F/Ker 太 

例 5.4.4 令 Q = 二 a,b|a' = 二 1,6: = a? ,ba = 二 ab 放 . Qs 中 每 个 元 素 均 可 写成 
abi(0 过 i 过 3,0 达 j 达 上), 从 而 | Q; | 过 8. 但 是 我 们 有 一 个 具体 和 矩阵 群 G 二 二 A， 
已 之 ,其 中 


(oa 0 ji re 

二 中 本 = 人 ] a 
满足 A= 二 1,B: = 二 A?,BA = MB, 可 直接 验证 AiBi(0 过 i 过 3,0 声 7 声 1) 为 8 个 不 
同 的 矩阵 ,因此 | G| = 8. 然后 可 按 例 5.4. 3 的 方法 得 出 G 喧 Q, 即 Q 为 8 阶 非 
Abel 群 . 


5.4.2 子 群 直 积 


定义 5.4.5 设 S 为 任意 集合 ,表现 为 上 = 二 S| 恕 =,Va,pES> 的 群 叫做 
以 $S 为 基 ( 或 在 S 上 ) 的 自由 Abel 群 ( 除 了 交换 性 条 件 之 外 不 再 有 任何 关系 ). 
由 元 素 可 交换 知 ,F 中 元 素 均 可 写成 g 一 afia&*…aw(r 宇 0, ni€Z,ni0,a: € 
S,1 过 i 过 7) ,其 中 a ,as，,…,a, 是 S 中 不 同 元 素 ,并 且 若 不 考虑 前 后 次 序 ,g 的 这 个 表达 
方式 是 唯一 的 . 并且, 每 个 (有 限 生成 ) 阿 贝 耳 群 均 是 (有 限 生成 ) 自由 Abel 群 的 商 群 . 
为 了 进一步 看 清 有 限 生 成 自由 Abel 群 的 结构 ,我 们 现在 引进 群 的 直 积 . 
定义 5.4.6 设 Gi,…,G, 是 群 ,在 集合 的 直 积 
G0 XX“ XO, = {(grrmi pg) | gi EE Gl1 和 SiC 
中 定义 运算 
CB eB DCE eb) = gs 
设 G 和 K 是 群 , 则 GX1={(g,1)|gEG) 和 1XK={(1,k)|kEK} 是 GXK 的 
两 个 子 群 ,并 且 GX1 纪 G,1 XK K.GX1 中 元 素 和 1 XK 中 元 素 可 交换 ， 
GXKEtORILXR GIy EXR SY 
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引 理 5.4.3 H,KG,HNK={1}),G= HK, 对 h€E H,kE RKR,hk= kh, 
则 GHXxK. 

证 明 由 G 二 HK 和 五 中 元 素 与 K 中 元 素 的 交换 性 ,可 知 G 中 每 个 元 素 均 可 表 成 
g 二 hk,h€ 晶 ,k E K. 再 由 有 HN 门 K == {1},g 的 这 个 表达 式 是 唯一 的 ,于 是 我 们 可 以 定 
义 f: G 一 且 XK,hk 忆 (hh,k). 由 上 述 可 知 这 是 一 一 对 应 的 ,并 且 f(C(hk) (hk')) 一 
fhh’ ,kk’) = (hh' ,kk') 二 fhk ,hk ), 从 而 f 为 同 构 , 即 G 忆 HXKK. 

下 面 定 理 是 判别 一 个 群 为 某 些 子 群 直 积 的 方法 . 

以 后 将 G = G1 X… XG, 中 元 素 (g1,1,…,1) 等 同 于 Gi 中 元 素 gi ,由 此 将 Gi 看 成 
是 G 的 正规 子 群 .类似 地 ,G;,…,G, 也 自然 地 看 成 G 的 正规 子 群 ,从 而 G 的 每 个 元 素 唯 
一 地 表 成 多 二 gi'" gi(2W EGG 

定理 5.4.4 设 G,…,G, 是 G 的 正规 子 群 , n 宇 2, 则 以 下 三 条 件 是 等 价 的 : 

IG=G :mG 

2) G 中 每 个 元 素 可 以 唯一 表示 成 g = gi1…g,, 其 中 g; € G.;; 

3) G = G…G,, 且 对 每 个 mm 去 到 委 2(GG Ge) 门 Go 一 人 11) 

定义 5.4.7 如 果 G 电 7Z', 则 7 叫做 有 限 生成 自由 Abel 群 G 的 秩 , 记 为 rank(G). 

综合 上 述 ,我们 证 明了 下 面 的 结构 定理 : 

定理 5.4.5 有 限 生成 自由 Abel 群 G 同 构 于 有 限 个 无 限 循环 群 的 直 积 , G 空 乙 ， 
r 一 rank(G) 宇 1. 两 个 这 样 的 群 G 和 G’ 同 构 舍 rank(G) = rank(G’). 

推论 5.4.6 设 S 和 5S’ 是 有 限 生成 自由 Abel 群 G 的 两 组 基 , 则 |S| = |S |. 


5.4.3 ”有限 生成 Abel 群 的 结构 


我 们 把 Abel 群 A 中 运算 写成 加 法 形式 , 么 元 素 为 0, 元 素 “的 逆 是 一 2 个 a 运算 为 
a 十 a 十 … 十 a 二 na, 有 限 阶 元 素 a 的 阶 为 满足 na = 0 的 最 小 正 整 数 n.nA = {na | < E 
A}, 直 积 则 改 叫 做 直 和 ,并 且 写 成 A 田 A',n 个 A 的 直 和 仍 表 成 A”. 

定理 5.4.7 有 限 生成 自由 Abel 群 下 的 每 个 子 群 G(G 关 (0)) 仍 是 有 限 生成 自由 
Abel 群 , 且 rank(G) 过 rank(F). 

定理 5.4.8 有限 生成 Abel 群 A 均 同 构 于 ZZ 四 … 四 和 ,其 中 7 之 0,1 去 
m 过 mHm |m | | m. 

设 A 是 有 限 生成 Abel 群 ,以 A, 表示 A 中 有 限 阶 元 素 全 体 . 如 果 a 和 2 分别 是 A 中 
阶 数 为 +r 和 s 的 元 素 , 则 a- 和 ab 的 阶 分 别 是 > 和 [r,sj(r 和 s 的 最 小 公 倍 数 ), 从 而 A， 
是 A 的 子 群 , 易 知 A, 是 有 限 Abel 群 . 

定理 5.4.9 设 A 和 B 是 有 限 生成 Abel 群 ， 

1) 存在 A 的 有 限 生 成 自由 Abel 子 群 Ay, 使 得 A = Aj 中 4,; 

2) 如 果 和 A 二 Aj 甸 A,,B= Bj 名 B,, 其 中 Aj 和 Bj 分 别 为 A 和 B 的 有 限 生成 自由 
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Abel 子 群 ?9 则 
A BerankA, = rankB, HA, BB,. 


定理 5.4.10 设 A 为 有 限 Abel 群 ,A 了 关 {0}, 则 

1) 存在 1 二 mw | mz|…|m,(t 宇 了], 使 A 怠 Zi 加 … 田 Zi ;ym ,…,m) 由 A 
唯一 确定 ; 

2) 存在 一 组 正 整 数 {pi ,p> ,… ,PX ), 其 中 pi ，… ,pi 为 (不 必 不 同 的) 素数 ,si ,…， 
54 为 正 整 数 ,使 得 A 名 Zjr 四 … 四 Zo , 且 集 合 {pi,p¥,…,p¥}) 由 群 A 唯一 决定 . 

定理 中 的 frm,…,m) 叫做 A 的 不 变 因 子 ,{ph,…,p¥}) 叫做 A 的 初等 因子 .对 于 有 
限 生成 Abel 群 A,A 的 不 变 因 子 和 初等 因子 也 分 别 叫 做 A 的 不 变 因 子 和 初等 因子 .综合 
上 述 , 我 们 完成 了 有 限 生成 Abel 群 的 结构 定理 . 

定理 5.4.11 两 个 有 限 生成 Abel 群 同 构 仿 它们 有 相同 的 秩 和 初等 因子 今 它们 有 
相同 的 秩 和 不 变 因 子 . 

特别 地 ,两 个 有 限 Abel 群 同 构 售 它 们 有 相同 的 初等 因子 今 它 们 有 相同 的 不 变 
因子 . 


本 章 研究 代数 结构 的 第 二 种 类 型 一 一 环 . 这 些 结构 的 原始 模型 是 整数 环 Z, 这 就 是 
以 半 群 的 观点 曾 作为 例子 的 (Z, 十 ,0) 和 (Z,， ,1). 讨论 这 样 的 两 个 结构 并 把 它们 用 分 
配 律 联系 起 来 . 环 论 与 群 论 不 同 , 群 论 在 本 质 上 仪 有 一 个 根源 一 一 就 是 研究 关于 积 合成 
的 双 射 的 变换 ,而 环 论 却 是 从 许多 专门 理论 当中 抽象 出 来 的 ,因为 这 个 缘故 ,与 群 论 比 
较 , 环 论 会 显得 不 那么 整齐 和 统一 .但 是 以 类 似 于 产生 变换 群 的 方式 同样 产生 环 ,就 是 
Abel 群 的 自 同 态 环 . 

我 们 从 环 的 各 种 类 型 的 定义 和 例子 来 开始 我 们 的 讨论 , 环 的 这 些 类 型 是 : 整 环 、 除 
环 、 交 换 环 和 域 . 随后 我 们 研究 理想 、 商 环 和 同 态 这 些 基本 概念 ,它们 分 别 类 似 于 正规 子 
群 、 商 群 和 群 同 态 . 在 本 章 的 后 一 部 分 ,我 们 的 注意 力主 要 限制 于 交换 环 ,首先 考虑 它们 
的 某 些 扩张 一 一 交换 整 环 的 分 式 域 一 个 不 定 元 的 多 项 式 环 的 构成 和 特性 ,随后 我 们 考 
虑 交换 整 环 的 因子 分 解 的 初等 理论 ,特别 是 在 数论 方面 的 应 用 . 


6.1 环 论 基 础 


6.1.1 环 的 定义 和 基本 性 质 


定义 6.1.1 设 R 是 一 个 非 空 集合 ,具有 两 种 代数 运算 ,加 法 (“十”) 与 乘法 
(“。”) ,如 果 

1 Rs 十 359) 是 一 个 Abel 群 ; 

2)(R,，,1) 是 一 个 半 群 ; 

3) 分 配 律 : a(6 十 c) = 二 ab 十 ac,， (6 十 cj)a= 二 ba 十 ca; 
对 Ya,b,c € R 都 成 立 , 则 称 尺 为 一 个 结合 环 , 记 为 (R, 十 ,*). 

结构 (R, 十 ,0) 叫 作 尺 的 加 法 群 ,而 (R,，,1) 叫 作 R 的 乘法 半 群 . 

若 环 R 的 乘法 运算 适合 交换 律 , 则 称 R 是 交换 环 . 

若 在 环 R 中 ,乘法 有 单位 元 , 则 称 R 是 有 单位 元 环 . 

设 G 是 加 群 ,规定 6 二 0,YVa,b EG, 则 (G, 十 ,，) 作成 一 个 环 , 称 为 零 环 . 

例 6.1.1 整数 集 忆 关于 数 的 加 法 、 乘 法 作成 一 个 环 , 称 为 整数 环 ;偶数 集 2Z 关于 
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数 的 加 法 .乘法 也 作成 偶数 环 ;同样 Q,R,C 关于 数 的 加 法 .乘法 都 是 环 . 
例 6.1.2 Z[ 让 =(2 十 ni | m, nE2Z) 是 一 个 数 环 , 称 为 Gaussian 整 环 . 
数 环 RR 上 全 体 m Xn 阶 和 矩阵 所 组 成 的 集合 Mx,(R) 关于 和 矩阵 的 加 法 .乘法 作成 一 
个 环 , 称 为 R 上 的 m Xn 阶 全 矩阵 环 . 
一 个 加 群 瑟 = Hom(G, G) 是 G 的 所 有 自 同 态 所 组 成 的 集合 ,规定 
Yor E€E Ex €E Glot rz) = oz) rx) (oo tT)(r) = ol(r(z)), 


则 (E, 十 ,。) 是 一 个 环 , 称 为 G 的 自 同 态 环 . 

Z, 二 《[0j,[1]，…, [Ln 一 1]} 关于 加 法 运算 : [aj] 十 [5] = 二 [a 十 5], 乘 法 运算 : 
Laj[5] = [obg] 作成 一 个 环 (2, 称 为 模 n 的 剩余 类 环 )， 

环 的 一 些 初步 性 质 如 下 : 

4) 0 二 a= 二 a 二 0 二 a,VaE€R; 

5) a 一 &=&4 十 (一 a) 王 (一 四 十 一 0,VaE Ri; 


六 一人 一 三 ME .Rs 

7) a+b= c= ca,Vabc € 下 ; 

8) — (a+6) = 一 4 一 0 Yap ER; 

9) mna) = (mn)ayn(at+b) = nai+nb, Yn€E ZVab EER; 
10) (a—=b)e =ac—t(a—b)=a—,Vab ce ER; 

11) 04a =a0=0,Va€R; 

12) (—a6=a(—0)=—ab,(—a)(—b)=ab,Vab €R; 


13) al(bi + bs ee 十 中 = abi 十 cp， 四 十 CD,， Va,b; 二 R; 
14) (na)b =a(mw) = n(ab), Vn€E ZZ,Va,b ER. 


定义 6.1.2 设 R 是 一 个 环 , 0 关 a € R, 若 存在 0 关 5E R, 使 Bb 一 0,(ba 一 0)， 
则 称 a 是 R 的 一 个 左 ( 右 ) 零 因子 . 当 a 是 左 零 因 子 , 又 是 右 零 因子 时 , 称 “ 是 尺 的 
零 因子 . 

若 环 尺 有 左 零 因 子 , 则 尺 必 有 右 零 因 子 . 因为 车 a 是 R 的 左 零 因 子 , 则 a 关 0, 且 存 
在 0 尖 0E 尺 使 得 ab 二 0, 于 是 5 是 R 的 右 零 因子 . 

在 整数 环 Z 上 的 二 阶 全 矩阵 环 M: (Z) 中 有 零 因子 . 

例 6.1.3 [2],[3],[4],[6],[8],[9],[L10] 是 Zs 的 所 有 和 零 因子 . 

定义 6.1.3 环 R 中 车 ab 一 0, 则 a 二 0 或 5 二 0(a,bE R), 则 称 尽 是 无 零 因 子 环 . 

整数 环 Z 数 域 玉 上 的 一 元 多 项 式 环 F[z] 都 是 无 零 因 子 环 , 二 阶 全 抢 阵 环 Mz (2Z)、 
剩余 类 环 Zs 都 是 有 零 因 子 环 . 


第 6 章 环 与 域 。 23 % 


定理 6.1.1 设 R 是 一 个 环 , 则 R 无 左 ( 右 ) 零 因子 售 在 R 中 ,乘法 左 、 右 消去 律 
成 立 . 


6.1.2 整 环 、 除 环 和 域 


定义 6.1.4 一 个 有 单位 元 、 无 零 因子 的 交换 环 称 为 整 环 . 

整数 环 Z, 数 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 下 [zj 都 是 整 环 ， 

定义 6.1.5 设 尺 是 一 个 环 ,者 

1) R 至 少 含有 两 个 元 素 ; 

2) R 中 每 一 个 非 零 元 都 可 道 , 称 R 是 一 个 除 环 (或 体 ) ,一 个 交换 除 环 称 为 域 . 


除 环 具有 下 列 性 质 ; - 
1) 设 环 尺 至 少 含有 两 个 元 素 , 则 R 是 除 环 今 R 中 全 体 非 零 元 组 成 的 集合 R* 关于 
乘法 作成 一 个 群 ; 


2) 除 环 没有 零 因子 . 

3) 一 个 至 少 含 两 个 元 素 且 没有 零 因 子 的 有 限 环 是 除 环 ,一 个 有 限 整 环 是 域 . 

例 6.1.4 一 个 模 p 的 剩余 类 环 Z, 是 域 传 p 是 素数 . 

证 明 若 p 是 素数 ,要 证 Z 是 域 ,因为 Z, 是 有 单位 元 [1] 的 有 限 交 换 环 ,所 以 只 要 
证 Z, 无 零 因子 即 可 . 任意 [aj, LO] E Zz , 设 [Laj[5j] = [0j, 则 [abj = [0j, 于 是 ,p | 46， 
因为 p 是 素数 ,所 以 p | 4 或 p 15, 即 Laj] = [0] 或 Lo = [0]. 因 此 Do 无 零 因子 . 

若 p 二 1, 则 | Z| 二 1, 从 而 2Z, 不 是 域 . 若 p 是 合 数 , 则 Z, 有 和 零 因子 ,从 而 Z 不 是 
域 ,因此 ,车 Z 是 域 , 则 p 是 素数 . 

下 面 给 出 一 个 非 交 换 除 环 的 例子 . 

例 6.1.5 R={ 所 有 复数 对 (a,B)| c,8EC). 这 里 (ao ,8 ) 王 (Co ,Bs), 当 且 仪 当 & = 
op8 二 Be 的 时 候 . R 的 加 法 和 乘法 是 

(a15B1) 二 (az ,Bs) = (a as ,Bi + Ba); 


(aa ,Bi1) (az ,PB: ) 二 (alias — BiB, ,Qa1p2 十 Bias)， 


这 里 & 表示 a 的 共 思 g 数 . 这 样 ,R 是 一 个 除 环 , 称 为 四 元 数 除 环 . 
R 不 是 交换 环 , 例 如 ,(0,2 引 = (i,0)(0,1) 关 (0,1)(i,0) = 二 (0, 一 让. 


6.1.3 环 的 特征 


定义 6.1.6 设 尺 是 一 个 环 , 若 存 在 最 小 正 整 数 ”对 于 所 有 au € R, 都 有 na = 0， 
则 称 n 是 环 R 的 特征 ( 数 ). 若 这 样 的 ?不 存在 , 则 称 环 R 的 特征 是 零 ( 或 <e). 环 尺 的 特 
征 记 作 chR. 
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数 域 下 的 特征 是 0, 模 6 的 剩余 类 环 Zs 的 特征 是 6. 

特征 是 一 个 很 重要 的 概念 , 它 对 环 的 构造 有 着 决定 性 的 作用 . 

定理 6. 1.2 .在 一 个 无 零 因 子 环 R 中 ,所 有 非 零 元 的 阶 ( 加 法 ) 都 相等 . 

证 明 车 RR 中 每 个 非 零 元 的 阶 都 无 限 , 则 结论 成 立 . 

若 存 在 0 关 a €E R, 有 |a|==n,; 则 na == 0, 存 在 0 关 5E€ R, 有 (mn)a 二 b(na) 一 0， 
由 于 尺 是 无 零 因子 环 , 所 以 mw = 二 0; 从 而 15| 志 nn,; 即 15| 过 | a. 反 之 亦 然 , 因 此 | 2 | 三 
lw |]: 

定理 6.1.3 设 尺 是 一 个 环 , 且 chR 三 即 二 0, 则 

1) 当 R 是 有 单位 元 环 时 ,n 是 满足 2 .1=0 的 最 小 正 整数 ; 

2) 当 R 是 无 零 因 子 环 时 ,n 是 素数 . 

证 明 1) 设 m 是 使 m1 = 0 的 最 小 正 整 数 ,对 Va € R,ma = 二 m(la) = (ml)a = 
05y 有 Xi 二 mm. 

2) 显然 n 关 1. 又 车 nn 不 是 素数 , 则 nn 二 nw,1 二 n,m 二 n; 对 于 0 了 a € R,|a|= 
nn; 从 而 ma 关 0,nmza 关 0, 但 是 (na) (nza) == (mn)a 二 ma 二 0, 这 与 R 无 零 因子 矛盾 , 则 n 
是 素数 . 

推论 6.1.4 域 下 的 特征 或 是 素数 ,或 是 零 . 


6.1.4 子 环 


定义 6.1.7 设 R 是 一 个 环 , 名 了 关 SCR, 着 S 关 于 R 的 加 法 、 乘 法 作成 环 , 则 称 S 
是 尺 的 一 个 子 环 , 记 作 SR. 

类 似 地 ,可 以 定义 子 整 环 、 子 除 环 、 子 域 等 概念 . 

例如 ,对 于 任意 一 个 环 尺 ,都 有 两 个 子 环 : {0} 与 R. 这 两 个 子 环 称 为 RR 的 平凡 子 环 . 
若 S 壹 R, 且 S 关 {0),S 关 R, 则 称 S 是 R 的 真子 环 , 记 作 S 二 下 . 

由 子 环 的 定义 与 子 群 、 子 半 群 的 判别 方法 ,我们 得 到 : 

定理 6.1.5 1) 尺 是 环 , 名 关 SCR, 则 SRSOYVa,5E€E S, 有 a 一 b,ab € 5; 

2) S 是 R 的 子 除 环 ( 域 ) 会 Va, gpE S, 有 a 一 b,abp”"€ S. 

例 6.1.6 在 R[x] 中 ,R 是 R[xj 的 一 个 子 环 ;所 有 常数 项 为 零 的 一 元 多 项 式 组 成 
的 集合 S 王 (az 十 az 十 … 十 az | a; E€ R,n EN 也 是 RLz] 的 一 个 子 环 ， 

例 6.1.7 在 数 域 下 上 的 2 阶 全 和 矩阵 环 M: CE) 中 ， 令 


:人 ers- 9) 


= ‘er 


aceP|， 


“人 
bderlss.= {| ) 
0 0 


&! 0 
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则 Si,S;,S;,Si,S; ,以 及 M;(F) 本 身 都 是 M;(F) 的 子 环 . 

例 6.1.8 设 RR 是 一 个 环 , 令 C(R)= 二 {cER|Icr=xc,YzxER}, 则 C(R) 是 R 
的 交换 子 环 ,C(R) 称 为 R 的 中 心 . 

(1) 在 交换 性 上 : 

1) 若 只 是 交换 环 , 则 S 也 是 交换 环 ， 

2) 当 S 是 交换 环 时 ,R 未 必 是 交换 环 . 例如 ,实数 域 R 的 2 阶 全 和 矩阵 环 M;(R) 是 非 
交换 环 ,而 其 中 心 COM (R)) 是 交换 环 . 

(2) 在 有 无 零 因 子 上 : 

1) 若 RR 是 无 零 因子 环 , 则 S 也 是 无 零 因子 环 ; 

2) 当 S 是 无 零 因子 环 时 ,R 未 必 是 无 零 因 子 环 . 例如 ,Zis 是 有 零 因 子 环 , 而 其 子 环 
S; 是 无 零 因子 环 . 

(3) 在 有 无 单位 元 上 

1) 若 尺 有 单位 元 ,S 可 以 没有 单位 元 . 例如 ,整数 环 Z 有 单位 元 1, 但 其 子 环 2Z( 偶 
数 环 ) 没有 单位 元 ;又 如 ,全 矩阵 环 M: (FE) 有 单位 元 ,但 其 子 环 S;，,S, 没有 单位 元 . 

2) 若 S 有 单位 元 ,只 可 以 没有 单位 元 . 例如 ，S; 没有 单位 元 ,但 其 子 环 S; 有 单 
位 元 . 
3) 若 尺 与 S 都 有 单位 元 ,它们 的 单位 元 可 以 不 同 . 例如 ,在 例 1.7 中 ,Mz(CF) 有 单位 


de) WL © 
,) ,但 其 子 环 S; 有 单位 元 ( 。 风 


定理 6.1.6 TER, 令 S={D》) txizvzn ri| YE TRE NN}, 则 SR. 
证 明 由 全 关 训 知 S 关 名 .又 Ya,bE€ 5S, 设 
过 > 士 zz Xb = 3 + yiya'" ys 
其 中 € T ,n,m € N, 则 


全 三 > a op > yy Vy CE Ss 


元 = | 


W: 硅 3 二 wr wk yy Yr) SD mT Ta i Wa ES, 


因此 ww5 筷 及, 

定理 所 构造 的 子 环 S 称 为 由 TT 所 生成 的 子 环 , 记 作 [ Tj. 若 人 = (ti ,to，…,t,}) 是 有 
限 集 , 则 称 [Tj] 是 有 限 生 成 的 ,并 记 作 [ ,ts ，… ,tJ]. 

特别 地 , [可 二 {2 nt'| miEZm EN)} 


定理 6.1.7 设 R 是 环 , 名 关 TCR,M=={S;| TSS, 夺 R,i€ 7 是 尺 的 所 有 
包含 工 的 子 环 族 , 则 [IT = 站 ierS，, 
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证 明 ”因为 TT 己 [了 ,所 以 [Tj € M, 从 而 几 ierS; 守 [Tj]; 又 因为 TS Si E 了 所 
以 天 秘 站 二 8 吉大 而 [ 至 用 菇 下 二 因此 [的 = fierSi. 
[Tj 是 R 中 包含 TT 的 最 小 子 环 . 


6.2 理想 与 商 环 


6.2.1 环 的 同 态 


定义 6.2.1 设 R 与 R' 都 是 环 ,f 是 R 到 R' 的 映射 , 若 太保 持 运 算 , 即 Yz,y 有 
f(z 二 yy) = f(z) 十 f(y) ,flzxy) = f(x)f(y), 称 f 是 R 到 R’ 的 同 态 映射 . 

若 同 态 f 是 满 射 , 则 称 f 是 满 同 态 ,并 称 RR 与 R' 同 态 , 记 作 R ~ R'; 若 同 态 f 是 单 
射 , 则 称 f 是 单 同 态 ; 若 同 态 f 是 双 射 , 则 称 /是 同 构 ,并 称 RR 与 R' 同 构 , 记 作 RR'. 
特别 地 ,R 与 的 同 态 又 称 为 R 的 自 同 态 ,R 与 R 的 同 构 又 称 为 R 的 自 同 构 . 

设 R 与 R' 都 是 环 , 令 f(x) = 二 0,Yzx € R, 则 /是 R 到 R’ 的 映射 , 称 为 零 同 态 . 
例 6.2.1 设 R=Z,R 一 DZ, 令 Fon) = [nj,Yn€2, 则 f/f 是 RR 到 R 的 一 个 满 同 态 . 
例 6.2.2 设 ZLzj 是 整数 环 Z 上 的 一 元 多 项 式 环 , 令 pCFGz)) 二 f(0),VY f(x) E 
Z[z], 则 p 是 Z[z] 到 2 的 一 个 满 映射 , 且 VY f(x),g(zx) € ZLzxj], 有 
pCF(z) 十 gCz)) = F(0) 十 g(0) 一 VCFCz)) 十 PCECz))， 
opCFCz)g(Cz)) = f(0)g(0) = pf (zx) pg 7), 


所 以 p 是 ZLz] 到 2Z 的 满 同 态 , 从 而 ZLz] ~ 2Z. 

设 f 是 环 R 到 环 R' 的 同 态 , 则 有 下 列 性 质 . 

1) 若 0 是 R 的 零 元 , 则 f(0) 是 R' 的 零 元 , Ya € R,f( 一 a) 二 一 f(a); 

2) 闫 SS 过 R; 则 FS 和 之 R's 车 5’ 志 R'; 则 广 1(S》) 寺 R. 

当 f; R-> R' 是 满 同 态 时 , RR 与 R' 在 是 否 可 交换 有 无 零 因 子 有 无 单位 元 等 性 质 
上 有 一 定 的 联系 ,但 并 不 完全 一 致 , 若 尽 安民, 则 环 尺 与 环 尺 的 代数 性 质 完 全 一 致 . 

(1) 在 交换 性 上 : 

1) 若 R 是 交换 环 , 则 R' 也 是 交换 环 . 

对 Vz,y € R, 存在 x, yE R,; 使 f(x) = 二 zx ,f(y) 一 y, 则 zy = f(z)f(y) 二 
Fnyy = FC) = WILY = yr. 

2) 当 R' 是 交换 环 时 ,R 未 必 是 交换 环 . 例如 ,在 例 6.1.7 中 的 S, 是 非 交 换 环 ,而 其 
在 fi,f; 下 的 同 态 像 5; ,Ss 都 是 交换 环 . 

(3) 在 有 无 单位 元 上 : 

1) 车 尺 有 单位 元 1, 则 R 有 单位 元 1(1). 

对 Vz E€ 民 , 存 在 x ER, 使 f(x) = x ,所 以 xf(1) = f(x)f(1) = f(z1) = 
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f(x) =x , 同 理 ,f(1)x == x ,因此 f(1) 是 R' 的 单位 元 . 

2) 当 R” 有 单位 元 时 ,R 未 必 有 单位 元 . 例如 ,在 例 6.1.7 中 的 5; 没有 单位 元 ,而 其 
在 f, 下 的 同 态 像 S; 有 单位 元 . 

(3) 在 有 无 零 因 子 上 : 

1) 当 R 是 无 零 因子 环 时 ,R’ 未必 是 无 零 因 子 环 . 例如 ,整数 环 Z 是 无 零 因子 环 ,而 
其 在 f 下 的 同 态 像 Z,, 当 m 是 合 数 时 是 有 零 因 子 环 . 

2) 当 R' 是 无 零 因 子 环 时 ,R 未 必 是 无 零 因 子 环 .例如 ,R= {(a,b) | a,b EZ} 有 零 
因子 : (1,0),(0,1), 而 其 在 f 下 的 同 态 像 Z 是 无 零 因 子 环 . 

定理 6.2.1 设 R 绽 R', 则 RR 是 整 环 ( 除 环 , 域 )SSR' 是 整 环 ( 除 环 , 域 ). 

定理 6.2.2 设 f;:R~R,g: R' 一 R, 则 了 与 g 的 合成 g.f:R~R. 

证 明 显然 和 。， f 是 R 到 R” 的 映射 ,又 对 Vx,yER, 有 

(g* f(xy)=g(f (ry))=g(f (zr) f(y)) 
=g(f(z))+g(f(y))=(g* (zr)ig* fy), 
(g» f(xy)=g(f (ry))=g(f (xr) f(y)) 
=g(f(xr))g (f(y))=(g* x) g* f(y) 

因此 g， 了 是 同 态 . 

设 f 是 环 R 到 环 R' 的 同 态 , 则 f 可 以 看 作 加 群 (R, 十 ) 到 加 群 (R', 十 ) 的 同 态 ,我 
们 把 f 关 于 加 群 的 同 态 核 Kerf 作为 关于 环 的 同 态 核 . 

定义 6.2.2 设 f:R~R, 称 Kerf= 一 {xE€R| 了 f(x)= 0') 是 f 的 同 态 核 . 

定理 6.2.3 设 f:R~R”,0 是 R 的 零 元 , 则 ff 是 单 同 态 合 Kerf 二 {0). 


6.2.2 理想 


设 (R, 十 ,，) 是 一 个 环 ,(A, 十 ) 是 (R, 十 ) 的 一 个 子 加 群 , 则 有 商 群 R/A = {zx 十 A | 
x € R}, 其 加 法 是 (x 十 A) 十 (> 十 A) = (zx 十 y) 十 A. 现在 要 使 R/A 成 为 一 个 环 ,再 定义 
一 个 乘法 ,最 自然 的 办 法 是 令 (z 十 A)(y 十 A) = xy 十 A. 

然而 R/A 中 的 元 素 是 陪 集 , 这 就 要 考虑 具备 什么 条 件 的 A 才 使 这 个 规定 与 代表 元 
的 选取 无 关 ? 即 如 果 工 十 A= 二 zx 十 A,y1 十 A 二 y 十 A, 要 求 ziy1 十 A 二 xy 十 A, 即 
Xi zy €E A. 

由 上 式 得 zi 一 zz 十 ay 一 y 十 aaa € A, 于 是 ziyi 一 zy 二 za’ 十 ay 十 aa' ,从 
而 要 求 xa 十 ay 十 aa' EA, 为 此 只 要 zayEA,VziyERaa € A. 

定义 6.2.3 设 (R, 十 ,，) 是 一 个 环 ;(A, 十 ) 是 (R, 十 ) 的 一 个 子 加 群 ， 

1) 车 Yr ER, 有 ra € A, 则 称 A 是 R 的 左 理想 ; 

2) 车 VrE€ER,aE€A, 有 ar € A, 则 称 A 是 R 的 右 理 想 ; 
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3) 若 A 既 是 尺 的 左 理想 ,又 是 尺 的 右 理想 , 则 称 A 是 民 的 ( 双 侧 ) 理想 , 记 作 A<R. 
若 A4R, 且 A 了 关 R, 则 称 A 是 R 的 真理 想 . 由 定义 知 理想 一 定 是 子 环 . 

任意 一 个 环 尺 关 0 都 有 两 个 理想 : {0}( 称 为 零 理想 ) 与 R( 称 为 单位 理想 ). 

例 6.2.3 设 尽 是 交换 环 ,a €E R, 则 A 二 {ar | r € R) 是 尺 的 一 个 理想 . 

设 尺 是 一 个 数 环 ; 则 {ax" 十 qizx 十 … 十 mx | a: €R,nE€N} 是 RLzxj 的 一 个 
理想 . 

设 尺 是 一 个 环 ,A <4R,A; 4R, 则 A, 站 A,4R. 

设 尺 是 一 个 环 ,A14R, A; R, 则 Ai 十 As =(a 十 aa | a € Ar,as € Az:}4R. 

定义 6.2.4 只 有 零 理想 与 单位 理想 的 环 称 为 单 环 . 

例 6.2.4 除 环 尺 是 单 环 . 

证 明 设 0 关 AdR, 则 存在 0 了 关 a € A, 于 是 1 二 a aeEA, 从 而 VrER, 有 > 一 
rl € A. 因 此 A 一 尺 , 即 R 是 单 环 . 、 

设 尺 是 一 个 环 , 名 了 关 TCR,M== (A;|TCA4R,iET) 是 R 中 所 有 包含 的 
理想 族 , 则 称 门 ;e1A; 是 由 T 所 生成 的 理想 , 记 作 (T), 称 了 的 元 素 是 (T) 的 生成 元 . 

显然 (T) 是 尺 中 包含 了 的 最 小 理想 . 由 一 个 元 a 生成 的 理想 Ca) 称 为 主 理 想 . 

定理 6.2.4 R 是 环 , a € R, 则 (a) = (Dziayi twa 二 at 二 na|zxi,yisst €E 
R, n EN)}. 

推论 6.2.5 设 R 是 一 个 环 ,a E R， 

1) 车 RR 是 有 单位 元 环 , 则 (4a) == {2》) ziayi | zy € R); 

2) 若 尺 是 交换 环 , 则 (a) = {ra 二 na | 了 ER € Z); 

3) 车 RR 是 有 单位 元 的 交换 环 , 则 (a) = {ra | rr € R}. 

例 6.2.5 求证 ,整数 环 Z 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 . 

证 明 因为 Z 是 有 单位 元 的 交换 环 , 所 以 Yn € Z,(C2) = {rnlr€ 2). 

现 设 AdZ, 若 A = {0}, 则 A 二 (0). 若 A 关 {0}, 则 A 中 存在 最 小 正 整数 n, 于 是 
(n) 己 A. 又 VaEh, 设 a4=ng 十 ,0 过 1 二 nn, 因 为 4 € Ayn€ (n)C A, 所 以 i = 
a 一 ng EA. 由 nn 的 最 小 性 ,得 1 = 二 0, 从 而 4a 二 ng € (nn),; 即 A CC (n). 

例 6.2.6 确定 一 元 多 项 式 环 Z[xj] 的 理想 (2,zx) ,证 明 (2,x) 不 是 主 理想 . 

证 明 因为 ZLxj 是 有 单位 元 的 交换 环 , 所 以 

(Zw) SS 2) | fr fi ZLzxj]} 
= {2ao + zf(zx) | ao EZ,f zx) € ZLzj])， 


即 (2,z) 是 由 ZLz] 中 常数 项 为 偶数 的 多 项 式 所 组 成 的 . 
若 (2,z) 是 主 理想 , 则 存在 p(x) EZLxj], 使 (2,z) = (p(x)), 于 是 2= p(x)g(z)， 
工 二 p(x)h(r),g(x),h(x) E ZLxj. 而 由 2 二 p(x)q(x), 得 p(x) 二 cELX. 再 圭 交 三 
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p(z)h(r) = th(z) 得 c == 十 1. 于 是 士 1 = p(x》E (2,2z); 但 这 与 十 1 不 属于 (2,x) 巴 
盾 . 因此 ,(2,x) 不 是 主 理想 . 


6.2.3 同 态 基本 定理 


定义 6.2.5 设 AdR, 在 商 群 (RR, 十 )/(A, 十 ) =([z]|jzeER) 一 (zz+AIzE 
R} 中 再 规定 : LxjLyj 二 [xyj,VLzxj,Ly] € R/A, 则 (R/A, 十 ,，) 是 一 个 环 . R/A 称 为 
尺 关 于 A 的 商 环 ,或 剩余 类 环 ,[x] 二 xz 十 A 称 为 R 模 A 的 剩余 类 . 

若 尺 是 交换 环 , 则 R/A 也 是 交换 环 ; 若 RR 是 有 单位 元 1 的 环 , 则 R/A 有 单位 元 [1]. 

例 6.2.7 求 一 元 多 项 式 环 RLzxj] 关 于 主 理想 (zx) 的 商 环 RLzx]/(zx). 

解 RLzj]/(x)={[ f(x)j]| f(z)ER[z]}; ELFCz)] 三 [gz jr)— g(x) €e 
(TIOT| f(r) — gr) ,以 Vf(z) ERLz, 设 f(x) = 如 (zz 十 aaER, 则 [Fz)] = 
[aj; 因 此 R[zxj]/(x) = {[aj] | a € R}. 

定理 6.2.6 一 个 环 尺 与 它 的 每 一 个 商 环 R/A 同 态 , 称 为 环 的 自然 同 态 , 设 y 是 
环 RR 到 商 环 R/A 的 自然 同 态 , 则 Kery = A. 

定理 6.2.7( 同 态 基本 定理 ) 设 /是 环 R 到 环 R' 的 同 态 , 则 

1) Kerf dR; 2)R/KerfQImf. 

证 明 1) 已 知 Kerf 是 (R, 十 ) 的 子 加 群 ,又 Va € KerfrER 有 GOa) = 
f(n f(a) = Fr = 0 ;flary = Fa) fr) =0f(r)=0 ,从 而 ra ,ar € Ker 三, 因此 
Ker 下. 

2) 存在 双 射 p: a 十 Kerf 一 f(a), 且 保持 加 法 运算 .又 Va 十 Kerf ,6 十 Kerf € 
R/Kerf, 有 gL(a 二 Kerf). (b+ Kerf)] = op(ab + Kerf) =f(ab) = f(a)f (2) = 
gla 十 Kerf)。g(5 十 Kerf), 从 而 pg 保持 乘法 运算 ,因此 yg 是 同 构 , 从 而 R/Ker f Imf. 

例 6.2.8 设 / 是 环 R 到 环 R' 的 满 同 态 , 则 R/Kerf 名 R'. 

例 6.2.9 求证 ,RLz]/(zx) 晨 R. 

证 明 令 g(f(z)) = 了 (0),f: R~R ,Vf 了 (x) € R[xzj, 易 证 og 是 RLz] 到 RR 的 满 
同 态 ,和 且 Kergp = {Cz) € RLz] | pf (2)) = 0} = {f(z2)WE RLz]) f(0) 0} = 
{xg (zx) | g(x) € RLz]) = (zx), 于 是 ,由 同 态 基 本 定理 得 ,RLz]/(z) 宕 RR. 

定理 6.2.8 (第 一 同 构 定理 ) 设 f 是 环 R 到 环 R' 的 满 同 态 , A'44R,A = 
(4 ), 则 AAR ,并 且 R/A 名 R'/A.. 

推论 6.2.9 设 f 是 环 R 到 环 R' 的 满 同 态 ,车 A<4R, 则 f(A)4R.. 


6.2.4 素 理想 与 极 大 理想 
在 整数 环 Z 中 ,素数 有 两 种 刻画 方法 . 通常 定义 为 : 素数 是 一 个 大 于 1 的 整数 , 且 除 
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1 和 pp 自身 外 无 其 他 正 因数 ;另外 也 可 以 定义 为 : 素数 是 一 个 大 于 1 的 整数 , 且 Ya,pE 
Z, |ab 坟 p | a 或 p | 65. 如 果 用 理想 来 描述 ,那么 素数 的 第 一 个 特征 为 :(p) 是 Z 的 真 
理想 , 且 车 有 Z 的 理想 A 满足 (p) CA, 则 A 二 2Z; 而 素数 的 第 二 个 特征 为 : 若 ab € (2)， 
则 a € (p) 或 5€ (p). 把 素数 的 这 两 个 性 质 推广 到 一 般 交换 环 上 ,就 得 到 极 大 理想 与 
素 理 想 两 个 概念 . 

定义 6.2.6 设 R 是 交换 环 ,P 是 R 的 一 个 理想 , 若 Va,pER,a E P>a EP 或 
b € P, 则 称 PP 是 R 的 素 理想 . 

显然 ,单位 理想 是 素 理想 . 又 当 尺 是 无 零 因子 交换 环 时 , 零 理 想 也 是 素 理想 . 但是， 
在 R 是 有 零 因 子 时 ,由 于 存在 4a 关 0,6 关 0, 使 a6 二 0, 即 a5€ (0), 且 a 不 属于 (0) ,6 不 属 
于 (0), 从 而 零 理 想 不 是 R 的 素 理想 . 

例 6.2.10 设 p 是 素数 , 则 (p) 是 整数 环 Z 的 素 理想 . 

定理 6.2.10 设 P4R, 则 P 了 是 R 的 素 理想 伟 R/P 是 整 环 . 

证 明 设 P 是 R 的 素 理想 ,车 在 R/P 中 有 [aj[b] 一 0, 即 Lao] 一 [0], 则 < € PP. 
于 是 a € P 或 5 € P, 即 [a] = [0j 或 [5] = [0]. 因 此 R/P 无 零 因子 .又 因为 R 是 有 单 
位 元 的 交换 环 , 从 而 其 商 环 R/P 也 是 有 单位 元 的 交换 环 , 因 此 R/P 是 整 环 . 

设 R/P 是 整 环 , Ya,b ER, 若 ab € P, 则 [ab] = [0j, 即 Laj[5] 二 L0j. 因 为 R/P 
是 无 零 因子 环 , 所 以 [a] = [0j 或 [6] = [0j, 即 a €E PP 或 5 € P, 因 此 了 P 卫 是 R 的 素 理想 . 

例 6.2.11 (zx) 是 整数 环 Z 上 一 元 多 项 式 环 ZLxj] 的 素 理想 . 

证 明 用 上 例 同样 方法 ,容易 证 明 , ZLz]/(Cz) 器 Z. 而 Z 是 整 环 ,于 是 ZLzxj/(x) 也 
是 整 环 . 因此 , (x) 是 ZLzj] 的 素 理想 . 

定义 6.2.7 设 M 是 环 R 的 一 个 真理 想 , 若 对 于 R 的 理想 N,MCN, 有 三 下 ， 
则 称 M 是 R 的 极 大 理想 . 

(zx) 是 实数 域 R 上 一 元 多 项 式 环 RLzj 的 极 大 理想 . 

例 6.2.12 设 p 是 素数 , 则 (p) 是 整数 环 Z 的 极 大 理想 . 

证 明 1 不 属于 (p), 从 而 (p) 关 Z. 设 有 ZZ 的 理想 NN, 使 (p) CN, 则 存在 g € 
N\(p). 因为 g 不 属于 (p) ,所 以 p 不 整除 q. 又 由 于 g 是 素数 ,从 而 (p,q) 二 1, 即 存在 s， 
1 CE Z, 使 帮 十 好 三 1. 因为 ppE (p) CN,gEN, 所 以 1€ NN, 从 而 N= 二 Z. 因 此 (p) 是 
整数 环 Z 的 极 大 理想 . 

一 个 环 可 以 有 多 个 极 大 理想 ,也 可 以 没有 极 大 理想 ,然而 一 个 有 单位 元 的 环 一 定 含 
有 极 大 理想 . 

定理 6.2.11 设 M 是 有 单位 元 的 交换 环 R 的 一 个 理想 , 则 M 是 R 的 极 大 理想 的 
充分 必要 条 件 是 RR/M 是 域 . 

证 明 设 M 是 R 的 极 大 理想 .由 于 尺 是 有 单位 元 的 交换 环 , 于 是 R/M 也 是 有 单 
位 元 的 交换 环 ,从 而 只 要 证 0 关 [aj] € RM 在 R/AM 中 可 道 . 令 N = (7 十 az |m€M,， 
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x € 及) ,容易 证 明 N 是 R 的 一 个 理想 , 且 M CN, 但 是 a 不 属于 M,a € N, 而 M 是 R 
的 极 大 理想 ,从 而 N 二 R, 于 是 1E N. 存 在 zx€ R,mE€ M, 使 1 二 mm 十 ar. 这样 [1] 二 
[十 az] = [az] = [aj[xj; 即 [aj 是 R/M 的 可 逆 元 ,因此 尺 一 M 是 域 . 

设 R/M 是 域 ,N 是 R 的 理想 , 且 MC N, 和 欲 证 N = 下 . 

由 于 MC N, 存 在 a E N\M, 即 [0] 关 [oa]. 因 R/AM 是 域 ,所 以 存在 x € ,使 
[aj[zxj] = [1j; 即 [axj] = [1j,; 从 而 1 一 ax € MC N. 由 于 a € N,N 是 R 的 理想 ,于 是 
az € N, 从 而 1€ NN, 所 以 NN = R. 因此 M 是 R 的 极 大 理想 . 

推论 6.2.12 在 有 单位 元 的 交换 环 尺 中 , 极 大 理想 一 定 是 素 理 想 . 

例 6.2.13 在 一 元 多 项 式 环 ZL[zxj] 中 , (2,x) 是 一 个 极 大 理想 ,而 (zx) 不 是 极 大 
理想 . 


6.2.5 商 域 


上 一 节 我 们 介绍 了 利用 极 大 理想 构造 域 的 方法 ,本 节 将 介绍 另 一 个 通过 环 的 扩充 
构造 域 的 方法 .为 此 , 先 证 明 一 个 常用 定理 . 
定理 6. 2. 13( 挖 补 定理 ) 设 S 壹 R,S 绽 S$S',S’ 几 R 关 名 , 则 存在 S 的 扩 环 R' 使 
RR 
证 明 设 S 到 S’ 的 同 构 为 p. 令 R = SUCRNS) ,一 个 尽 到 尺 的 映射 
prES, 


(7) = 
J 4 r,r € R\S, 


Vr ER’, 车 r+ € S', 由 于 go 是 S 到 S’ 的 同 构 映 射 ,从 而 存在 + € S, 使 g(r) = 二, 即 
f(7)==7. 车 rE R\S, 则 f(x) 二 rr. 所 以 是 满 射 . 

下 面 证 f 是 单 射 . Vm PP € R, 车 nh 关 7s, 当 ,rs 同属 于 R\S 时 ,由 于 f(n) 二 nn， 
fr) 一 产 ,所 以 Fn) 关 fri). 当 nn ,rs 同属 于 S 时 ,因为 y 是 同 构 映射 ,所 以 PC) 天 
g(rz), 于 是 Fo) 关 f(72). 当 nsrz 一 个 属于 S$S, 男 一 个 属于 R\S 时 , 设 n € S,rs € R\S, 
则 fn) = on) E S,f(r) = 9p(ri) € R, 由 于 S 门 R= 名 ;所 以 flr) 关 了 (72). 
因此 了 是 R 到 R’ 的 双 射 . 现 通 过 f, 在 R' 中 规定 两 种 代数 运算 : Yr ,rs € R', 存 在 7i， 
使 了 CH》 二 为 yf( 记 和 二 训 5 令 nn rs = 二 fn 十 rz) ,rirs 二 f(rirz). 这样 
ff 是 从 R 到 R’ 的 保持 运算 的 双 射 ,于 是 R' 是 一 个 环 ,从 而 R 器 R’. 

最 后 证 明 S' 是 R' 的 子 环 , 这 只 要 证 明 S 中 的 元 素 在 S' 中 的 运算 与 在 R 中 的 运算 
一 致 . Vn,rs € S' ,Irsri € 9S; 使 glri) 二 nn',plrz) 二 ra ,于 是 

ri re = Yr) ty ra) = for) fr) = fn 上 六) = Dr 
rr = pr ger) = for)fr) = fnr) = nr, 


因此 R' 是 一 个 符合 条 件 的 环 . 
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我 们 知道 整数 环 Z 是 一 个 整 环 , 不 是 域 .但 是 将 Z 扩充 得 到 了 有 理 数 域 . 一 般 的 环 
是 否 也 可 以 扩充 成 为 除 环 ( 或 域 ) 呢 ?因为 除 环 (或 域 ) 没 有 零 因 子 , 所 以 一 个 环 R 能 被 
除 环 ( 或 域 ) 包 含 ,R 必须 没有 零 因子 . 然而 ,对 于 非 交 换 环 ,无 零 因子 这 个 条 件 还 不 充 
分 . 关于 无 零 因 子 的 非 交 换 环 可 以 扩充 成 除 环 的 充 要 条 件 可 参考 N. Jacobson: Basic 
Algebra [ ,119( 中 译本 ,第 141 页 ). 下 面 我 们 要 证 明 : 当 尺 是 交换 环 时 ,无 零 因 子 这 个 
条 件 还 是 充分 的 ,所 用 的 方法 类 似 于 由 整数 环 扩充 成 有 理 数 域 的 方法 . 

定理 6.2.14 每 一 个 无 零 因子 交换 环 RR 都 可 以 扩充 为 一 个 域 下. 

定理 中 的 无 零 因 子 交 换 环 RR 的 扩 域 下 的 构造 为 :下 上 = {ab | aaERoER 

定义 6.2.8 设 R 是 无 零 因 子 交 换 环 ,下 是 R 的 扩 域 , 且 F= {a "|a€R,be 
R”}), 则 称 下 是 R 的 商 域 ( 或 分 式 域 ). 

由 定理 及 推论 知 , 每 一 个 无 零 因 子 交 换 环 R 都 存在 商 域 下 .有 理 数 域 Q 是 整数 环 Z 
的 商 域 ,实数 域 R 不 是 整数 环 Z 的 商 域 . 

定理 6.2.15 设 下 ,灰分 别 是 环 尺 ,R 的 商 域 , 若 尽 SR 则 正轨 下 

在 上 述 定 理 中 , 取 尺 = R 就 得 到 下 面 商 域 的 唯一 性 定理 . 

定理 6.2.16 设 F 与 F' 都 是 环 R 的 商 域 , 则 下 纪 FF. 

推论 6.2.17 环 R 的 商 域 是 R 的 最 小 扩 域 . 


6.3 唯一 分 解 环 


在 整数 环 Z 中 ,每 一 个 不 等 于 士 1 的 非 零 整数 都 能 分 解 成 有 限 个 素数 的 乘积 ,而 且 
除了 因数 次 序 以 外 ,分 解 是 唯一 的 . 在 数 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 和 下 [zj 中 ,每 一 个 次 数 
大 于 等 于 1 的 多 项 式 都 能 分 解 成 有 限 个 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ,而 且 除了 因子 次 序 和 零 
次 因 式 的 差别 以 外 ,分 解 是 唯一 的 . 一 些 特殊 的 整 环 也 具有 上 面 的 性 质 . 

在 这 一 节 里 ,我 们 将 对 一 般 的 整 环 讨论 元 素 因 子 分 解 问题 ,给 出 整 环 中 因子 分 解 唯 
一 性 定理 成 立 的 一 些 条 件 ,并 介绍 几 种 唯一 分 解 定 理 成 立 的 整 环 . 


6.3.1 单位 、 素 元 与 可 约 元 


定义 6.3.1 整 环 I 中 的 可 道 元 e 称 为 1 的 单位 . 

e 是 了 的 单位 仿 (e) = 工整 环 了 的 全 体 单 位 关于 了 的 乘法 构成 一 个 交换 乘法 群 . 

一 个 元 数 大 于 2 的 整 环 中 至 少 有 两 个 单位 : 1 和 一 1. 整数 环 Z 只 有 两 个 单位 , 即 
士 1. 域 正中 的 每 一 个 非 零 元 都 是 单位 . 

定义 6.3.2 设 a,bE€ 了 ,车 存在 cE 了 使 a == te, 则 称 5 整除 4a, 记 作 45 | a. 

定义 6.3.3 设 a,b5E 了 T, 若 a15 且 5 | 4a, 则 称 a 与 5 相伴 , 记 作 a 一 20. 

相伴 关系 有 下 列 性 质 : 
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设 a,b,c ET, 则 下 列 各 个 命题 等 价 : 

l)a~b; 2)656=ea; 3) (a) = (6). 

相伴 关系 是 整 环 I 上 的 一 个 等 价 关系 . 

例 6.3.1 设 I= 2Z[V3i] = {m 十 nV3i | m,n € 2}. 

1) 则 e 是 了 的 单位 驴 |e |= 1Se = 十 1; 2) 求 2 的 相伴 元 . 

证 明 1) 若是 1 的 单位 , 则 存在 e € 了 使 ss = 1. 两边 取 模 的 平方 ,得 |el?|e | = 
1, 设 一 m 十 nV3i;, 则 |e|? 二 mr 十 3 ,是 正 整数 , 同 理 , | s |? 也 是 正 整 数 ,于 是 |el?=1. 
若 |e| = 二 1, 则 区 十 372 二 1, 所 以 n= 二 0,m 一 士 1, 即 .es 二 土 1. 显 然 土 1 是 了 的 单位 . 

2) 由 (1) 与 相伴 元 的 定义 可 得 ,2 的 相伴 元 只 有 2 与 一 2. 

定义 6.3.4 设 aoET 若 |a, 但 2 不 是 单位 , 且 2 与 4 不 相伴 , 称 6 是 a 的 
真 因子 . 

定理 6.3.1 设 a,pET, 则 2 是 a 的 真 因子 合 (a) C (6) CI. 

证 明 因为 bla 售 (a) 己 (5); 又 5 与 4 不 相伴 仿 (a) 关 (0; 而 和 不 是 单位 全 
(5) 关 1, 所 以 命题 成 立 . 

定义 6.3.5 0 关 a€E1T, 且 a 不 是 单位 ,车 a 在 I 中 没有 真 因 子 , 则 称 a 是 I 的 一 个 不 
可 约 元 ; 若 a 在 工 中 有 真 因子 , 则 称 < 是 工 的 一 个 可 约 元 . 

定理 6.3.2 设 0 关 a € 1, 且 a 不 是 单位 , 则 a 是 可 约 元 全 = be, 且 b,c 都 不 
是 单位 . 

证 明 设 a 是 可 约 元 , 则 a 有 真 因 子 6, 于 是 4 二 te, 则 c 也 是 a 的 真 因 子 , 从 而 6 与 
c 都 不 是 单位 . 

反之 , 设 a = te ,b,c 都 不 是 单位 ,下 面 证 2 是 a 的 真 因子 ,只 要 证 6 与 a 不 相伴 .不 
然 ; 若 & 一 5, 则 存在 I 的 单位 e, 使 6 = ea ,于 是 a 二 bc = eac ,由 消去 律 得 ec 二 1, 于 是 
< 是 单位 ,矛盾 ,因此 a 是 可 约 元 . 

注意 : 一 个 不 可 约 元 的 相伴 元 也 是 不 可 约 元 . 

定义 6.3.6 0 关 pET, 上 且 户 不 是 单位 , 若 由 户 | ob 可 得 p | a 或 p 上 15, 则 称 p 是 I 
的 素 元 . 

定理 6.3.3 在 整 环 工 中 ,每 一 个 素 元 都 是 不 可 约 元 ， 

证 明 设 p 是 一 个 素 元 , 若 p 关 0, 则 pp | ab. 由 素 元 定义 可 得 p | < 或 2 | 58. 若 
p | a, 而 由 pp 二 ab 又 可 得 a | 2 所 以 < 一 如 ,从 而 2 是 单位 . 同 理 , 若 户 | 5, 则 a 是 单位 . 
因此 p 是 不 可 约 元 . 

注意 : 逆 命 题 在 一 般 的 整 环 中 不 成 立 . 看 下 面 的 例子 . 

例 6.3.2 设 I= ZIV3i] = {m 十 nV3i| m,n E ZZ}, 则 

1) 工 中 适合 条 件 | a 上? = 二 4 的 元 a 是 了 的 不 可 约 元 ; 
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2) 2 是 TI 的 不 可 约 元 ,但 不 是 工 的 素 元 . 
6.3.2 唯一 分 解 环 


定义 6.3.7 设 a,5ET, 若 存在 deET, 使 

1) d | a,d | 5( 这 时 称 d 是 a 与 5 的 公 因子 ); 

2) Yc EIT,c 是 a 与 6 的 公 因 子 , 则 c | d, 称 4 是 a 与 b 的 最 大 公 因 子 . 

定义 6.3.8 设 a,bE€ 了 ,车 a 与 b 的 最 大 公 因 子 是 单位 , 则 称 a 与 5 互 素 . 

定义 6.3.9 设 aET 满 足 : 

1) 有 一 个 因子 分 解 式 : a == pi1p，… p,(p; 是 了 中 不 可 约 元 ); 

2) 若 同时 又 有 因子 分 解 式 : a = dg… g;(g; 是 T 中 不 可 约 元 )， 
那么 = ,并且 可 以 适当 调换 因子 的 次 序 , 使 qi = pi(i 二 1,2,…,7), 则 称 a 为 1 中 的 
唯一 分 解 元 ,并 称 r 是 a 的 长 . 

若 整 环 了 中 每 一 个 既 不 是 零 又 不 是 单位 的 元 都 是 唯一 分 解 元 , 则 称 I 是 唯一 分 
解 环 . 

设 a 是 唯一 分 解 元 , 若 在 a 的 分 解 式 中 ,有 上 个 不 可 约 因子 pi,ps，… ,pi 互 不 相伴 ， 
且 其 他 的 不 可 约 因 子 都 与 某 个 p; 相伴 , 则 ax 的 分 解 式 可 以 写作 : a = epi p22…ph ,其 中 
e 是 单位 ,e; € N, 这 个 式 子 称 为 a 的 标准 分 解 式 . 

按 此 定义 ,整数 环 Z 与 数 域 下 上 一 元 多 项 式 环 Lx] 都 是 唯一 分 解 环 .但 一 般 的 整 
环 未 必 是 唯一 分 解 环 . 

例 6.3.3 整 环 T= Z[V3i] 不 是 唯一 分 解 环 . 

引 理 6. 3.4 在 一 个 唯一 分 解 环 工 中 , 若 元 a 的 不 可 约 因 子 分 解 已 知 , 则 可 确定 出 
a 的 所 有 真 因子 , 且 元 a 的 长 大 于 其 任 一 真 因 子 的 长 . 

证 明 设 5 是 a 的 真 因子 , a 二 bc ,b,c 都 不 是 单位 . 因为 是 唯一 分 解 环 , 所 以 a 二 
Pip pif > 00= pips p's>0c= pipr yt > 0, pp 是 不 可 约 元 , 则 由 因 
子 分 解 的 唯一 性 ,得 :十 上 =”, 且 户 一 记 , 当 j 隆 时 训 关 训 ; 从 而 7 二 5,0 ~ pa Pi "Pi. 

定理 6.3.5 在 一 个 唯一 分 解 环 工 中 ,任意 两 个 元 都 有 最 大 公 因 子 . 

定理 6.3.6 在 一 个 唯一 分 解 环 工 中 ,每 一 个 不 可 约 元 都 是 素 元 . 

证 明 ”由 定理 6. 3.5 知 了 中 任意 两 个 元 的 最 大 公 因 子 都 存在 , 设 p 是 了 的 一 个 不 
可 约 元 , 若 p 不 是 素 元 , 则 存在 a,6E€ 1, 使 p | ob ,而 p 不 整除 4a, 且 思 不 整除 5, 于 是 (p， 

a) 一 1,(p,0) 一 1, 则 (p,ab) ~ 1, 从 而 不 整除 ab, 矛 盾 .因此 p 是 素 元 . 
” 推论 6.3.7 若 整 环 T 中 任 两 个 元 的 最 大 公 因 子 都 存在 , 则 了 中 的 每 个 不 可 约 元 都 
是 素 元 . 
定理 6.3.8 若 整 环 工 满足 : 
1) I 中 每 一 个 既 不 是 零 又 不 是 单位 的 元 a 都 有 一 个 因子 分 解 : a 二 pips*… Pp,(p; 
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不 可 约 ); ， 
2) 若 工 的 每 一 个 不 可 约 元 p 都 是 素 元 , 则 了 是 唯一 分 解 环 . 
定理 6.3.9 若 整 环 工 满足 : 
1) I 中 每 一 个 既 不 是 零 又 不 是 单位 的 元 a 都 有 一 个 因子 分 解 : a = pip2*… p,; 
2) 工 的 任意 两 个 元 都 存在 最 大 公 因 子 ， 
则 工 是 唯一 分 解 环 . 


6.3.3 主 理想 环 


定义 6.3.9 若 整 环 工 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 , 则 称 工 是 主 理想 环 . 

例 6.3.4 整数 环 Z 是 一 个 主 理想 环 ; 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 FLxj 也 是 一 个 主 理 
想 环 . 但 是 在 整数 环 Z 上 的 一 元 多 项 式 环 ZLzj 中 ,(2,z) 不 是 主 理想 ,因此 ZLxj 不 是 主 
理想 环 . 

引 理 6.3.10 设 I 是 一 个 主 理想 环 , 若 在 序列 wm ,az ,as,… (Ca E 1,i 王 1,2,3,…) 中 
每 一 个 元 都 是 前 面 一 个 元 的 真 因子 , 则 这 个 序列 一 定 是 有 限 序列 . 

证 明 ” 作 序 列 的 各 个 元 生成 的 主 理想 : (a1)，,(as),(as)，*… 

由 于 ai 是 a; 的 真 因子 , 则 (aa) CC (Cas) Cas)C*… 令 T==U (a;), 则 任意 4a,b € 
TT 及 r €E 1, 总 有 a € (a;),b € (a;), 其 中 i,j 为 某 两 个 正 整 数 ,假设 i 过 7, 则 (a;) 和 
(qa)), 从 而 a € (aj), 于 是 a 一 b,ra € (o)ET, 因此 了 T 是 了 的 一 个 理想 .因为 I 是 主 理 
想 环 ,所 以 T= (4d). 于 是 dE€ 全 一 U (a;), 从 而 4 属于 某 个 (ai). 而且 ,这 个 w 一 定 是 
序列 中 的 最 后 一 个 元 ,不 然 , 在 a 后 面 还 有 一 个 元 ar ,由 于 deE (Ca ,ar €E T= (qd)， 
可 得 a, | da | awi; 于 是 a | cs, 而 由 假设 ai | 41; 从 而 awni 一 44, 这 与 ami 是 44 的 
真 因子 的 假设 相 矛 盾 . 

定理 6.3.11 每 一 个 主 理想 环 工 都 是 唯一 分 解 环 . 

证 明 在 I 中 任 取 一 个 既 不 是 零 也 不 是 单位 的 元 a ,假定 a 不 能 写成 有 限 个 不 可 约 
元 的 乘积 , 则 a 是 可 约 元 ,从 而 有 真 因子 5, 即 存在 cE 1, 使 4 二 te, 则 cc 也 是 a 的 真 因 
子 , 因 为 a 不 能 写成 有 限 个 不 可 约 元 的 乘积 ,所 以 5 与 < 中 至 少 有 一 个 也 不 能 写成 有 限 
个 不 可 约 元 的 乘积 ,将 这 个 元 记 作 ai. 于 是 wa 又 有 真 因子 ws ,如 此 下 去 ,得 到 了 工 的 一 个 
无 限 真 因子 序列 : ayai ,as，… 与 引 理 矛 盾 . 因此 a 有 一 个 不 可 约 元 的 因子 分 解 . 

其 次 , Ya,b € 1, 由 a,b 生成 的 理想 (a,6) = {ar 十 bs | r,s ED. 

因 了 是 主 理想 环 , 所 以 存在 4 € 1, 使 (a,b6) = (4d), 于 是 a € (qd),b € (qd), 从 而 
d | asd | 6b; 又 车 c| ayc | 5b; 则 a € (c) ,bE (c), 对 任意 7,s € T, 有 ar 十 €E (c), 即 
(d) CCc), 从 而 c| ad, 因 此 2 是 a,2 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

由 于 整数 环 Z 与 域 F 上 的 一 元 多 项 式 环 F[z] 都 是 一 个 主 理想 环 ,因此 ZZ 与 FLx] 
都 是 唯一 分 解 环 . 
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注意 : 该 定理 的 道 命题 不 成 立 , 即 唯一 分 解 环 未 必 是 主 理想 环 . 

例 6.3.5 如 ZLzj] 不 是 主 理想 环 ,但 Z[zxj 是 唯一 分 解 环 . 

我 们 知道 ,在 一 个 唯一 分 解 环 工 中 ,任意 两 个 元 都 有 最 大 公 因 子 . 在 一 个 主 理想 环 
中 两 个 元 的 最 大 公 因 子 还 有 更 进一步 的 性 质 : 

定理 6.3.12 设 I 是 主 理想 环 , a,b ET, 则 (a,6) (d)SSq 是 a 与 0 的 一 个 最 大 
公 因 子 . 

证 明 必要 性 设 (4a,b) = (4d), 则 a € (4d),bE€ (qd), 于 是 4|a,d|65, 所 以 d 是 
a,b 的 一 个 公 因 子 ,同时 & E (a,6b), 于 是 d= 二 au 十 buyusv CT. 设 c 是 a,b 的 任意 一 个 
公 因 子 , 即 c | a,c | 5, 从 而 由 上 式 得 c | d. 因此 a 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

充分 性 I 是 主 理想 环 , 存 在 cE 了 1 使 (a,6b) = (c), 从 而 c 是 a 与 2 的 一 个 最 大 
公 因 子 , 由 假设 4 是 a,b 的 一 个 最 大 公 因 子 , 则 4 ~ c, 因 此 (4d) = (c) = (a,0b). 

该 定理 可 以 推广 为 : 设 I 是 主 理 想 环 ,aiyas;*™… a, E 六 则 (a@ai ,Qs s,Q 二 
(d)SSd 是 ai,as,… ,a; 的 一 个 最 大 公 因 子 . 

定理 6.3.13 设 I 是 一 个 主 理想 环 ,p 是 1 中 的 非 零 元 , 则 (z2) 是 工 的 极 大 理想 会 加 
是 工 的 不 可 约 元 . 

证 明 充分 性 设 p 是 I 的 不 可 约 元 .车 I 中 有 一 个 理想 A, 使 (p) 导 A, 则 因为 I 
是 主 理想 环 , 所 以 存在 a E 1, 使 A = (a). 于 是 (p) 己 (a), 即 a|p, 且 4 与 p 不 相伴 .而 
pp 是 不 可 约 元 ,从 而 a 是 单位 , 即 A = (a) == 1, 因 此 (pp) 是 了 的 极 大 理想 . 

必要 性 ”因为 (p) 是 1 的 极 大 理想 ,所 以 (p) 关 T,p 不 是 单位 . 现 设 51p, 则 (p) 三 
(5). 因为 (p) 是 极 大 理想 ,所 以 (5) = (2) 或 (0) = 二 1 了, 即 5 一 或 5 是 单位 .因此 pp 是 不 
可 约 元 . 


6.3.4 欧 氏 环 


定义 6.3.10 设 I 是 整 环 , 若 

(1) 存 在 一 个 由 71” 二 I 一 {0) 到 非 负 整数 集 N U {0} 的 映射 p; 

(2) 对 YaE€1*,bE 了 ,存在 qr ET, 使 6 二 ag 十 rr 二 0 或 g(r) < yp(a)， 

则 称 工 是 一 个 欧 氏 环 . 

例 6.3.6 整数 环 Z 是 一 个 欧 氏 环 . 

证 明 首先 整数 环 Z 是 一 个 整 环 . 令 g:Z" 一 NU 1{0},a 一 |a|, 其 中 |a| 是 a 的 
绝对 值 , 则 g 是 一 个 Z” 到 N U {0} 的 映射 ,并 且 对 Ya € Z* ,bE 2Z, 存 在 qsr € T, 使 
b= 二 ag 十 rr 二 0 或 gp(7) 二 下 元 | 过 | 六 三 g(a). 因 此 Z 是 一 个 欧 氏 环 . 

例 6.3.7 Gauss 整数 环 Z[i = 二 {m 十 ni | m,n € Z} 是 一 个 欧 氏 环 . 

证 明 2Z[ij 是 复数 域 C 的 一 个 子 环 , 且 1€ 2Z[i, 于 是 ZLij 是 一 个 整 环 . 令 
p: Z[ij" 一 NU {0},a 一 |a |, 其 中 |a| 是 a 的 模 , 则 yg 是 一 个 ZL[i]2 到 NU {0} 的 
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映射 . 

下 面 证明 Va € Z[i]* ,6 € 2Z[i, 存 在 gq,r € 2Z[ij, 使 5 二 ag 十 r,r 王 0 或 pg(7) 一 
pla). 

设 a1b 二 十 vi, 其 中 ,v€ Q, 现 取 w,v 分 别 是 与 u,v 最 接近 的 整数 , 令 王 
a—u sh=% Vs 则 TE|=| ww | 12, | hk|=| v 一 v | 过 1/2, 于 是 6 二 alu 十 


Wi) 二 a[(w 十 有 十 (Vv 十 有 = 二 alw 十 vi 十 a 十 及) 二 ag 十 7 其 中 gq 二 u 十 Visr 二 十 
hi€ 于 让 ,因为 > 一 0 一 ,所 以 rE ZL 车 r 关 0; 则 p07 二 | 上 r= 二 1al? 1k 十 有 ss 
1a le 局 )》 和 | a |2(174 十 114) = 二 1/2 g(a) 之 :g(aQ). 因 此 Z[Li] 是 欧 氏 环 . 

定理 6.3.14 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 FLzj 是 欧 氏 环 . 

证 明 显然 F[xj] 是 一 个 整 环 . 令 p: F[zj” 一 N U {0},f(x) 一 degf(z), 其 中 
degf(z) 是 f(x) 的 次 数 , 则 p 是 一 个 F[z] 到 NU {0} 的 映射 .对 Vf(zx) EFLz ， 
g(x) E FLx], 由 于 f(x) 的 最 高 项 系数 不 等 于 零 , 即 是 域 让 的 单位 ,从 而 存在 q(x) ,r(x) E 
F[zj,; 使 g(x) = f(x)q(zx) 十 r(x), 其 中 r(x) 二 0 或 pl(r(x)) = degr(x) < degf(x) = 
gp(f(x)). 因 此 FLz] 是 一 个 欧 氏 环 . 

定理 6.3.15 每 一 个 欧 氏 环 T 是 主 理想 环 ,从 而 是 唯一 分 解 环 . 

注意 : 定理 6. 3. 15 的 逆 命 题 不 成 立 . 例如 , 整 环 {(a 十 b V19)/2 | a,b € Za 二 
b(mod2) } 是 主 理想 环 , 但 不 是 欧 氏 环 . 


6.4 唯一 分 解 环 上 的 一 元 多 项 式 环 


我 们 已 经 看 到 , 域 下 上 的 一 元 多 项 式 环 F[xj 是 唯一 分 解 环 ,现在 我 们 将 推广 这 一 
结果 ,证 明 唯一 分 解 环 工 上 的 一 元 多 项 式 环 TILzj 也 是 唯一 分 解 环 , 


6.4.1 本 原 多 项 式 


定理 6.4.1 1) I[x] 是 一 个 整 环 ,T 的 单位 元 就 是 I[zj 的 单位 元 ; 

2) I[zx] 中 的 单位 恰 是 了 中 的 单位 . 

定义 6.4.1 车 /(x) € I[xj] 的 系数 的 最 大 公 因 子 是 单位 , 则 称 f(z) 是 I[zj 的 一 
个 本 原 多 项 式 . 

定理 6.4.2 ”本 原 多 项 式 有 如 下 性 质 : 

1) 本 原 多 项 式 不 能 是 零 多 项 式 ; 

2) 设 f(zx) 是 零 次 多 项 式 , 则 f(x) 为 本 原 多 项 式 当 且 仅 当 f(x) 为 单位 ; 

3) 与 本 原 多 项 式 相伴 的 多 项 式 也 是 本 原 多 项 式 ; 

4) 若 本 原 多 项 式 f(z) 可 约 , 则 f(x) = 广 (z 户 (z), 其 中 0 到 degACz) < degf (x); 

5) 设 0 闫 f(z) € I[zx], 则 f(z) = dfi(zx), 其 中 dE€ 了 ,fi(z) 是 本 原 多 项 式 , 且 
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这 个 分 解除 相差 单位 因子 外 是 唯一 的 . 

令 @ 是 I 的 商 域 ,上 面 的 结果 可 以 推广 到 Q 上 的 一 元 多 项 式 环 QLx1]) 中 . 

引 理 6.4.3 设 Q@ 是 I 的 商 域 ,0 关 f(x) € Q[zxj, 则 f(x) 可 表示 为 f(x) = 
rfi1(zx), 其 中 0 关 rE€ Q,fi(x) 是 I[xj 中 的 一 个 本 原 多 项 式 ,并 且 这 个 分 解除 相差 I 中 
的 单位 因子 外 是 唯一 的 . 

证 明 设 Fz) 一 ao 十 gz 十 十 oz" dg € Q, 于 是 qi; 二 ai/bis,ai,b; ETO 天 0. 
令 5 二 bob1… b,, 则 0 关 bf (x) E TL[zxj], 由 定理 6.4.2(5), 得 bf (x) = cf1(z), 其 中 cE€ 
I, fi(x) € I[xj 是 一 个 本 原 多 项 式 .于 是 f(x) = rz),r 一 om EQ. 

其 次 ,车 又 有 f(x) = sfi(zx),s = 二 ed!€Q, 其 中 eyd€ 1,d 关 0,f(x)EILzj] 是 
本 原 多 项 式 .于 是 cdf1(x) 三 befi(x) ETILz], 由 定理 6.4.2(5) 中 关于 分 解 的 唯一 性 ， 
得 cd ~ be ,fi1(x) 一 户 (z), 从 而 户 (z) = ef;(x),e 是 单位 . 

引 理 6. 4. 4 ( Gauss) 在 I[zx] 中 , 设 f(x) = g(zx)h(zx),f(zx) 是 本 原 多 项 
式 仿 g (x) 与 h(x) 都 是 本 原 多 项 式 . 

证 明 必要 性 显然 成 立 , 下 证 充分 性 , 设 

着 (二 才 汪 证 二 


f(x) = gnh(r) 一 c 十 cz 十 十 oz” 其 中 心 一 >)a0i， 
计 j 一 大 


因为 g(x) ,h(x) 是 本 原 多 项 式 , 所 以 g(x) 关 0,h(z) 关 0, 从 而 f(x) 关 0. 若 f(x) 不 是 
本 原 多 项 式 , 则 co ,cl，… ,cs 的 一 个 最 大 公 因 子 & 不 是 工 的 单位 . 而 f(x) 关 0, 于 是 
d 关 0. 由 于 了 是 唯一 分 解 环 ,于 是 存在 了 的 不 可 约 元 p, 使 pd, 从 而 p| ck 二 0， 
1,…,m 十 n, 因 为 g(x),h(zx) 是 本 原 的 ,所 以 p 不 能 整除 所 有 的 a;, 也 不 能 整除 所 有 的 
bj. 设 a; 中 不 能 被 bp 整除 的 下 标 最 小 的 为 a;,b; 中 不 能 被 bp 整除 的 下 标 最 小 的 为 5; ,考察 
f(z) 中 zx 的 系数 cj; = ab 十 ap 十 …… 十 al 十 … 十 aarbo, 该 式 中 ao，a，…， 
aj1,0; 1，… ,bo sci; 都 能 被 p 整除 ,从 而 p | aib;. 由 于 唯一 分 解 环 中 的 不 可 约 元 也 是 素 
元 ,从 而 p | ai 或 p | 5;, 这 与 a;,b; 的 取 法 矛盾 ,因此 f(x) 是 本 原 多 项 式 . 

定理 6.4.5 设 Q 是 1 的 商 域 ,g (x) 是 I[xj] 中 次 数 大 于 零 的 不 可 约 多 项 式 , 则 
g(x) 在 QLzxj] 中 也 是 不 可 约 的 . 

证 明 因为 g(x) 的 次 数 大 于 零 , 且 在 I[xj] 中 不 可 约 ,所 以 其 系数 的 最 大 公 因 子 只 
能 是 单位 ,从 而 g(x) 是 本 原 多 项 式 . 车 g(x) 在 QLz] 中 是 可 约 的 , 则 gq1(zx)qz (zx), 其 中 
gqi(x),gs(zx) E QIz], 且 都 不 是 单位 , 即 不 是 Q 中 的 非 零 元 ,所 以 q1 (x) ,qs(x) 都 是 
Q[zx] 中 次 数 大 于 零 的 多 项 式 , 于 是 go (z) =rihi(z) ,i 二 1,2, 其 中 7; € Q,hi(x) 是 I[zxj] 
中 的 本 原 多 项 式 ,; 从 而 g(x) = 二 7 hi(z)hs(z), 其 中 ,7r, EQ, 且 由 引 理 6.4.4 知 
hi(zx) ,hs(zx) 是 I[zxj] 中 的 本 原 多 项 式 , 得 g(x) == oh1(x)h,(zx), 其 中 e 是 I 的 单位 .然而 
deghi(x) 二 deggq; (x) 之 0, 这 与 g(x) 在 I[xj] 中 的 不 可 约 性 矛盾 . 因此 q(x) 在 QLzxj] 中 
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不 可 约 . 

引 理 6.4.6 I[zj 中 次 数 大 于 零 的 本 原 多 项 式 fo(x) 是 TLx] 中 的 唯一 分 解 元 . 

证 明 ” 先 证 fo(x) 可 以 分 解 成 不 可 约 多 项 式 的 乘积 ,车 fo(z) 是 不 可 约 多 项 式 , 则 
结论 已 成 立 . 现 设 fo(x) 可 约 , 则 fo(zx) = 有 (zx)fi(zx), 其 中 0 < degfi(x) 去 
degfo(7x),i 二 1,2. 因 为 fo(x) 是 本 原 多 项 式 ,所 以 fi (zx),fi(x) 也 是 本 原 多 项 式 . 这 
样 ,车 f(z) 或 户 (Cz) 也 是 可 约 的 ,又 可 把 它们 分 解 成 次 数 更 低 的 本 原 多 项 式 的 乘积 . 
由 于 fo(z) 的 次 数 是 一 个 有 限 正 整数 ,从 而 总 有 分 解 式 : fo (x) 二 qi (x) gzs(zx)**g, (x)， 
其 中 每 个 g;(z) 是 I[xj 中 的 不 可 约 本 原 多 项 式 , 且 次 数 大 于 零 . 若 fo(x) 另 有 一 个 分 解 
式 : fo(z) 二 pi1(7X)pz(z)…pm(X) ,其 中 每 个 p;(x) 是 ILxj] 中 的 不 可 约 本 原 多 项 式 , 且 
次 数 大 于 零 , 则 ,qi(z) 与 p;(zx) 在 QLzj] 中 也 是 不 可 约 的 ,从 而 上 面 fo(x) 的 两 个 分 解 
式 也 是 fo(x) 在 QLz] 中 的 两 个 不 可 约 元 的 因子 分 解 ,而 QLzj] 是 唯一 分 解 环 , 所 以 
n 二 m, 且 适当 调换 因子 的 次 序 , 在 QLz] 中 有 4(Cz) ~ pi;(x), 即 存在 QLxj 的 单位 a;， 
使 qi (x)》 = aspi(x). 


6.4.2 唯一 分 解 环 


已 知 QLz] 的 单位 就 是 工 的 商 域 Q 的 单位 ,从 而 0 隆 a; E Q, 所 以 pi(z) = eiqi(z)， 
e; 是 工 的 单位 , 即 在 ILz] 中 也 有 gi(x) ~ pi;(zx). 因 此 fo(x) 是 I 和 [xj 中 的 唯一 分 解 元 . 

定理 6.4.7 设 I 是 唯一 分 解 环 , 则 ILzxj 也 是 唯一 分 解 环 . 

证 明 设 f(x) € I[xj,f(x) 关 0, 且 f(z) 不 是 单位 .车 f(x) €E 1, 因 了 是 唯一 分 
解 环 , 则 f(x) 是 唯一 分 解 元 . 若 f(x) 是 本 原 多 项 式 , 则 f(x) 人 1, 即 deg jz) 二 0 于 
是 f(x) 也 是 唯一 分 解 元 . 以 下 设 f(x) 是 次 数 大 于 零 的 非 本 原 多 项 式 . 又 f(x) = 
dfo(x) ,其 中 4d ET 不 是 单位 , 广 (z) 是 次 数 大 于 零 的 本 原 多 项 式 . 因为 了 是 唯一 分 解 
环 , 所 以 d 在 I 中 有 因子 分 解 : & 二 pips…p;, 其 中 pp; 是 IT 中 不 可 约 元 . 因 fo(zx) 在 ILzxj] 
中 有 因子 分 解 : fo (x) = qi (zx)gzs (xX) … gq, (zx), 其 中 g;(x) 是 不 可 约 本 原 多 项 式 , 且 次 
数 大 于 0. 由 上 两 式 得 到 f(x) 在 ILz] 中 的 不 可 约 因 子 分 解 : 

ee 

假设 f(x) 在 ILx] 中 另 有 一 个 不 可 约 因 子 分 解 : f(x) 一 pip2*…p'qi (x) 
oz)…ogCz) ,其 中 p'E€ 1,g'(zx) 是 不 可 约 本 原 多 项 式 , 且 次 数 大 于 0. 令 d = pips*… 
ps FY = po (Fe CE) gn(z); 则 f(z) = dfo(zx) 三 4d'f1(x); 其 中 dd ET， 
fo(z) ,fi1(zx) 为 I[xj 中 本 原 多 项 式 , 则 4 ~ d',fo(zx) ~ 有 (x). 由 于 I 是 唯一 分 解 环 ， 
得 d’ = ed ,fo(x) = !fi(x) 都 是 唯一 分 解 元 ,从 而 7 二 s,n 二 m, 且 适当 调换 因子 的 
次 序 , 可 使 p; ~ p“,gi(x) ~ qi(x), 因 此 f(x) 是 唯一 分 解 元 . 综 上 所 证 可 得 I[xj] 是 一 
个 唯一 分 解 环 . 
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该 定理 可 以 推广 为 : 设 了 是 唯一 分 解 环 , 则 TLzi ,zz，… ,zj 也 是 唯一 分 解 环 . 

由 此 可 见 ,整数 环 Z 上 的 一 元 多 项 式 环 ZLzj] 是 一 个 唯一 分 解 环 , 域 下 上 二 元 多 项 
式 环 F[x,y] 也 是 一 个 唯一 分 解 环 .但 是 ,我 们 知道 ZLzj 不 是 主 理想 环 ,FLz,yj] 也 不 是 
主 理想 环 , 因 此 ,唯一 分 解 环比 主 理想 环 更 为 广泛 . 


6.4.3 多 项 式 的 根 


定理 6. 4. 8(Eisenstein 判别 法 ) 设 ? 之 1, jz) 一 a 十 az 十 人 十 az 生 TEzil, 
若 存 在 ] 中 不 可 约 元 pp ,使 : 1) p 不 整除 a,;2):p | a;(i = 二 0,1,…,n 一 1);3) p? 不 整除 
a,; 则 了 f(z) 在 I[z] 中 不 能 分 解 成 两 个 次 数 比 ?小 的 多 项 式 乘积 , 即 f(x) 在 QLzj] 中 不 
可 约 ， 

证 明 反 证 法 设 f(x) 二 g(x)h(zx), 其 中 g(x),h(zx) ETILzj, 上 且 0 二 degg(Cz)， 
degh(z) 二 nn, 令 


g(r) 三 BW or lh(2) = emer rt 1 


因为 方 | cu, 即 户 | boco, 又 Pp? 不 整除 ao, 所 以 可 设 p| bo, 而 pp 不 整除 co. 因 为 bp 不 
整除 a, ,所 以 p 不 能 整除 g(x) 的 所 有 系数 , 设 第 一 个 不 被 p 整除 的 5; (1 三 7 三 m), 由 
于 了 是 唯一 分 解 环 , 不 可 约 元 p 也 是 素 元 ,从 而 p 不 整除 bjco. 于 是 p 不 整除 bjco 十 
bic 十 … 十 bocj, 即 不 整除 aj(j 过 m 二 nw), 这 与 假设 矛盾 ,因此 f(x) 在 I[xj 中 不 
能 分 解 成 两 个 次 数 比 n 小 的 多 项 式 乘积 , 即 f(x) 在 QLzxj 中 不 可 约 . 

例 6.4.1 flzyy)==4z? 十 5(y 一 1)zx 十 3(y 一 1) 是 ZL[z, yj 中 的 不 可 约 多 项 式 . 

证 明 因 /f(x,y) 系数 的 最 大 公 因 子 是 单位 . 又 Z[x, yj = ZLyjLxj, 所 以 f(x， 
y) 是 系数 在 Z[y] 中 的 xz 的 多 项 式 . 而 y 一 1 是 唯一 分 解 环 ZLyj] 中 的 不 可 约 元 ,用 
Fisenstein 判别 法 得 f(x, y) 是 ZLz，y] 中 不 可 约 多 项 式 . 

最 后 ,我们 讨论 整 环 IT 上 的 一 元 多 项 式 环 I[xj 中 多 项 式 的 根 的 概念 和 性 质 , 它 与 
TI[z] 中 多 项 式 的 因子 分 解 有 关 , 所 得 结果 与 高 等 代数 中 讨论 的 数 域 下 上 一 元 多 项 式 环 
FLxj 中 相应 的 内 容 基本 相似 . 

定义 6.4.2 设 RLz] 是 环 尺 上 的 一 元 多 项 式 环 , f(z) ERLzj,aER, 若 广 (o) 一 
0, 则 称 a 是 了 (zx) 的 一 个 根 . 

定理 6. 4.9( 因 式 定 理 ) 设 f(x)E€ I[zxj;a € 1, 则 a 是 f(x) 的 一 个 根 售 zx 一 a | 
人 

证 明 若 z 一 a | f(z);, 则 f(zx) = (x 一 a)g(x), 从 而 f(a) = 二 0, 所 以 a 是 f(x) 的 
一 个 根 . 车 a 是 了 (x) 的 一 个 根 ,因为 x 一 a 的 首 项 系数 1 是 单位 , 则 存在 9Cz) € ILxj， 
+ET, 使 f(x 二 《x 一 a)g(z) 十 7 于 是 (a) 二 (a 一 0)Q(a7 十 7 因为 f(a) = 二 0, 所 以 
r+ 二 0. 从 而 f(x) = (x 一 a)q(zx), 即 x 一 a | f(z). 
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定理 6.4.10 设 Fz) E 开 zjiaw，…aw 是 TI 中 7 个 互 不 相同 的 元 , 则 am ,as，*… ,a 
是 f(x) 的 根 合 (x 一 a (zx 一 a2) (Zz 一 a1) | f(x). 

证 明 车 (x 一 a(x 一 Qs) (x 一 a) | f(x), 则 za;| f(z) ,i = 1,2, ,nn. 
由 此 得 a; 都 是 f(x) 的 根 . 

反之 ,车 a1 ,as，…;as 是 f(x) 的 根 , 则 f(x) = (zx 一 a1)fi(x), 于 是 0= f(as) 二 
(az 一 Q1)fi(a;), 但 是 ,as 一 a 关 0,T 没 有 零 因 子 , 所 以 fi (as) 二 0, 即 as 是 f1(x) 的 根 . 

又 应 (x) = 《zx 一 @z) fy(z), 于 是 f(x) 二 (x 一 a1)(z 一 2)fa(z). 如 此 下 去 ,得 到 : 


AY (RR Rs 


例 6.4.2 设 f(z)= 二 x 一 + 是 ZLxj] 中 一 个 多 项 式 , 则 Z 中 的 每 一 个 元 都 是 f(z) 
的 根 . 

证 朋 ZZ 二 {[0j],[1],[2]} ,f(r)=2 一 z= 二 x(w 一 [1]》(z 一 [21) ,得 证 . 

推论 6.4.11 设 f(x) € ILxj, 若 degf(x) = n; 则 f(z) 在 I 中 至 多 有 zw 个 不 
同 的 根 . 

例如 ,在 Zo[xj] 中 ,二 次 多 项 式 f(x) = x? 一 + 有 四 个 不 同 的 根 : [0o],[1],[3],[4]. 


6.5 域 的 扩张 


早 在 19 世纪 初 ,Galois 在 研究 代数 方程 解法 时 就 提出 了 域 的 概念 ,后 来 Dedekind 
和 Kronecker 在 不 同 背景 下 也 提出 了 域 的 概念 . 系统 研究 域 的 理论 始 于 Weber, 在 
Weber 等 人 的 影响 下 ,Steinitz 对 抽象 域 进行 了 系统 研究 ,于 1910 年 发 表 论 文 “ 域 的 代 
数理 论 ”, 对 域 论 本 身 以 及 相关 科学 的 发 展 产 生 了 重大 影响 . 域 是 许多 数学 分 支 ( 如 代 
数 、 代 数 数论 .代数 几何 等 ) 研 究 的 基础 . 由 于 域 上 共有 平凡 理想 ,因此 无 法 通过 域 的 理想 
来 研究 域 . 要 研究 域 ,必须 采取 别 的 方法 ,其 中 最 基本 的 方法 就 是 对 域 进行 扩张 , 域 的 扩 
张 起 源 于 数 域 的 扩张 . 


6.5.1 素 域 


定义 6.5.1 若 域 下 是 域 E 的 一 个 子 域 , 则 称 玉 为 F 的 一 个 扩 域 . 

任何 数 域 都 包含 有 理 数 域 , 即 有 理 数 域 是 最 小 的 数 域 , 它 不 含 任何 真子 域 . 
定义 6.5.2 若 域 A 不 含 真子 域 , 则 称 A 是 一 个 素 域 . 

这 样 ,有 理 数 域 是 一 个 素 域 . 显然 以 素数 p 为 模 的 剩余 类 域 Z/(p) 也 是 素 域 . 
定理 6.5.1 设 人 入 是 一 个 素 域 , 则 

1) 当 charA -> ce 时 ,AS 宅 Q; 

2) 当 charA 二 pbp 时 ,A 纪 Z/(p), 其 中 pp 是 素数 . 
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在 同 构 意 义 下 这 就 是 全 部 的 素 域 . 

证 明 域 A 包 含有 单位 元 e, 则 入 也 包含 所 有 的 ze(zEZ), 取 S={(ze |72EZ)， 
令 pg: n 一 ne 是 整数 环 Z 到 S 的 一 个 同 态 映 射 . 

1) 当 charA 一 品 时 ,yp 是 同 构 映 射 , 从 而 Z 呈 5S, 但 A 包含 5 的 商 域 , 因 同 构 的 环 的 
商 域 也 同 构 ,Z 的 商 域 是 有 理 数 域 Q, 又 由 于 人 是 素 域 ,所 以 S 在 人 中 的 商 域 就 是 A 本 
身 , 从 而 全 Q&. 

2) 当 charA 二 pp 时 ,由 于 gp: p 一 pe 二 0, 即 p€ Kerg, 所 以 (p) 导 Kerg, 又 由 于 (Pp) 
是 Z 的 最 大 理想 , 男 一 方面 ,1 >e 了 0, 所 以 Kerg 关 7Z, 有 Kergp 二 (2p), 则 Z/(p) 宇 5S. 

由 于 Z/(p) 是 域 , 故 S 是 域 .但 人 是 素 域 , 故 S= A, 从 而 有 全 2Z/(2) ,这样 ,在 同 
构 意 义 下 , 素 域 只 有 Q 以 及 模 p( 素 数 ) 剩余 类 域 . 

推论 6.5.2 设 已 是 一 个 域 ,如 果 五 的 特征 是 co , 则 瓦 包含 一 个 与 Q 同 构 的 素 域 ; 
如 果 瑟 的 特征 是 素数 p, 则 包含 一 个 与 Z/(p) 同 构 的 素 域 . 

推论 6.5.3 每 个 域 都 包含 一 个 素 域 且 只 包含 一 个 素 域 . 


6.5.2 扩 域 


下 面 粗略 考察 一 下 F(S) 中 的 元 素 是 些 什么 样子 . 

在 S 中 任 取 有 限 个 元 素 oo，…aw， 令 Fu,w，…w) 为 系数 属于 下 的 关于 
ai ;as ，"… sa 的 任意 一 个 多 项 式 , 它 是 FC(S) 中 一 个 确定 的 元 素 . 由 于 FC(S) 是 一 个 域 ,因此 
a Ge) 也 包含 这 样 两 个 多 项 式 的 商 布 (a »Q2 ,°° 0)/ f2 (a »Q2 ,…,Q,) ,其 中 fe (a 39Q2 9°"", 
Qn ) 天 0, 另 一 方面 ,如 果 让 wm 9?Q2 ，” ”9Qn 在 S 中 任意 变动 ?977 也 不 固定 ,那么 一 切 这 样 的 有 理 
分 式 显然 作成 一 个 包含 FUS 的 子 域 ,因此 
FS} > {filai, WD Qa)/ fi la, [全 Qn ) | Qis QQ29 **"» Qn E€ S,n 二 js 2s SE } 

在 已 中 适当 选择 S 就 能 使 E = F(5). 

定理 6.5.4 令 瑟 是 域 下 的 一 个 扩 域 ,而 S1,S; 是 上 的 两 个 子 集 , 则 

FCSI CS = FC(8) G81) = FOS LU 52). 


对 于 域 F(a ,as,，…,a,) 有 
下 (alyazy ya) 一 下 (al)(Caz) (an). 
这 就 是 说 ,讨论 扩 域 F(a ,ms，… ,as) 又 可 归结 为 讨论 向 下 添加 一 个 元 素 而 得 到 的 
扩 域 ,这 种 扩 域 很 重要 . 
定义 6.5.3 设 巨 是 域 F 的 一 个 扩 域 ,a€ EE, 如 果 存在 下 上 非 零 多 项 式 f(x) 使 
f(a) =0, 则 称 & 为 上 的 一 个 代数 元 . 否则 , 称 a 为 F 上 的 一 个 超越 元 . 
例 6.5.1 V3,V3,i 都 是 有 理 数 域 Q 上 的 代数 元 ,而 圆周 率 x 则 是 Q 上 的 一 个 超越 
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元 .但 是 应 注意 ,x 是 实数 域 上 的 一 个 代数 元 . 

QV2) 是 有 理 数 域 Q 的 一 个 单 代数 扩 域 ;而 Q(x) 则 是 Q 的 一 个 单 超越 扩 域 . 

定义 6.5.4 设 a 是 域 玉 上 的 一 个 代数 元 , 则 下 上 首 系数 为 1 且 以 a 为 根 的 次 数 
最 低 的 多 项 式 是 存在 的 , 称 为 a 在 上 的 最 小 多 项 式 . 

若 a 的 最 小 多 项 式 的 次 数 是 n, 则 称 a 是 上 的 一 个 n 次 代数 元 . 

例 6.5.2 i 在 Q 上 的 最 小 多 项 式 是 x 十 1, 因 此 i 是 Q 上 的 一 个 2 次 代数 元 ;V2 在 
Q 上 的 最 小 多 项 式 是 x 一 2, 因 此 V2 是 Q 上 的 一 个 3 次 代数 元 . 

定理 6.5.5 域 下 上 的 代数 元 a 在 F 上 的 最 小 多 项 式 是 唯一 的 ,a 在 下 上 的 最 小 
多 项 式 p(z) 在 下 上 不 可 约 , 又 车 f(x) 是 一 个 多 项 式 且 f(a) 二 0, 则 p(x) | fz). 

定理 6.5.6 设 F[xj] 为 域 下 上 未 定 元 x 的 多 项 式 环 ,F(zx) 为 其 分 式 域 , 则 

1) 当 a 为 上 的 超越 元 时 ,F(a) 给 F(z); 

2) 当 a 为 上 的 代数 元 时 ,F(a) 守 F[z]/ 一 2(z) 之 ,其 中 力 z) 为 在 下 上 的 最 
小 多 项 式 . 

证 明 令 Fo)= 王 ( fla) | f(x) € Fl[zj]), 则 FLaj 是 域 F(a) 的 一 个 子 环 ,又 易 知 
p: f(zx) 一 f(a) 是 FLz] 到 下 [oj] 的 一 个 同 态 满 射 . 

1) 当 a 为 fF 上 的 超越 元 时 ,wp 是 同 构 映射 ,于 是 FLzxj] 综 FLaj. 又 同 构 的 环 其 分 式 域 
也 同 构 ,F[zxj 的 分 式 域 是 (x) ,FLal] 的 分 式 域 是 la), 因此 F(a) 空 下 (z)8 

2) 当 a 为 上 的 代数 元 时 , 设 p(x) 为 a 在 上 的 最 小 多 项 式 , 则 易 知 Kery 一 
二 p(x) 之 ,于 是 由 环 同 态 基 本 定理 ,得 FLz]/ 二 p(x) 宇 FLaj, 由 于 p(x) 在 域 下 上 
不 可 约 , 二 p(x) 之 是 FGCz) 的 极 大 理想 , 故 F[z]/ 二 p(x) > 为 域 ,从 而 F[oj] 也 是 域 ， 
但 F(a) 是 包含 下 ,a 的 最 小 域 , 故 F[a] = Fo) ,因此 ,Fa) 名 Flx]/ < 2Cz) 二 . 

由 此 定理 知 , 当 w 是 域 下 上 的 代数 元 时 ,有 Fu) = F[aj, 即 每 个 关于 a 的 有 理 分 式 
都 与 a 的 一 个 多 项 式 (系数 属于 FF) 相等 . 

6.5.3 代数 扩 域 和 超越 扩 域 

定理 6.5.7 车 a 是 域 F 上 的 n 次 代数 元 , 则 f(a) 中 的 每 个 元 素 都 可 了 唯一 地 由 1， 
2,… a"! 线性 表 出 , 即 可 唯一 地 表示 成 w 十 aiae 十 … 十 aa oa EE 下 ,也 就 是 说 ,下 的 
单 代 数 扩 域 F(a) 也 是 下 上 的 一 个 n 维 空间 ,而 且 1,a,…, a”' 是 它 的 一 个 基 . 

证 明 设 zz) 是 a 在 F 上 的 最 小 多 项 式 ,次数 为 n, 任 取 BE Fla), 故 可 令 B 王 
f(a) ,其 中 f(x) € F[z], 设 

fra) = DR) pt ENTIRE Fle lr ei i 
用 a 代入 上 式 ,由 于 pla) = 0, 故 可 得 
Fa) =r(a) = a 二 Taat 二 ania”™!， 
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即 F(a) 中 每 个 元 素 都 可 用 1,a,… ,a”'! 线性 表示 . 
若 有 a 十 qa 十 一 十 asia” ”二 tw 十 Bia 十 … 十 b,1a”! ,其 中 a;,b; E 下 , 则 有 


(站 二 页 二 而 一 页 入 十 二 人 二 让 ac 


即 a 是 下 上 和 多项式 g (zx) 一 (ca 一 四) 十 (w 一 站 )z 十 … 十 (ao 一 pz 的 根 .但 由 
于 a 是 下 上 的 n 次 代数 元 , 故 只 有 g(x) = 二 0,; 即 a 二 6;,i 二 0,1,…,n 一 1, 亦 即 F(a) 
中 每 个 元 素 的 表示 法 是 唯一 的 . 

给 定 域 下 后 ,FF 上 的 单 超越 扩 域 的 存在 是 显然 的 ,因为 当 a 为 上 的 未 定 元 时 ,F(a) 
就 是 下 的 一 个 单 超越 扩 域 . 下 面 证 明 , 单 代数 扩 域 也 是 存在 的 . 

定理 6.5.8 设 下 是 一 个 域 ,p(x) 是 下 上 任意 一 个 给 定 的 首 系数 为 1 的 不 可 约 多 
项 式 , 则 存在 下 上 单 代数 扩 域 下 (a), 其 中 a 在 上 的 最 小 多 项 式 是 p(x). 

由 上 面 看 到 , 单 代 数 扩 域 与 单 超越 扩 域 的 结构 是 很 不 相同 的 ,一 般 来 说 , 设 是 域 
FF 的 一 个 扩 域 , 则 E 中 的 元 素 有 些 可 能 是 下 上 的 代数 元 ,而 另 一 些 则 可 能 是 下 上 的 超 
越 元 . 

例 6.5.3 实数 域 R 是 有 理 数 域 Q 的 一 个 扩 域 , 实 的 代数 数 都 是 Q 上 的 代数 元 ,其 
余 的 实数 ,例如 x、e 以 及 xe 与 任何 非 零 有 理 数 的 乘积 ,等 等 ,都 是 Q 上 的 超越 元 . 

定义 6.5.5 设 巨 是 域 下 的 一 个 扩 域 ,如 果 瑟 中 每 个 元 素 都 是 下 上 的 代数 元 , 则 
称 巨 是 下 的 一 个 代数 扩 域 ( 张 ). 否则 , 称 玉 是 下 的 一 个 超越 扩 域 ( 张 ). 

下 中 的 元 当然 都 是 下 上 的 代数 元 . 如 果 巨 是 下 的 超越 扩 域 ,又 已 中 除 下 的 元 外 ,都 
是 下 上 的 超越 元 , 则 称 玉 是 下 的 一 个 纯 超越 扩 域 ( 张 ). 

例 6.5.4 R 是 Q 的 超越 扩 域 ,但 不 是 Q 的 纯 超 越 扩 域 ; 又 易 知 域 F 上 关于 未 定 元 
zx 的 有 理 分 式 域 F(x) 是 下 的 一 个 纯 超 越 扩 域 . 


6.5.4 扩 域 次 数 


下 面 主要 讨论 代数 扩 域 ,我 们 要 问 : 当 集 合 S 中 的 元 素 都 是 下 上 的 代数 元 时 ， 
F(S) 中 的 元 素 是 否 都 是 下 上 的 代数 元 ?也 就 是 说 ,RF(S) 是 否 为 下 的 代数 扩 域 ? 这 个 
看 起 来 似乎 正确 的 结论 ,实际 上 并 不 明显 ,这 是 因为 , 域 R(S) 除 了 包含 下 及 S 的 全 部 
元 素 外 ,还 要 包含 由 下 及 S 中 的 元 素 通过 加 、 减 、 乘 、 除 所 得 到 的 一 切 元 素 ,这 就 涉及 到 
下 上 代数 元 的 和 、 差 、 积 、 商 是 否 仍 为 上 代数 元 的 问题 .但 是 ,这 个 问题 虽然 是 正确 
的 , 却 并 不 明显 ,因而 是 需要 证 明 的 . 为 了 讨论 这 些 问题 ,我 们 先 介 绍 扩 域 次 数 的 概念 . 
设 巨 是 域 下 的 一 个 扩 域 , 则 对 巨 中 加 法 与 乘法 来 讲 ,E 作成 下 上 的 一 个 向 量 空间 ,于 是 
EE 在 下 上 的 维 数 可 能 有 限 , 也 可 能 无 限 . 

定义 6.5.6 设 EE 是 下 的 一 个 扩 域 , 则 EE 作为 F 上 向 量 空间 的 维 数 ,叫做 玉 在 下 
上 的 次 数 , 记 为 [E: Fj. 当 [E: FJ 有 限时 , 称 玉 为 F 的 有 限 次 扩 域 ,否则 称 F 为 下 的 无 
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限 次 扩 域 . 

例 6.5.5 当 a 是 域 站 上 的 n 次 代数 元 时 , 则 = F(a) 是 下 的 nn 次 扩 域 .特别 地 ， 
复数 域 是 实数 域 上 的 2 次 扩 域 ,Q(i) 是 有 理 数 域 Q 上 的 2 次 扩 域 ,而 QCr) 则 是 Q 的 一 
个 无 限 次 扩 域 . 从 而 实数 域 是 有 理 数 域 的 一 个 无 限 次 扩 域 . 

定理 6.5.9 令 瓦 是 开 的 扩 域 ,K 又 是 下 的 扩 域 , 则 

LE: F|]= LE: KI Ks El 
用 数学 归纳 法 可 进一步 证 明 : 
推论 6.5.10 0 SE 都 是 域 , 其 中 后 一 个 是 前 一 个 的 子 域 , 则 
LF,: F] A CEs Fi) a [Fa : FP: FJ]. 


例 6.5.6 由 于 QSCQW2)) CQ(W2,i), 从 而 有 


[QW2,D): Q] = [QW2,D): QW [QWD): QI =2x2= 4. 

定理 6.5.11 有 限 次 扩 域 必 是 代数 扩 域 . 

推论 6.5.12 ” 若 ai,as，…,as 都 是 域 玉 上 的 代数 元 , 则 扩 域 Fla ,as，…,a,) 是 下 
的 有 限 次 扩 域 ,从 而 为 代数 扩 域 . 

推论 6.5.13 域 下 上 代数 元 的 和 、 差 \ 积 、 商 均 仍 为 下 上 的 代数 元 . 

定理 6.5.14 设 巨 是 域 F 的 一 个 扩 域 ,S 是 E 的 一 个 非 空 子 集 . 如 果 S 中 的 每 个 
元 素 都 是 上 的 代数 元 , 则 F(S) 是 域 下 的 代数 扩 域 . 

证 明 任 取 8E F(S), 令 

B= filaiyaz ss Gn)/ aolyaz，…yar)， 


其 中 wa，…oa E€ S, 有 ,fo( 关 0) 的 系数 属于 下 , 则 BE Fla ,az oa ). 由 于 aa ，…， 
ww 都 是 域 下 上 的 代数 元 , 则 Fa ,as,… sw) 是 下 的 代数 扩 域 ,从 而 86 是 下 上 的 代数 元 ,因此 
F(S) 是 下 的 代数 扩 域 . 

定理 中 的 S 可 以 是 有 限 集 , 也 可 以 是 无 限 集 . 当 S 是 有 限 集 时 F(S) 是 下 上 的 有 限 : 
次 扩 域 ,当然 是 代数 扩 域 .但 当 S 为 无 限 集 时 ,F(S) 是 下 的 代数 扩 域 , 却 不 一 定 是 下 的 
有 限 次 扩 域 . 

定理 6.5.15 设 下 ,K 是 域 E 的 两 个 子 域 ,是 CK, 若 EF 是 K 的 代数 扩 域 ,K 是 
下 的 代数 扩 域 , 则 瓦 是 下 的 代数 扩 域 . 

推论 6.5.16 设 玉 是 域 下 的 超越 扩 域 , 则 在 中 存在 子 域 K 满足 FCKCE, 其 中 
K 是 下 的 代数 扩 域 ,而 玉 是 的 纯 超 越 扩 域 . 


有 
和 


模 的 概念 是 向 量 空间 概念 的 直接 推广 ,以 任意 环 代替 向 量 空间 的 基 域 就 可 以 得 到 
这 样 的 推广 ,数学 内 在 的 逻辑 结构 使 这 种 推广 成 为 “自然 ” 域 上 有 限 维 向 量 空间 里 线性 
变换 的 研究 提供 了 上 述 思想 的 一 个 具体 方法 , 它 是 线性 代数 的 一 个 中 心 问题 . 我 们 可 以 
看 到 ,用 下 上 向 量 空 间 V 里 给 定 的 线性 变换 o 把 V 转化 为 以 x 为 不 定 元 的 多 项 式 环 
Frz] 上 的 模 , 对 这 种 模 的 深入 研究 ,将 会 解决 线性 变换 中 矩阵 的 标准 型 理论 和 矩阵 相 
似 性 问题 . 

模 在 代数 学 里 第 一 次 成 为 一 个 重要 工具 是 在 19 世纪 20 年 代 的 后 期 ,很 大 程度 上 
归功 于 Emmy Noether 的 工作 ,她 最 时 发 现 了 模 的 概念 的 重要 作用 , 它 是 沟通 代数 学 里 
两 个 各 自 独 立 进 行 的 重要 理论 Frobenius Burnside 和 Schur 的 有 限 群 的 矩阵 表示 论 以 
及 Molien，Cartan 和 Wedderburn 的 代数 结构 论 的 桥梁 . 

本 音 主 要 对 主 理想 整 环 上 的 有 限 生成 模 进行 研究 ,分 别 给 出 有 限 生成 的 Abel 群 的 
结构 理论 和 线性 变换 标准 化 理论 . 


7.1 ” 模 的 定义 和 基本 性 质 


7.1.1 Abel 群 的 自 同 态 环 


令 M 为 一 个 交换 群 ,在 M 里 用 加 号 “+” 表示 给 定 的 二 元 合成 ,0 表示 单位 元 , 一 a 表 
示 a 的 逆 元 以 及 ma (mm E Z) 表示 六 次 寡 ,EndM 表示 M 的 自 同 态 的 集合 . 设 7 是 从 M 
映 入 到 M 的 映射 ,满足 7(z 十 y) = 7Cz) 十 了 yy)700) 一 0. 

例 7.1.1 设 M 是 一 个 无 限 循环 群 (Z, 十 ,0) ,那么 1 是 一 个 生成 元 ,如 果 7(1) 一 
7 加, 则 7(1) 一 7Z1) 一 x7(1) 一 zm ,因此 7w 是 映射 [Pmz,z € M, 这 里 mm 二 7(1). 若 
m 是 2Z 的 任意 元 ,由 徊 规律 m(z 十 y) 二 m(z) 十 m(y) ,可 知 映射 r 玉 mz 是 一 个 自 同 态 . 
显然 映射 zxHymz 是 把 1 映 人 m. 既然 自 同 态 是 被 它们 在 生成 元 1 上 的 作用 下 所 确定 的 ， 
显然 在 集合 EndM 与 Z 之 间 有 一 一 对 应 ,有 7(1) , 它 将 7E EndM 与 7(1) =m€ M 
相对 应 . 

例 7.1.2 设 交 是 一 个 有 限 循环 群 , 取 M= (Z/(z) ,十 ,L0]) ,这 里 2 是 一 个 正 数 ， 


第 7 章 模 理论 。147 。 


一 般 地 工 是 陪 集 x 十 (n) ,那么 工 是 一 个 生成 元 ,而 在 End Z/(n) 与 Z/(n) 之 间 有 一 一 
对 应 , 它 将 7 E EndZ/(n) 与 X(T) 相对 应 . 

我 们 可 以 把 任何 Abel 群 M 的 EndM 组 成 一 个 环 , 如 果 思 上 E EndM, 那 么 合成 
7E EEndM, 而 且 是 可 结合 的 , 即 (75)5 = 7(6)5, 并 且 恒 等 映射 1: zhF>z 是 一 个 么 半 
群 . 即使 M 非 交 换 , 所 有 这 些 也 是 成 立 的 .但 是 在 可 交换 的 情况 下 ,这 个 End M 可 以 构 
成 一 个 环 . 

如 果 w,E € EndM, 用 (7 十 5(z) 二 ICZz) 十 SCz) 来 定义 7 十 5 这 个 映射 是 自 同 态 ， 
因为 

(G/T DE D/C i 央 二 (TT) TFT (DY HT (Oz) +t (€) (y) 

一 (CD(Cz) 十 (9(Cz) 十 ( 力 (y) 十 (6(y) = tz + y), 
我 们 指出 ,在 前 面 运算 过 程 中 ,从 第 二 步 到 第 三 步 用 到 各 法 的 可 换 性 ;其 次 ,我 们 定义 映 
射 zF>0,zE M 为 0 映射 .显然 ,这 是 一 个 自 同 态 ,而 且 对 V7E EndM,7 十 0 一 7 二 
0 二 了 令 一 7 为 映射 zh 一 并 ,那么 一 ?是 7 和 自 同 构 zry> 一 的 合成 .因为 M 是 交换 
的 ,所 以 一 7 € EndM, 显然 有 7 和 二 0 一 (一 办 :| 7, 从 
CI 二 二 二 (yy 二 (2) p(T). 三 nw Ev Es 


(nt (Ew RY (6 十 po)(z) = (Nz) (0 (zr) 十 oz)， 
可 知 , 加 法 合成 适合 结合 律 . 因为 
Cn NE) py (R= CT Co Ey 


所 以 加 法 律 也 适合 交换 律 . 于 是 我 们 验证 了 (End M, 十 , 0) 是 一 个 Abel 群 ， 
我 们 知道 ,(EndM,.,1) 是 一 个 么 半 群 . 现在 对 7y, &, op € EndM 有 


(pn) zx) 一 OCTCZ) 十 EC(¥)Y = (pm) (2) 二 (2 Ce) 一 (pn + pe) x) 
(让)D (= np (7X)) + élp(7z)). 


因此 在 EndM 中 两 个 分 配 律 都 成 立 . 

定义 7.1.1 设 M 是 一 个 Abel 群 ,EndM 表示 M 的 自 同 态 的 集 .对 wy,& EE EndM 用 
(EX) = yO ,ntOz) = (7) 十 (6) (x) 来 定义 wE 和 w 十 6, 用 lx 二 和 
oz 二 0 来 定义 1 和 0, 那 么 (EndM, 十 ,.,0,1) 是 一 个 环 ,并 称 (EndM, 十 ,*,0,1) 或 简 
称 EndM 为 Abel 群 的 自 同 态 环 . 

下 面 我 们 证 明 类 似 子 群 的 凯 莱 定理 的 环 的 定理 . 

定理 7.1.1 任 一 环 都 与 一 个 Abel 群 的 一 个 自 同 态 环 同 构 . 

证 明 证 明 的 思路 与 证 明 凯 莱 定理 的 思路 是 一 致 的 . 给 定 环 R,M C R, 取 尺 的 加 
法 群 M = (R, 十 ,0) 以 及 对 Va, 称 映射 ar: zhyaz 为 由 a 所 决定 的 左 乘法 变换 
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ar(z 十 y) 一 az 十 y) 一 az 十 ay 一 Qiz 十 ayyal € EndM. 


并 且 (a+o)z = (ai+ozrz = aritor = azrtbzr = (artbr)r, 


根据 自 同 态 的 定义 以 及 (ab)ix = (ab)zx = a(bx) 一 az) = (arb1)zx,1z = 二 zx; 所 以 
a Pa 是 从 环 R 到 EndM 的 一 个 同 态 .由 a = bi 可 得 a = 二 arl 二 bl 二 6, 所 以 aPar 
是 一 个 单 同 态 , 它 的 象 是 EndM 的 子 环 Ri ,于 是 我 人 有 R 和 Ri. 

研究 环 的 右 乘 法 也 是 有 意义 的 .定义 akg: xT 忆 xa, 且 由 (zx 十 y)a 二 Xa 十 ya 可 知 ， 
ar 是 M = (ap， 十 , 0) 的 一 个 自 同 态 , 从 而 有 az : aPar 是 从 R 到 EndM 的 一 个 反 同 
态 . 象 Re 二 {ar) 是 EndM 的 一 个 子 环 R 到 Rr 的 反 同 构 . 

我 们 指出 在 EndM 里 Ri 与 Re 互 为 中 心 化 子 , 即 

定理 7.1.2 在 EndM 里 Ri 一 C(Rrk) 和 Ri = C(R1). 

证 明 由 (az)b 二 a(zw), 对 任何 a, 5 E€ RR, 可 以 得 到 aibr 二 braL. 设 wy 是 M 的 一 
个 自 同 态 ,使 得 对 任意 a € R,ary 二 yar; 那么 yz) 二 Xz1) 二 xi1) 一 ZL)) 一 
27(1). 因 此 7 三 7CDR € Rr, 于 是 CCRk) 二 Ri ,根据 对 称 性 有 CCRL) 一 Ri. 


7.1.2 模 的 定义 和 基本 性 质 


模 和 向 量 空间 的 关系 非常 简单 : 向 量 空间 是 域 上 的 模 . 

定义 7.1.2 设 R 是 有 单位 元 1 的 环 ,M 是 加 群 ,我 们 称 M 是 一 个 左 R 模 , 若 存在 
一 个 RX M 到 M 的 映射 (r,m) F>77 ,满足 下 列 性 质 : 

1) 对 VmE M 有 1lm==m; 

2) 对 Yr ER,myn E€ M 有 rm+n)=rm+itm; 

3) 对 Vr,s €E R,m EM 有 (Cr 十 >)7a 一 770 十 S7703 

4) 对 Vr,s €E R,m € M 有 rl(sm) = (rs)m. 

如 果 RR = 二 Z, 则 上 述 条 件 自然 都 满足 ,此 时 rm 二 澡 十 … 十 m,; 此 为 r 个 m 的 和 , 因 
而 任何 一 个 加 群 可 看 作 一 个 左 Z 模 . 设 S 是 环 ,R 是 S 的 有 单位 元 的 子 环 , 则 关于 5S 的 乘 
法 ,S 是 一 个 左 R 模 . 

特别 地 , 环 尺 本 身 可 看 成 一 个 左 R 模 .若是 R 的 左 理 想 , 则 关于 RR 的 乘法 ,J 是 一 
个 左 RR 模 . 车 R= 二 下 是 域 , 则 一 个 下 模 恰好 与 玉 上 的 向 量 空 间 是 相同 的 ,因而 模 的 概念 
是 域 上 向 量 空间 概念 的 自然 推广 域 . 

可 以 类 似 定 义 右 尺 模 的 概念 , 令 z: Cm,7) Pmr,r ER 为 MXR 到 M 的 一 个 映射 ， 
满足 类 似 于 左 R 模 的 那些 条 件 .车 R 为 交换 环 , 则 从 每 一 个 左 R 模 通过 规定 运算 mr 二 
mm € M 可 以 给 出 一 个 右 R 模 . 

定义 7.1.3 设 S 也 是 一 个 有 单位 元 的 环 ,加 群 M 称 为 一 个 (R,S) 双 模 , 如 采 M 
既是 左 R 模 ,又 是 右 S 模 , 且 对 任意 的 r+ € R,m € M,s € S 都 有 rms) 二 (rm)s. 
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由 定义 知 , 任 意 左 RR 模 都 是 (R,Z) 双 模 ,任意 右 R 模 都 是 (Z,R) 双 模 , 环 R 本身 是 
(R,R) 双 模 . 若 R 为 交换 环 , 则 任意 模 都 是 (R,R) 双 模 . 

模 的 定义 要 求 数 环 尺 是 可 交换 的 . 非 交换 环 上 的 模 可 能 有 基数 不 同 的 基 . 即使 有 了 
交换 性 这 一 条 件 , 模 也 与 向 量 空间 的 性 质 完全 不 同 . 例如 ,不 含有 任何 线性 无 关 元 的 模 
是 存在 的 ,当然 ,这 种 模 没 有 基 . 


定义 7.1.4 设 S 是 RR 模 M 的 非 空 子 集 , 令 RS 一 (Drs;| ri€R,s€S,1< 


i 过,k E 2 上. 我 们 称 M 由 S 生成 (S 生成 M). 


若 M=RS, 称 S$ 为 M 的 生成 元 集 . M 中 元 素 是 S 中 元 素 R 的 线性 组 合 . 

及 模 M 称 为 有 限 生 成 的 , 若 S 有 限 , 且 M == RS. 换 名 话说 ,M 的 每 个 元 素 可 写 为 S 
中 元 素 R 的 线性 组 合 . 

若 YTCS,T 不 能 生成 M, 则 S 称 为 M 的 一 个 极 小 生成 元 集 . 

然而 ,与 域 上 有 限 维 向 量 空间 的 任何 两 个 基 含 有 相同 的 元 素 个 数 的 结论 截然 不 同 ， 
R 模 MM 的 两 个 极 小 生成 元 集 可 能 含有 不 同 个 数 的 元 . 

例 7.1.3 令 M= Zo,; 则 M 可 视 为 Z 模 . 11) 是 M 的 一 个 极 小 生成 元 集 , 而 {2,3) 
也 是 M 的 一 个 极 小 生成 元 集 . 

定义 7.1.5 若 M 的 生成 元 集 S$ 只 有 一 个 元 素 z, 则 称 M 为 循环 模 , 记 为 Rx, 有 
时 也 记 作 R(x). 由 定义 得 , Rr 二 {rz | 7 € RR). 

例 7.1.4 任何 Abel 群 ( 记 为 加 法 的 ) 是 一 个 Z- 模 .对 a € Z, x EM 按照 通常 的 
方法 定义 ax. 从 Abel 群 的 性 质 可 知 , 模 的 条 件 (1) ~ (4) 成 立 的 Abel 群 就 是 2Z - 模 ,这 
一 事实 容许 我 们 把 Abel 群 的 理论 纳入 模 的 理论 中 . 

例 7.1.5 我 们 考虑 任何 环 尺 而 取 M 为 R 的 加 法 群 (R, 十 ,0). 假定 用 左 乘 使 R 作 
用 在 M 上 ,(1) ~ (4) 是 显然 的 ,所 以 M 是 一 个 左 R - 模 . 同样 如 果 我 们 对 x € M， 
a € 尺 , 定 义 xa 为 R 上 的 积 ,那么 M 是 一 个 右 R - 模 . 


7.1.3 子 模 


定义 7.1.6 设 M 是 一 个 R 模 ,N 是 M 的 子 群 ,N 称 为 M 的 一 个 R 子 模 ( 或 子 

模 ) ,车 对 任意 的 rER,nEN 都 有 rnE€ NN. 一 个 左 R 模 的 子 模 恰 是 R 的 左 理想 . 
一 个 尺 模 都 至 少 有 两 个 子 模 , 即 它 自身 和 零 子 模 {0}, 零 子 模 简 记 为 0. 若 尺 模 M 

只 有 这 两 个 子 模 , 则 称 M 为 单 模 (或 不 可 约 模 , 或 既 约 模 ). 

一 般 地 , 零 模 不 看 作 是 单 模 , 单 模 一 定 是 循环 模 , 反 之 不 然 . 例如 ,车 M 是 循环 RR 
模 , 设 为 Rt ,J 关 R 是 R 的 非 零 左 理想 , 则 Jz 是 M 的 非 零 真子 模 . 

定义 7.1.7 设 R 是 环 ,M 是 RR 模 , 令 Anng(CM = (rrERIrm EM， 则 
Anng(M) 是 R 的 理想 , 称 为 模 M 的 堆 化 理想 如 果 Annr (M) = 二 0, 则 称 M 为 忠实 R 模 . 


。150 。 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


显然 , 若 尽 是 单 环 , 则 M 是 忠实 模 . 

定义 7.1.8 设 N 是 M 的 子 模 , 则 NN 也 是 M 的 子 加 群 ,而 M/N 是 交换 商 群 . 对 任 
意 的 rE Ri 十 NE MLN, 规 定 r(m2 十 N) = rm 十 NN, 则 易 验 证 M/N 是 一 个 R 模 , 称 
为 R 商 模 ,简称 为 商 模 . 


7.1.4 模 的 同 态 与 同 构 


定义 7.1.9 设 M 和 NN 是 RR 模 , 令 p: M -> NN 是 群 同 态 .如 果 对 VrE€ER,m€M 
都 有 gplrm) = rp(m), 则 称 yg 是 R 模 同 态 . 

若 两 个 模 M 和 N 是 同 构 的 , 记 为 M 和 N. 

令 Kerp= 二 {zx€M|op(z)= 二 0€N};p(M) = {glm) 十 mE€ M}( 有 时 也 记 为 
ImT) , 则 Kerp 是 M 的 子 模 , 称 为 p 的 同 态 核 . p(M) 是 N 的 子 模 , 称 为 p 的 同 态 像 . 

类 似 于 群 ,对 模 同 态 与 模 同 构 来 说 ,我 们 不 加 证 明 地 叙述 以 下 重要 定理 : 

定理 7.1.3( 模 同 态 基本 定理 ) 设 M 和 NN 是 两 个 R 模 ,p: M 一 N 是 R 模 同 态 ， 
则 存在 同 构 映射 py: M/K 一 p(M) 满足 8g 一 yy 其 中 KK 二 Kerp,w: M 一 M/ 开 是 目 
然 同 态 , 而 且 映 射 y 是 唯一 确定 的 . 

定理 7.1.4 (第 一 同 构 定理 ) 设 M 是 R 模 ,N, 和 NN; 是 M 的 子 模 , 则 


(Ni Ny/N: 2 Ns/CNi NM Ns); 


定理 7.1.5( 对 应 定理 ) 设 M,N 是 R 模 , p: M 一 NN 是 同 态 ,其 核 为 K, 则 在 M 
的 包含 K 的 子 模 组 成 的 集合 与 N 的 子 模 组 成 的 集合 之 间 存 在 一 一 对 应 . 若 S 是 M 的 包 
含 K 的 子 模 , 则 S 与 pg(S) 对 应 ; 若 工 是 N 的 子 模 , 则 M 的 子 模 
G1(T) = {mE M | ym) €T) 


与 工 对 应 ; 若 Mi ,M; 是 M 的 包含 K 的 子 模 , 则 M: 和 Mi 当 且 仅 当 gCM:) 和 gp(M1), 且 
Mi/M; 轨 pCM )Vp(CM: ) ,其 同 构 映 射 为 工 十 Ma Fy> p(z) 十 gpCM2 ). 
定理 7.1.6( 第 二 同 构 定理 ) 设 N,S 是 M 的 子 模 ,SSN, 则 
M/N 2 (M/S)/(N/S). 


定理 7.1.7(Schur 引 理 ) ”任何 两 个 单 模 之 间 的 非 零 同 态 必 为 同 构 . 

证 明 设 M 和 NN 是 单 模 , pg: M 一 NN 是 R 模 同 态 ,因为 Kery 是 M 的 子 模 , 因 而 
Kerp 二 M 或 Kerp = 0. 若 Kerp 一 M, 则 gq 二 0, 矛盾 . 故 Keryp 一 0, 即 9 是 单 同 态 . 类 
似 地 ,Img 是 N 的 子 模 , 从 而 Imp = 0 或 Imp = N. 若 Imp=0, 则 9 一 0, 因 而 必 有 
Img = 二 NN, 即 9 是 满 同 态 ,从 而 p 是 同 构 . 

对 于 任意 两 个 子 模 之 间 的 同 态 ,我 们 有 下 列 基本 性 质 : 

1) 映射 p: M-> N 是 尺 模 同 态 合 对 Vz,yEMrER,PCZ 二 yy) 一 ?gp(Z) 十 rp (7)， 
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2) 设 Homr (M,N) 表示 由 M 到 NN 的 所 有 模 同 态 组 成 的 集合 , 对 Yp,7 E 
Homxr (M,N),m € M, 定 义 (g 十 DCm) 一 g(m) 十 ym), 则 Homa (M,N) 关于 这 个 加 
法 是 一 个 交换 群 . 设 S 是 一 个 有 单位 元 的 环 , 令 M 是 一 个 (R,S) 双 模 ,对 于 s€ S,p E 
HomRg (M,N),m € M, 定 义 (sp) (mm) = op(ms), 则 sp € Homsr (M,N) HB Homea M,N) 
是 一 个 左 S 模 . 

特别 地 ,车 S = 尺 ,或 R 是 交换 环 , 则 Homx (M,N) 是 一 个 左 R 模 . 

3) 车 pg € Homg(K,M,y € Homg (M,N), 则 y+ 9 € Homa(K,N). 

4) Homr (M，M) 是 一 个 有 单位 元 的 环 , 称 为 模 M 的 自 同 态 环 , 记 为 Endr(M). 

车 下 是 域 ,U 和 V 是 上 的 向 量 空间 ,或 称 为 向量 空 间 , 则 按照 上 面 命题 中 的 定 
义 ,Homr (U,V) 也 是 一 个 下 向 量 空间 . 

下 面 令 a € Fp € Homr (U,V),u € U, 定 义 (ap)u = plau), 则 下 作用 在 
Homs (U,V) 上 . 若 令 gg(1) 是 Homar(R,M) 到 M 的 映射 , 则 Homn CR,M) 宇 M. 

类 似 于 群 的 合成 列 ,我们 说 RR 模 MM 的 一 个 子 模 列 M = Mo 之 Mi 之 … 过 M-=0 
是 一 个 合成 列 ,如 果 这 个 列 中 任意 相 邻 两 模 的 商 模 M;/Min {i 一 0，1，…, 7 一 1) 是 单 
模 ,那么 M;/Mii 称 为 M 的 合成 因子 . 一 个 模 不 一 定 有 合成 列 . 例如 ,2Z 模 没 有 合成 列 ， 
因为 不 存在 2 的 一 个 子 模 列 使 其 最 后 一 项 终止 于 0. 

对 于 一 个 有 合成 列 的 模 来 说 ,Jordan-Holder 定理 仍然 成 立 , 且 模 M 的 子 模 和 商 模 
的 合成 因子 也 是 M 的 一 个 合成 因子 . 


7.2 主 理想 整 环 上 的 自由 模 


7.2.1 自由 模 


设 尺 是 一 个 环 和 R" 是 2 元 序 组 (zz ，…z) 的 集合 ,x; € R 作 为 n 维 向 量 空间 
R" 的 我 们 熟悉 的 结构 ,我 们 将 如 下 面 那样 引进 加 法 ,R" 的 0 元 以 及 用 尺 的 元 来 乘 的 
(Ti ot) Cy y) = (wi Vi) 


oA 2 ty 放 公交 人 5 


显然 (R", 十 ,0) 是 一 个 Abel 群 , 且 对 R", 模 的 条 件 (1) ~ (4) 都 成 立 , 因 此 R" 是 环 R 上 
的 模 . 特别 地 , 当 n== 1 时 ,R! 就 是 通常 作为 左 R 模 的 R. 令 e; 二 (0,…,0,1,0,…,0), 那 
么 ziei 二 《0,…,0,zxi,0,…,0). 因此 这 nn 个 元 e; 生成 了 R", 它 是 一 个 尺 模 . 

有 限 维 向 量 空间 一 定 有 基 ,并 且 其 完全 由 它 的 维 数 所 决定 .下 面 介 绍 与 此 类 似 的 自 
由 模 概念 . 
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定义 7.2.1 设 R 是 环 ,M 是 R 模 . M 的 一 个 子 集 S 称 为 R 线性 无 关 的 ,如 果 对 S 
的 任意 有 限 子 集 (zi，…z) 以 及 r; E€ R,1 过 i 过 nn, 只 要 RR 线 性 组 合 rizi 十 … 十 
rz 二 0, 就 有 i 二 … 二 7 二 0, 否则 称 为 R 线性 相关 的 . 

定义 7.2.2 线性 无 关 的 生成 元 集 S 称 为 M 的 一 个 基 . 有 基 S 的 模 称 为 S 上 的 
自由 模 , 简 称 自由 模 . 其 中 元 素 的 基数 称 为 自由 模 的 秩 , 记 为 r(M). 

由 自由 模 的 定义 可 知 ,R 模 M 是 S 上 的 自由 模 当 且 仅 当 M 中 每 个 元 可 唯一 写 为 S 
中 元 的 尺 线 性 组 合 . 对 有 限 生成 自由 模 , 我 们 还 可 给 出 更 多 一 些 的 描述 : 

定理 7.2.1 设 尺 是 环 ,对 尺 模 M 来 说 ,下 列 条 件 等 价 : 

1) M 是 具有 基 {zi,…，,z,) 的 自由 模 ; 

2) M = Rz ® * D Rr,; 

3) MORO.…@R. 

证 明 1) 二 2) 设 X 是 M 的 一 个 基 , 由 XX 的 线性 无 关 性 知 ,M 中 元 素 可 唯一 写 为 
zi 十 十 rz; 其 中 7 EE R,1 过 i 过 nn,; 故 M 是 Rz1i,…,Rz， 的 直 和 . 

2) 之 3) 设 X 是 M 的 一 个 基 ,zE X, 则 易 验证 F: rPrz 是 R 到 Rz 的 一 个 尺 模 
满 同 态 . 由 X 的 线性 无 关 性 知 , 若 六 =0, 则 -一 0, 故 上 是 单 射 . 因 而 玉 ,Rz 作为 R 模 ， 
我 们 有 R 吕 Rr. 由 此 尺 办 R 纪 Rr 四 Rr. 归纳 可 得 M 写 RO@… 电 RK. 

3) 二 1) 设 MR 四 … 外 R, 令 17; 二 {0,…,0,1,0,…;0} ,其 中 第 i 个 分 量 是 R 
的 单位 元 1, 其 余 分 量 为 0. 于 是 {ri | i = 1,…,n} 是 尺 田 … 田 尺 的 一 个 基 , {ri 1 i 二 
1,…,n} 在 同 构 映 射 下 的 像 即 为 M 的 一 个 基 , 故 M 是 秩 为 n 的 自由 模 . 此 结论 可 推广 到 
任意 的 自由 模 . 


7.2.2 自由 模 和 算 阵 


在 线性 代数 中 ,对 于 给 定 的 有 限 维 向 量 空间 , 它 的 任意 一 个 基 中 所 含 向 量 的 个 数 都 
相等 . 这 个 事实 对 一 般 环 上 的 自由 模 并 不 一 定 成 立 .但 是 我 们 有 下 面 的 结果 : 

定理 7.2.2 设 尺 是 环 ,T 是 R 的 理想 且 R/T 是 除 环 ,M 是 自由 R 模 , 则 M 的 任何 
两 个 基 有 相同 的 基数 . 

证 明 令 K= 二 IM= {rr|rE€E1TzxE€M), 则 K 是 M 的 子 模 .对 于 zx 十 K € M/K， 
zx 十 TE R/T, 令 (rr 十 D(z 十 K) = 二 滩 十 K, 则 M/K 是 R/T 上 的 向 量 空间 . 设 B 是 MM 的 基 ， 


要 ee 上 k 会 过 
令 互 = 人 6165E 5 十 K}, 则 对 于 每 个 xE M/K, 我 人 有 z= 2)rbi 二 k= 2 (r+D bi， 
i=1 {=1 
ee a Ce k Re k 本 
Yr € R,b; € B,6 € B, 故 B 生 成 M/K. 如 果 》)Gr 十 Db = 2)rb; 十 K 二 0==K, 则 
i=1 二 
大 k 


k > 
Sr GE K. 于 是 存在 5 ,…,s: EE 了 ,使 得 >) rb; = Ds6i; 也 即 >) (r Se 
ia 1 i=1 


i=1 
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由 此 对 任意 is; 一 一 ,因而 ~ 一 六 十 [= 0. 这 说 明 B 是 M/K 在 R/T 上 的 基 . 

特别 地 ,5 上 5 是 B 到 B 的 一 一 对 应 ,从 而 dimarCM/K) =| 了 |. 

推论 7.2.3 设 尺 是 交换 环 ,M 是 自由 尺 模 , 则 M 的 任何 两 个 基 有 相同 的 基数 . 

推论 7.2.4 设 尺 是 交换 环 ,M 为 有 限 生成 的 自由 R 模 , 则 M 的 任意 基 所 含 的 元 
素 个 数 都 相等 . 

一 个 自由 模 的 子 模 不 一 定 是 自由 模 . 

例 7.2.1 令 R=Z, 则 M=2R= {[0],[2]} 是 RR 的 理想 ,而 且 M 是 自由 R 
模 R 的 子 模 ;然而 它 不 是 一 个 自由 民 模 ,这 是 因为 | M|= 2, | R|= 4, 由 此 得 M 
没有 基 . 

定理 7.2.5 设 R 是 主 理想 环 ,M 是 自由 R 模 ,N 是 M 的 子 模 , 则 N 也 是 自由 模 ， 
且 7x(NY AMY. 

定理 7.2.7 如 果 尺 是 交换 环 , R” 绽 R", 那 么 m= 二 nn. 

证 明 令 {ei|1 过 i 之 m),{f; | 1 过 ;过 nn) 是 M 的 两 个 基 ,a; 和 6 E 尺 ,那么 


m 
i = Danersp > So Bs 
人 


nm m 
代入 得 A > > anxbw fy ye = bi f ja jer 
’ j= te 


if 
因为 f 和 e 组 成 基 , 我 们 有 
4 i 1 当空 三 亡 时 ， 
Daiby = ed , Dy bsax 2 | 2 , , 
2 0 玲玲 村 | 05 当 站 上 时， 


这 里 j= 二 1,2， ,myi, 站 二 1，,2,，…,n. 现在 假设 m 二 n, 再 考虑 两 个 nXn 矩阵: 


Cl 


CQ11 CQ12 “Qin bu Bim 0 2 0 
Day By 0 a 0 
Uml GQml a 
A= ps 
0 0 名 
0 0 a 0 2 0 el 0 


(7.1) 式 相当 于 和 矩 阵 条 件 BA 二 1, 因 为 7 是 可 换 的 ,这 可 导出 AB 二 1 然而 从 和 矩阵 A 
和 B 的 形式 来 看 AB 的 最 后 n 一 m 行 是 0, 所 以 AB 关 1, 这 个 矛盾 说 明 m 宇 n, 从 对 称 性 


可 得 n 主 m ,所 以 m 二 nn. 


如 果 (e1，…， es) 和 (万 ，…， 态 ) 都 是 基 , 而 f; 二 2Janeivei 二 之 /的 万 , 那 么 
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AB = ,因此 A 与 B 可 道 , 即 A,B€ Ln(R) 表示 元 在 尺 中 的 n Xn 可 道 和 矩阵 群 .反之 ， 
假设 (el ,…,e,) 是 一 个 基 , 而 A € Ln(R), 定 义 


人 二 7 
i=1 


那么 (f;，…, f,) 也 是 一 个 基 , 因 为 BA = 1, 就 得 到 对 一 切 h,dh 二 0, 于 是 (fi，…， 
f,) 是 一 个 基 . 这 个 结果 告诉 我 们 ,如 果 有 可 换 环 尺 上 的 自由 模 的 一 个 有 序 基 (Cel ，…， 
e,) ,那么 我 们 就 获得 所 有 的 序 基 ( 方 , …， 广 ). 这 是 应 用 和 矩阵 AE Ln(R) 于 (Ce) 上 而 得 
到 的 , 即 取 fi < Se SR (ai ). 

我 们 现在 不 限制 R 为 可 换 的 ,对 任何 m,n 考虑 从 R” 到 R" 的 ( 模 ) 同 态 的 加 法 群 
Homa(CR" ，R") ,我 们 分 别 选择 R" 和 RR" 的 基 (f1，…, f,) ,如果 7 E Homx(R”, R")， 
我 们 列 出 

ne1) >. anfi 二 a1 fs: ee + a fa 

ne2) a aa fi 二 azz 广 本 da fa 

了 ea = tnt i 十 ao 十 lt By 
称 这 个 闷 义 ?矩阵 A = (ai ), 为 关于 基 (el，…，e) ,( 亡 , …， 访 ) 的 矩阵 . 同 态 7 由 它 
相对 于 基 {e) ，{ 娘 } 所 确定 ,x 一 《x1，*…， zm) 二 2》) ziei, 那 么 


7 二 7C Dy xiei) 三 > )zi7Cei) 二 六 


人 人 2 三 村 (ys 2 Yr 


mm 
ee > iai 1 = 1, ,nn. 
= 


一 般 地 ,如 果 A=(ay) 和 B=(b; ) 都 是 矩阵 ,我 们 定义 和 A 十 B 二 (a 十 by ) ,如 果 
A 二 (qj) 是 一 个 mXn 和 矩阵 和 B 二 (by) 是 一 个 nXg 甜 阵 ,那么 我 们 定义 积 P 一 AB 是 
mXg 乱 阵 , 它 的 (i，,) 元 (1<i<m, 1<k<g ) 是 由 公式 pa 一 2 asbx 给 出 的 . 

以 民 维 元 的 m Xn 矩阵 构成 的 集合 Mx, (R) 是 一 个 群 ， 


推论 7.2.8 在 映射 ”一 A 之 下 ,这 个 群 同 构 于 Hom(R'”,R”), 这 里 A 是 关于 
R"” 的 基 {e;) 和民” 的 基 { 方 } 的 矩阵 ， 
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7.2.3 模 的 直 和 


模 的 直 和 概念 如 同 群 的 直 和 概念 一 样 ,在 模 论 研究 中 是 相当 重要 的 . 

定义 7.2.3 设 尺 是 环 ,zE N,M,,…,M, 是 R 模 , 作 和 集合 的 积 Mi X M: X … X 
M. 在 这 一 集合 中 定义 二 元 运算 

(2 m0) + mm ) = Cm mm + mm). 

易 验 证 积 是 一 个 加 群 , 其 零 元 为 (0,，…，0) ,Cm ，…，m,) 的 负 元 为 (一 mi，*… ,一 1m,). 

定义 7.2.4 对 于 VrER, 定 义 r(z2 ;mm) 一 (7 7 )， 则 RM X… XM, 
关于 以 上 定义 的 运算 是 一 个 尺 模 , 称 具 有 这 个 运算 的 加 氏 积 Mi X… XM 为 Mi,…，M, 
的 (外 ) 直 和 ,表示 为 : M 申 … 由 M,. 显然 

M 四 … 四 M,S 守 Mi 四 … 和 由 Mon yztES， 

故 直 积 与 因子 的 顺序 无 关 . 

M= Mi 田 … 四 M, 具 有 下 列 性 质 : 

1) 对 Ym € M 有 子 模 N; 同 构 于 Mi ,特别 地 ,K; 一 {C0 ,mi,***,0) | m; € M;}， 
这 里 m; 在 第 i 个 位 置 上 ,而 且 M/K; 同 构 于 其 余 M 的 直 和 . 

2) 对 Ym € M,m 有 了 唯一 的 表达 式 m= 二 包 十 … 十 ,其 中 € Ki. 若 m 
Gm sm) ; 则 和 二 (0,… om,…;0) (其 中 加 出 现在 第 i 个 位 置 上 ). 现在 设 M ，…,M, 
是 模 M 的 子 模 , 故 M 十 … 十 M, = 人 {m 二 十 m| mE€M,1<<i<n. 

3) 假如 给 定 了 由 M; 到 模 的 同 态 %,1 委 :和 ”那么 我 们 用 


n 


7: (X13 we tg 六》 ws Dm) 


1 


来 定义 从 田 M 到 N 的 映射 ,因为 


Mam 十 zy) 一 Dh mrty) 一 DI RTD + DI RCN) 
J . 1 


n(x, oY Tn) 十 7Cy， V2 ”9 mr)， 


1TCazl，ary，…，ari) 一 py = Sg = 
1 1 1 


所 以 1 是 四 M: 到 N 的 一 个 同 态 . 
定理 7.2.9 设 M ,…,M, 是 模 M 的 子 模 , 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 
1) AM 四 … 由 人 MS 守 Mi 十 … 十 M, 同 构 映 射 为 f: (ma 和 …,7 ) F> 7 十 … 十 7 
2) 对 于 YY E (125 站 GE 十 人 十 NM 二 Ma 二 十 和 0; 
3) Mi 十 … 十 M, 中 每 个 元 可 唯一 表示 为 ma 十 … 十 加 的 形式 ,其 中 m; € M. 
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证 明 1) 过 2) 若 对 某 个 7，2) 不 成 立 . 令 
Om EW TT Mt Mt Ms 


则 iy = Wa i ot a 
于 老 Fa 十 … 十 Mi 十 Ma 十 … 十 72) 王 0， 
从 而 Kerf 关 0, 邓 盾 . 

2) 一 3) ”对 7 用 归纳 法 . 当 j = 1 时 ,结论 显然 成 立 ; 设 对 j 一 1 结论 成 立 , 对 于 m € 
MM 十 一 十 Mi ,车 黄 二 贡 十 一 十 mw 二 十 下 十 Ww Mmis ME Mi,l1 达 i 过 j, 则 我 们 有 
Mmj 一 (0 十 十 12 一 (十 … 十 EMn CO 十 … 十 M1). 由 假设 知 ， 
mj 一 m; 一 0, 即 7 三 7 ,由 此 得 mi 十 … 十 mi 一 m 十 … 十 m1, 由 归纳 假设 得 ， 
mi 二 mi ,其 中 1 过 i 过 ;一 1. 于 是 对 所 有 i 来 说 ,mi 二 mi ,结论 对 j 成 立 . 

3) 二 1) ”注意 到 f 是 模 的 满 同 态 ,又 由 3) 易 知 ,f 是 单 射 , 故 f 是 同 构 映 射 . 

如 果 M; 是 满足 条 件 1) 和 2) 的 M 的 子 模 , 这 个 定理 容许 把 模 M 与 Mi 申 … 由 M， 
认为 同一 的 . 这 时 说 M 是 它 的 子 模 M; 的 (内 ) 直 和 ,并 写成 M = MI 四 … 申 M, ,只 要 
子 模 M; 适合 条 件 1) 与 2). 

如 果 说 M; 的 集合 ,1 过 ;过 ”满足 条 件 2) ,那么 我 们 说 M 的 这 些 子 模 是 无 关 的 ,这 


时 当 且 仅 当 形 如 >,z 一 0 的 关系 成 立时 ,x € Mi 一 0 

这 个 无 关 条 件 比 条 件 M; 门 Mi = 0,i 关 j 强 ,甚至 比 M 门 (UjziMj;) = 二 0 还 要 强 . 

定义 7.2.5 设 Mi,…,M, 是 模 M 的 子 模 , 若 尺 模 M 二 Mi ,…,M, 满足 定理 7. 2.9 
中 的 2) 和 3) , 则 称 M 是 子 模 Mi ,…,M, 的 内 直 和 . 

因为 子 模 Mi ,…,M, 的 内 直 和 与 它们 的 外 直 和 是 同 构 的 ,所 以 我 们 在 使 用 时 常常 
将 它们 视 为 相同 的 ,并 将 Mi,…,M, 的 内 直 和 也 记 为 M 四 … 外 MM. 有 时 我 们 用 nM 表 
示 n 个 模 M 的 直 和 ,有 了 时 也 用 M" 表示 nn 个 模 M 的 直 和 ， 

定义 7.2.6 ”一 个 模 称 为 半 单 的 , 若 它 是 单 模 的 直 和 |. 

模 M 的 子 模 N 称 为 M 的 一 个 直 和 因子 , 若 存 在 M 的 一 个 子 模 NN', 使 
得 M=NdN 

若 模 M 的 任何 一 个 子 模 都 是 M 的 一 个 直 和 因子 , 则 称 M 是 完全 可 约 模 . 

易 见 半 单 模 与 完全 可 约 模 是 一 致 的 . 


7.3 主 理想 整 环 上 的 有 限 生 成 模 


与 讨论 其 他 代数 系统 问题 类 似 , 给 定 一 个 环 尺 , 决 定 所 有 可 能 的 尺 模 是 模 论 研 究 的 
一 个 基本 问题 . 对 于 一 般 的 环 , 这 个 问题 过 于 困难 ,而 对 一 些 特殊 的 环 我 们 可 给 出 这 个 
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问题 的 完全 解答 . 

当 R 是 域 时 , 域 上 的 模 就 是 线性 空间 ,其 结构 完全 由 它 的 维 数 所 决定 . 

当 R 是 有 单位 元 的 交换 环 时 ,R 上 的 有 限 生成 自由 模 完全 由 它 的 秩 所 决定 . 

我 们 准备 讨论 当 R 是 主 理想 环 时 ,R 上 的 有 限 生 成 模 的 结构 问题 . 这 个 结论 的 两 
个 直接 应 用 : 研究 主 理想 整 环 上 有 限 生 成 模 和 这 个 理论 在 有 限 Abel 群 与 线性 变换 上 
的 应 用 ,以 及 复数 域 上 任何 n 阶 方 阵 与 Jordan 标准 形 相似 的 理论 证 明 . 


7.3.1 主 理想 环 上 有 限 生成 自由 模 的 性 质 


定理 7.3.1 DD 是 一 个 主 理想 环 ,D" 是 D 上 的 秩 为 n 的 自由 模 ,那么 D" 的 任意 子 
模 K 是 具有 mm 三 n 个 元 的 基 的 自由 模 . 

证 明 首先 约定 仅 有 0 的 模 是 “ 秩 为 0 的 自由 模 ”, 当然 当 2 一 0 时 ,命题 成 立 . 

现在 假设 n= 二 1, 那么 DW 与 DD 一 样 ,K 的 任 一 子 模 是 一 个 理想 ,因此 K 王妃 ,如 
果 f= 二 0, 我们 有 K 二 0, 否则 f 关 0, 因 为 D 是 整 环 ,af == 0(a € D), 可 以 得 K 二 0. 于 
是 K 是 以 了 为 基 的 自由 模 , 这 证 明了 当 n 二 1 时 命题 成 立 . 

假定 nn 二 1, 对 nn 进行 归纳 法 ,假定 {e1,…,e,} 是 D” 的 一 个 基 ,D”” 是 由 {es，…， 
e,) 所 生成 的 子 模 ,那么 De 是 秩 为 n 一 1 的 自由 模 ,D"”/D”， 是 具有 基 e = ei 十 
De 的 一 个 子 模 .KK 二 (十 De )7De 是 Dw = DIDo 的 一 个 子 模 .如 果 K = 
0 十 Do 一 Do ,所 以 RE DW, 那么 由 归纳 假定 ,定理 得 证 . 

假定 KK 关 0. 对 n= 1 D9 有 一 个 基 广 = 方寸 Do， 又 因为 二 (十 
De )/De .可 以 选 广 E 天 . 归纳 假设 应 用 于 D”? 的 子 模 K 由 De- 可 得 ,如 果 
到 由 DY 兴 凡 那么 这 个 于 模 有 一 丰 基 { 访 加 Om 一 1 半 2 一 1 那么 {fis 
万 } 是 开 的 一 个 基 . 令 yE 开 , 就 有 ?一 y 十 Do E K. 而 y= 41,b € DD, 这 就 是 
y 一 了 1 ED ,因为 我 们 选取 y E K,y 一 bf1 € RK, 所 以 y 一 hEKND" ,从 


而 有 yy 一 Bi 二 Bfi 十 … 十 bf 因此 y= Do 这 些 方 生成 K. 
再 假设 2 轧 广 = 0, 那 么 总 万 一 bf = 0, 因为 无 是 了 Dw 的 一 个 天 ,所 以 


bi 二 0, 并 且 因 fi,k 宇 2 构成 KN 由 D” ?的 一 个 基 ,》)0f 二 0, 即 b= 二 0, 因 此 这 些 
了 构成 的 一 个 基 . 如 果 KK 由 Do = 0, 同 样 可 以 证 明 f; 是 K 的 一 个 基 . 

因为 任何 域 是 一 个 主 理 想 整 环 , 所 以 上 面 的 定理 可 以 应 用 于 DD 是 一 个 域 站 上 的 
维 向 量 空间 ,V 的 任 一 子 空间 是 有 限 维 的 , 它 的 维 数 mn. 

现在 回 到 M 忆 D™”/K. 可 以 断定 K 有 一 个 mn 元 的 基 , 假 定 {f1，…,f，}) 是 子 模 
K 的 生成 元 ,这 里 m 可 以 大 于 nn, 现在 用 基 {e! ,…,e,} 表 示 这 些 生成 元 . 
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Fi = Qilel 十 aizes en 
f: = Q2lel 十 azzes 十 … = 


江 训 一 Qmnlel 证 Um2 €2 六 ey Core 


这 些 关系 的 mXn 和 矩阵 A 二 (ak;) 称 为 有 序 生成 元 { 族 ,…，,f，} 用 有 序 基 {el ,…,e,} 来 表 
示 的 关系 矩阵 . 
定理 7.3.2 刀 是 主 理想 环 ,M 是 有 限 生 成 模 ,N 是 M 的 子 模 , 则 N 也 是 有 限 生成 模 . 


7.3.2 Noetherian 环 


定义 7.3.1 左 R 模 M 称 为 满足 升 链条 件 , 若 Mi ES Ms 三 … 是 M 的 一 个 子 模 升 
链 , 则 存在 正 整 数 n 使 得 对 所 有 的 & 宇 nn 都 有 Mi = M, 

环 RR 称 为 Noetherian 环 , 若 R 作为 R 模 满足 升 链条 件 . 

定理 7.3.3 设 R 是 环 ,M 是 左 R 模 , 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

1) M 满足 升 链条 件 ; 

2) 每 个 由 M 的 子 模 构成 的 非 空 集合 在 包含 关系 下 有 一 个 极 大 元 ; 

3) M 的 每 个 子 模 是 有 限 生 成 的 ,特别 地 ,M 是 有 限 生成 的 . 

证 明 1) 一 2) 设 M 满足 升 链条 件 , 工 是 任意 一 个 由 M 的 子 模 构成 的 非 空 集合 . 
任 取 ME T, 车 M 是 极 大 元 , 则 2) 成 立 . 若 Mi 不 是 极 大 元 , 则 存在 M: € 工 使 得 
Mi CCM. 车 Ms 是 极 大 元 , 则 2) 成 立 ,否则 这 个 过 程 可 继续 下 去 , 若 2) 不 成 立 , 则 我 们 
就 得 到 M 的 一 个 严格 升 链 , 它 含有 无 限 多 个 不 同 子 模 ,这 与 1) 矛盾 ,因而 2) 成 立 . 

2) 二 >3)” 设 2) 成 立 . 令 N 是 M 的 子 模 , 工 是 N 的 所 有 有 限 生成 子 模 构成 的 集合 . 
因为 (0; € 工 , 故 工 非 空 . 由 2) 知人 含有 一 个 极 大 元 N. 若 N 关 N, 令 TE NN 一 N , 因 
为 N' ET, 故 N 是 有 限 生成 的 ,因而 由 N 和 zx 生成 的 子 模 也 是 有 限 生成 的 . 这 与 N 的 
极 大 性 相 矛 盾 , 故 N 是 有 限 生成 的 . 

3) 人 1) 设 3) 成 立 ,M 和 Mi 己 … 是 M 的 一 个 子 模 升 链 . 令 NN 二 UiMi, 由 3) 
可 知 N 是 有 限 生成 的 . 设 其 一 个 生成 元 集 为 {e1 ,ez，…,e,} ,于 是 对 每 个 i 来 说 ,e; 必 属 于 
某 个 Mj , 令 y = max{ 记 ,j2，…,j;) , 则 对 任意 i 来 说 ,e; € My, 由 此 得 NS M, ,这 必须 
有 M, = N = M, ,任意 u 宇 y, 则 M 满足 升 链条 件 , 故 1) 成 立 . 

推论 7.3.4 设 刀 是 主 理想 环 , 则 每 个 由 D 的 理想 构成 的 非 空 集合 在 包含 关系 下 
存在 一 个 极 大 理想 , 且 D 是 Noetherian 环 . 


7.3.3 主 理想 整 环 上 的 和 矩阵 的 等 价 


主 理想 整 环 D 上 的 两 个 mXn 和 矩阵 A，B, 如 果 在 M,CD) 上 存在 一 个 可 逆 和 矩阵 P， 
在 M, CD) 上 存在 一 个 可 逆 和 矩阵 Q 使 B=PAQ, 那 么 说 A, B 是 等 价 的 ,显然 这 定义 了 
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元 在 D 上 的 mXn 算 阵 集合 M,,(D) 里 的 一 个 等 价 关系 ,我 们 现在 考虑 从 与 已 知 和 矩阵 等 
价 的 矩阵 中 挑选 一 个 特别 简单 的 “正规 ”型 的 问题 . 
综 上 给 出 下 面 的 结论 : 
定理 7.3.5 如 果 AEM(D),D 是 一 个 理想 整 环 , 当 i<j 且 4d; 关 0 时 4d;| 4;, 那 
么 4 等 价 于 对 角形 矩阵 diag(di, d;,…, d,, 0,… ，0). 
将 得 到 把 A 变 成 对 角形 矩阵 的 矩阵 了 P 与 Q@, 它 们 是 即将 定义 的 特殊 和 矩阵 的 积 , 不 
指定 mXn 或 nXn, 首 先 引 进 某 些 元 在 D 上 的 可 道 阵 , 称 为 初等 矩阵 . 
首先 设 P; a Cj 二 i 加 ji* 因为 Ps 一 1, 所 以 这 个 矩阵 是 可 逆 的 , 且 
Ra 2 Po 
其 次 设 u 是 D 的 一 个 可 道 元 , 令 D;(u) = 1 (ul1)es , 即 D;(u) 是 一 个 对 角 矩 阵 ， 
它 的 对 角 线 上 第 1 个 是 ,其 他 都 是 1. 于 是 Di(x) 可 逆 , 且 
人 


最 后 设 2E D, i 关 j, 令 Tj (5) = 二 1 十 bej，, 在 (i, j) 位置 上 是 ej ,其 他 位 置 上 都 是 

0 的 矩阵 . 因为 T; (6) Tj (一 5) == (1 十 bejy)(1 一 bejy) = 二 了 ,所 以 T; (5) 可 逆 , 且 
T (DY) SB Ty 

我 们 称 和 矩阵 P; 、D;(w)、T; (5) 分 别 为 工 , 工 , 开 型 初等 矩阵 . 

定义 7.3.2 具有 如 定理 7.3.5 中 给 出 的 等 价 于 A 的 对 角 和 矩阵 叫做 A 的 一 个 标准 
型 ,一 个 标准 型 的 对 角 线 上 的 元 叫做 A 的 不 变 因 子 . 

定理 7.3.6 设 AE M,(D),A 的 秩 为 r, 对 每 一 i 过 7, 令 A; 是 所 有 i 级 子 式 的 最 
大 公 因 子 ,A 的 任 一 不 变 因 子 组 与 41 = Al,d: 二 AsAil ,qd, 二 A,Am 至 多 相差 一 个 
单位 因子 . 显然 A; 关 0, 以 及 Al | A;. 

证 明 令 Q= (ww)E M(D), 于 是 QA 的 在 (&,i) 位 置 的 元 是 > ,guai ,这 表明 
QA 的 行 是 系数 在 DD 里 的 A 的 行 的 线性 组 合 . 因此 QA 的 i 级 子 式 是 A 的 i 级 子 式 的 线 
性 组 合 , 从 而 A 的 所 有 i 级 子 式 的 最 大 公 因 子 是 QA 的 所 有 i 级 子 式 的 最 大 公 因 子 的 一 
个 因 记 : 

同样 , 当 PE M,(D),AP 的 列 是 A 的 列 的 线性 组 合 ,A 的 所 有 i 级 子 式 的 最 大 公 因 
子 是 AP 的 所 有 i 级 子 式 的 最 大 公 因 子 的 一 个 因子 ,给 定 这 两 个 事实 和 根据 等 价 关 系 的 
对 称 性 ,可 知 假使 A 与 B 等 价 ,A 和 B 的 i 级 子 式 的 最 大 公 因 子 是 相同 的 ,现在 令 B = 
diag(di， di，…, di;, 0, … ，0) 是 A 的 一 个 标准 型 ,于 是 从 可 除 性 4d; | dj( 当 i 二 j 时 ) 
可 以 导出 B 的 i 级 子 式 的 一 个 最 大 公 因子 是 A; = d14,*… d; ,结论 成 立 . 

推论 7.3.7 两 个 mxXn 和 矩阵 是 等 价 的 当 且 仪 当 它们 有 相同 的 不 变 因 子 . 
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7.4 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 的 结构 


7.4.1 扭 模 


定义 7.4.1 设 DD 是 主 理想 环 ,M 是 D 模 , 称 M 的 一 个 元 素 x 为 扭 元 素 , 如 果 忆 
中 存在 非 零 元 素 4 使 得 dx = 0, 否 则 称 zx 为 自由 的 . 若 M 中 每 个 元 素 都 是 扭 元 素 , 则 称 
M 为 扭 模 . 若 M 的 每 个 非 零 元 素 是 自由 的 , 则 称 M 为 无 扭 模 . 
例 7.4.1 设 DD 是 主 理想 环 ,M 是 DD 模 , 若 zxEM 是 一 个 扭 元 素 , 令 
A(z)={r€EDI|rz=0}, 


则 易 验 证 A(zx) 是 DD 的 理想 . 因为 D 是 主 理想 环 , 故 存在 rrED 使 得 A(x)==(rz). 

定义 7.4.2 称 rz 为 D 的 阶 , 记 作 |zxz|, 有 时 也 把 rz 称 为 循环 模 R, 的 阶 . 
A(z) 二 (rr) 称 为 z 的 阶 理想 (或 零 化 理想 ). 

需要 注意 的 是 ,对 于 xz 的 阶 来 说 ,z 的 阶 xz 在 和 也 相差 一 个 单位 的 情况 下 是 唯一 确定 
的 ,我 们 知道 ,若是 万 的 一 个 单位 , 即 x 是 万 的 一 个 可 道 元 , 则 (rzi) 二 Crz) ,也 即 产 的 
任何 一 个 相伴 元 都 是 x 的 阶 . 对 于 被 > 零 化 的 子 模 来 说 ,M(r) 中 每 个 元 素 的 阶 整除 

定理 7.4.1 设 M 是 主 理 想 环 D 上 的 有 限 生成 模 , 则 M 是 自由 的 当 且 仅 当 M 是 
无 扭 的 . 

证 明 必要 性 ”不 失 一 般 性 , 设 M 关 0,x1,…,x, 是 M 的 一 个 基 . 如 果 .M 不 是 无 扭 
的 , 则 存在 M 的 非 零 元 素 z 以 及 D 的 非 零 元 r 使 得 rz = 二 0, 设 Xz 二 TIX 十 十 TT 
7 ED;, 则 0 二 zz = 二 mizi 十 … 十 rrwzs; 因 为 zi,… ,zs 是 自由 模 M 的 基 , 故 对 所 有 的 
i 来 说 ,rr; = 0. 又 r+ 关 0,D 是 主 理想 环 ,从 而 对 Yi,r = 0, 由 此 得 z 二 0, 这 与 所 设 巴 
盾 . 故 M 是 无 扭 模 . 

充分 性 设 {x1，…wzs} 是 MM 的 一 个 生成 元 集 ,(y1,… ,yn}) 是 (zz 的 一 个 
极 大 线性 无 关 的 子 集 . 令 N 是 由 这 m 个 元 生成 的 M 的 秩 为 m 的 自由 子 模 ,由 (yi，…， 


ya) 的 极 大 性 可 知 ,对 Vz 来 说 ,存在 0 关 si,rs € D, 使 得 sxi 十 2 riy; 一 0, 故 


n 


sz EN. 令 = []si; 则 对 VXE M 都 有 sX €E N. 令 gp 是 M 到 NN 的 映射 ,其 中 


gl(X) 二 st ,验证 可 知 p€ Homx (M,NN). 又 因为 mw 是 无 扭 的 , 故 Kerg 二 0. 于 是 M 同 构 
于 N 的 一 个 子 模 , 即 得 M 的 秩 不 超过 m 的 自由 模 . 

下 面 我 们 讨论 主 理想 环 上 有 限 生成 模 . 主要 讨论 有 限 生成 扭 模 ,归结 为 : 在 有 限 生 
成 模 中 ,只 有 一 个 元 生成 的 模 是 循环 模 . 我 们 将 通过 一 系列 引 理 来 证 明 主 理想 环 上 有 限 
生成 模 可 分 解 为 一 个 自由 模 与 若干 个 循环 子 模 的 直 和 . 
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引 理 7.4.2 设 R 是 整 环 ,TT 是 由 R 模 M 的 所 有 扭 元 素 构成 的 集合 , 则 了 工 是 M 的 
子 模 且 M/T 是 无 扭 模 . 
证 明 设 z,y€ET,|zxz|=a,|y|==0, 则 ab (zx 一 y) 二 6,A(zx) 二 (rz),z 一 a， 
by 二 0; 又 对 于 r € Rya(rz)= 二 7r(az) 一 0, 故 工 是 M 的 子 模 . 对 于 r+ € R,zx 十 TE MI/T,， 
若 r(x 十 T)= 二 十 T= 二 TT, 则 rz €E T, 于 是 A(rzr) 关 0. 设 0 关 s5 EA(rz), 则 六 z= 二 
0, 由 此 得 0 关 sr € A(z), 从 而 x ET, 这 说 明 M/T 是 无 扭 的 . 子 模 耳 称 为 M 的 扭 子 模 . 
定理 7.4.3 设 D 是 主 理想 环 ,M 是 R 模 ,下 是 自由 R 模 , pE Homx(M,F) 为 满 
射 , 则 M 有 一 个 与 下 同 构 的 自由 子 模 E 使 得 M = EQ Kery. 
“证明 设 B 是 下 的 一 个 基 , 对 每 个 5 € 也 ,选择 zw E M 使 得 g(x。) 二 0. 令 忆 是 


k 
由 这 些 Tp ,b; € B, 生 成 的 M 的 子 模 . 如 果 D>) rizxs = 0,r; € DD, 则 
i=1 


0 一 PD rs) 王 > , 

于 是 ,所 有 的 x; = 0. 这 就 是 说 , {x。E€ B} 是 线性 无 关 的 ,从 而 {zs E B} 是 B 的 一 个 基 ， 
即 B 是 自由 模 且 同 构 于 下 . 对 于 x € M, 若 pz) = 2》) rwbisr; ED € B, 则 
zz 一 >) rp € Kerg, 于 是 M= E+Kerp, 双 EN Kery=0, 人 而 M= EQ Kery. 

定理 7.4.4 设 DD 是 主 理想 环 ,M 是 有 限 生成 R 模 ,TT 是 M 的 扭 子 模 , 则 M 有 一 
个 有 限 秩 的 自由 子 模 下 使 得 M 二 外 Ff, 其 中 下 的 秩 由 1M 唯一 确定 . 

证 明 由 引 理 7.4.2 知 M/T 是 无 扭 模 ,自然 同 态 7: M 一 M/T 是 满 射 . 由 定理 
7.4.1 及 引 理 7.4.2 可知 ,存在 M 的 一 个 与 M/T 同 构 的 自由 子 模 下 使 得 M 二 了 FF， 
若 另 有 M 的 自由 子 模 F' 使 得 M = 工 困 下 , 则 易 知 庆生 M/T, 因 而 xr(F) 一 >CF )， 


7.4.2 有 限 生 成 扭 模 


引 理 7.4.5 设 M 是 主 理想 整 环 D 上 的 模 ,z 和 >y 是 M 的 扭 元 素 , 它 们 的 阶 分 别 
是 r+ 和 s, 且 (r,s) 二 1, 则 | zx 十 y 1 二 =. 

证 明 设 | zx 二 y| 一 ,因为 rs(z 二 >) 二 srr 十 rsy 一 0, 故 rs E A(z 十 y) 二 (nm)， 
从 而 nn | ;又 rn(z 十 y) 二 (rn)y 二 0,sn(zx 十 y) 二 snzx 二 0, 于 是 有 ;s | rnayr | sn, 
又 由 于 (r,s) 二 1, 故 5 | mr | nn, 从 而 rs | n, 于 是 n= 二 prs, 其 中 为 D 的 单位 ,这 时 
(n) =(rs),B | x+y|= 7s. 

引 理 7.4.6 设 DD 是 主 理想 环 ,M 是 指数 为 > 的 扭 模 , 则 M 必 有 阶 为 7 的 元 素 . 

证 明 主 理想 环 是 唯一 分 解 环 , 则 令 & = ph…p% 是 4 在 D 中 的 标准 分 解 式 , 其 中 
p; 是 素 元 ,e, 二 0 是 整数 . 再 令 d 一 4/p,, 则 4d 不 整除 d;. 于 是 对 Vi, 存在 zx; € M, 使 得 
lz; 关 0, 又 令 yi 二 (4d/p$)zi, 则 有 priy; 二 0, 但 是 py; 二 dix; 关 0, 因 而 对 任意 的 i 
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| y; |= 态 . 最 后 令 工 一 入 十 … 十 友 , 由 上 引 理 得 | 工 | 一 和 

引 理 7.4.7 设 刀 是 主 理想 环 ，M = Dy 是 阶 为 > 的 循环 模 ,s E D, 则 有 

1) MCs) = D(Cr/(r,s))y) 名 D/lr,s); 2) sM = D((r,s)y) 2 D/ (rlr,s)). 
也 就 是 说 ,M(s) 是 阶 为 (r,s) 的 循环 模 ,sM 是 阶 为 r/(r,s) 的 循环 模 . 

证 明 ”由 定义 有 M(s) = {uy | uw € D,suy = 0). 又 suy = 0Sr | suSr/(r,s) | 
s/sy5uSr/A(r,s) | u 人 Su 是 r/(r,s) 的 倍数 ,于 是 M(s) = 二 D(Cr/(r,s))y). 令 op 是 D 到 
M(s) 的 映射 ,其 中 p(x) = (zxr/(7,s))y,x €E D, 易 验证 pg 是 满 同 态 , 且 Kery 二 (r,s)， 
由 同 态 基本 定理 即 得 . 

类 似 可 证 2). 

引 理 7.4.8 设 WW= Rz 是 ro 阶 循环 模 ,M 是 指数 整除 ro 的 有 限 生成 RR 扭 模 ,NN 是 
M 的 子 模 ,p E Homx(N,W), 则 由 9 可 得 到 模 同 态 7, 使 7E Homx(M,W). 

证 明 设 {zi,…,zs) 是 M 的 一 个 生成 元 集 , 令 Ni 二 N 十 Rri,N: = Ni 十 Rr,,"…， 
N, 二 Ni 十 Rr 二 M. 由 归纳 法 我 们 只 需 证 由 p 可 得 到 Ni 到 W 的 一 个 模 同 态 gi 即 可 . 

设 zi 十 N € NVN 的 阶 为 *, 则 由 题 设 可 知 * | m ,不 妨 设 mm 王将, 由 于 szi E N， 
从 而 p(sz1) EW, 且 tp(sz1) 二 g(tsz1) 一 VCrozl) 二 0. 这 说 明 | 8Cszi) | | 性 

另 一 方面 ,存在 u € R 使 得 p(sri1) = WU, 故 tuz = 二 0. 由 此 得 ro | ,又 ro 二 如 , 故 
s | .我们 不 妨 设 二 sv ,从 而 有 p(sz1) 二 suz). 令 zo 二 ww EW 定义 N@R 到 W 
的 映射 

oO: (y,r) DD gy) 十 7zo， 


其 中 yE N,rER, 可 以 验证 € Homr (NR,W). 

定义 NR 到 Ni 的 映射 Jd: (yDPDy 十 rzi; 则 YE€ HomeCN 四 RN). 

我 们 来 证 明 Kery 入 Kerg . 设 (y,7) € Kerg , 则 rz 二 一 yE€ N, 于 是 r(xi 十 N) 二 六， 
因而 | x 不妨 设 7 = 二 一 sd, 则 y= sdxi,(y,7) 二 (sdXx1， 一 sd) ,于 是 我 们 有 

2 (ys7) 一 gp (sdzxi ,— sd) = p(sdzx1) — sdzo = p(sdx1) dp(sziy = 0, 

这 说 明 Kerg' CS Kery ， 

现在 我 们 可 定义 所 需要 的 模 同 态 m 了 . 因为 yg 是 N 田 R 到 Ni 的 满 同 态 , 又 
Kery 己 Kerg . 我们 可 合理 地 定义 Ni 到 六 的 模 同 态 pi: 8(y,r)F>o (y,7), 对 于 y EE 
N ,我 们 有 p(y) = p(y,0) = mV (0)) = pi(y+0° 7X1) 一 gq91(y) ,于 是 由 yp 可 得 
到 Nj 到 W 的 模 同 态 p91. 

定理 7.4.9 设 DD 是 主 理想 环 ,M 是 有 限 生成 扭 模 , 则 M = M 四 … 申 Me ,Mi: 是 
阶 为 x; 的 循环 子 模 ,r; | ri,k 宇 i 宇 2,7 是 M 的 指数 ,进一步 地 ， 

MD/(r) 由 … WD/r). 
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证 明 ”在 MM 中 我 们 可 选取 一 个 元 素 xi ,其 阶 为 M 的 指数 ri. 令 Mi = Rzri, 又 由 引 
理 7.4.6 可 知 ,由 恒 等 映 射 e: M 一 M 可 得 卫 模 同 态 p: M 一 Mi. 设 Ni 二 Kerg, 若 
XE M, 因 为 og 是 由 恒 等 映 射 扩展 得 到 的 , 故 p(x 一 g(z)) = p(x) 一 g(x) 二 0, 从 而 有 
Zz 一 pg(Xz) € Ni, 由 此 得 z= 二 p(X) 十 (z 一 g(z)) EM 十 Ni. 若 z+ € Mi 人 门 Ns; 则 z= 
g(x) = 二 0, 这 说 明 M = M 四 六 .对 Ni 继续 讨论 ,因为 M 是 有 限 生成 的 ,所 以 Ns 是 有 
限 生成 的 ,从 而 N; 有 指数 , 设 N; 的 指数 为 2, 则 zs | i, 再 由 引 理 7.4.6 知 ,在 Ns 中 可 
选取 元 素 zx; ,其 阶 为 N; 的 指数 x2. 令 M: = Dxs, 同 上 法 可 证 得 N; 二 M: 申 Ni ,因而 
M = 二 Mi 加 Ml 四 NN;. 这 个 过 程 继续 下 去 ,因为 M 是 有 限 生成 模 ，M 满 足 升 链 条 件 , 从 而 
必 有 正 整数 冯 使 N。 三 0. 

由 上 面 的 证 法 知 ,对 每 个 i 来 说 ,M; = Dz;. 令 w: rPrzi,; 则 wy 是 D 到 M, 的 模 同 态 
满 射 , 且 Kery = (7;) ,由 同 态 基 本 定理 即 得 M; 综 D/(r;). 定理 得 证 . 

定理 7.4.10 设 刀 是 主 理想 环 ,M 是 有 限 生 成 扭 模 . 若 

M= MD:…OM,= NOD…ON, 
其 中 M; 是 x; 阶 的 循环 模 ,Ni 是 Si 阶 的 循环 模 ,7x; | 7r;_1,k 宇 i 宇 2,5; | 5)-1, 有 之 j 之 2,74 
与 s, 都 不 是 DD 的 单位 , 必 有 上 ==t, 且 对 所 有 的 i,M; 符 N;. 

证 明 ”不妨 设 k 宇 t, 在 DD 中 选取 素 元 p 使 得 p | ri ,于 是 对 所 有 i 都 有 p | .因为 
ri 和 si 都 是 M 的 指数 ,所 以 与 5 相伴 , 即 志 ~ 51, 从 而 p15, 由 此 可 设 p| ss;,p 不 
整除 wa ,其 中 1 过 7 过 n 声 t. 由 是 素 元 知 ,D/(p) = 二 K 是 域 .由 引 理 7.4.7 我 们 有 


M(p) = Mi(p) DB DMi(p) LD-1K, 
于 是 M(p) 同 构 于 K 上 的 n 维 向 量 空间 . 又 
M(p) = Ni(p) D:D Np) = Ni(p) OB *% DB Np) LO-1K, 
于 是 M(p) 又 同 构 于 KK 上 的 n 维 向 量 空间 . 因为 x 二 1 过 ,由 此 得 & 二 1, 我 们 已 看 到 7 
与 5 相伴 .下 面 证 明 对 所 有 的 ~ 与 s; 相伴. 如 若 不 然 , 设 对 于 1 过 i 过 有 ,我 人 有 7 与 5; 
相伴 ,但 x; 与 s; 不 相伴 .因为 w 不 整除 7;, 令 M = ri,M, 则 
M = Mi BBDnMa=nNiD BnNi@DnN,De 

因为 rN， 关 0, 这 与 上 面 结论 相 矛 盾 , 于 是 对 所 有 i 来 说 ,r; ~ si. 

综 上 所 述 , 对 所 有 i,M; 突 D/(r;) = D/(s;) 名 Ni, 定 理 得 证 . 


7.4.3 有 限 生 成 模 的 结构 定理 


根据 定理 7.4.4,7.4.9 及 7.4.10, 我 们 可 得 主 理想 环 上 有 限 生成 模 的 结构 定理 . 
定理 7.4.11 设 了 是 主 理想 环 ,M 是 有 限 生成 模 , 则 存在 m € N* 及 DD 中 非 单位 
元 rr 使 得 M = 二 Mi 四 … 外 Mi 田 F, 其 中 M; 是 阶 为 的 循环 模 ,具有 关系 


。 164 。 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


r; | visiyk 宇 i 宇 2,F 是 秩 为 m 的 自由 模 , 则 M 窟 D/(7i) 四 … 申 D/(0) 田 D”, 即 在 
同 构 意义 下 ,M 被 m 及 ri,… ,ri 唯一 确定 . 

定义 7.4.3 尺 扭 模 M 称 为 p 素 模 ,车 M 的 指数 是 RR 中 某 个 素 元 的 p 次 竹 . 

引 理 7.4.12 设 M 是 主 理想 环 D 上 的 有 限 生成 扭 模 , 其 指数 为 r, 若 7 二 st, 且 
(st) = 1, 则 M = M(s) 四 MD. 

证 明 ”由 题 设 知 ,存在 a,b5 € DD 使 得 a 十 bt = 二 1. 对 Yx € M, 我 们 有 z= 二 tbz 十 
sar EMC) 十 MD .又 若 zE MG 门 MO), 则 z= 二 asz 十 btz = 二 0. 于 是 有 M= Ms) 中 MGCD)， 

结合 定理 7. 4. 9,7. 4.10, 我 们 可 得 : 


定理 7.4.13 设 M 是 主 理想 环 D 上 的 有 限 生成 扭 模 ,其 指数 x = 二 [| p’ ,其 中 zp; 


是 D 中 两 两 不 相伴 的 素 元 ,对 Vi 来 说 ,e; 宇 1, 则 M = Mi 田 … 田 Mi, 其 中 Mi 为 p; 素 
模 , 且 M;, = Mi 四 … 四 Ms ,其 中 Mi D/(p%) 是 阶 为 p% 的 循环 模 ,此 时 对 Vi,j 来 
说 ,1 过 ey 委 6 ei. 
在 同 构 意 义 下 ,M 由 {p% | 1 过 i 过 ,1 过 ;二 k;} 唯一 确定 . 
定义 7.4.4 以 上 定理 中 的 {p% | 1 过 i 二 ,1 过 j 过 %) 称 为 M 的 初等 因子 . 
综合 定理 7.4.4 及 7.4.13 我 们 可 得 有 限 生成 模 结构 的 男 一 种 等 价 描述 . 
定理 7. 4. 14( 初 等 因子 型 ) 设 D 是 主 理想 环 ,M 是 有 限 生成 模 , 则 存在 非 负 整数 
m, 使 得 M 电 D” 外 NN, 其 中 NN 为 指数 为 r 的 有 限 生成 扭 模 . 
车 7 = 二 [[ ,pr ; 则 M@iD/(p%), 其 中 D/(p%) 是 阶 为 p% 的 循环 模 ,对 所 有 
的 i,j,1 过 es 过 ey 过 ei. 在 同 构 意义 下 ,MM 由 m 及 初等 因子 {p% | 1 过 i<<k,1<<j 声 
k;) 唯一 确定 . 
若 令 D = Z, 则 可 得 有 限 生成 交换 群 结构 定理 . 
例 7.4.2 设 A 是 100 阶 的 交换 群 , 找 出 A 的 所 有 可 能 类 型 . 
解 ” 按 A 的 不 变 因子 型 分 解 ,由 于 100 = 二 50X2= 二 20X5== 10X10, 则 A 有 下 列 
四 种 类 型 之 一 : Ziw ;Zso 四 Zz ;Zo Zs;Zi0 四 Zu. 
按 A 的 初等 因子 型 分 解 ,由 于 100 二 5: X2 ,这 里 pi = 二 5,ps 二 2, 则 A 的 可 能 初等 
因子 为 (652.2 ) 了 18:6.2) (5 .5.2.2 
从 同 构 意义 上 讲 ,A 可 能 有 下 列 四 种 类 型 之 一 : 
Zs: 由 Za 2 Li; 
Da NY Zo CE) 2 a Ze CP 2 TD) Zs BZ Zs 
二 包 国 227 站 Zi 四 7 多 -22 这 Zi 的 /Zi5 
ZZ 四 为 四 玉芝 (多重 ) 四 (2 国 21) 名 ZB Zh 
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由 此 可 见 ,A 的 两 种 分 解 是 一 致 的 . 
7.5 有 限 生 成 模 的 自 同 态 环 


本 节 介 绍 张 量 积 的 概念 及 最 基本 的 结果 , 它 不 仅 在 有 限 群 的 表示 理论 中 极其 重要 ， 
而 且 在 其 他 代数 领域 也 十 分 有 用 ,还 将 讨论 如 何 决定 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 M 的 上 自 
同 态 环 . 


7.5.1 模 的 张 量 积 


定义 7.5.1 设 R 是 有 单位 元 的 环 ,M 是 右 R 模 ,NN 是 左 R 模 .我 们 说 由 MX N 到 
加 群 G 的 映射 上 是 平衡 映射 , 若 下 列 条 件 满足 : 

(1) 对 于 Vs E Mn€ NN 都 有 fCmi 二 mz sn) = fmsn) 十 jazy7275 

(2) 对 于 YW 友 Moorwonn EN 者 有 了 (mm Tm) = (mm? fm ns) 

(3) 对 于 Vm EE MnEN,rER 都 有 fCmr,n) 一 fm,rn). 

定义 7.5.2 M 和 NN 在 R 上 的 张 量 积 是 一 个 加 群 , 记 为 MORN , 它 满足 下 列 条 
件 : 有 一 个 平衡 映射 m: MX N -> MOrN 具有 性 质 : 

G 是 加 群 ,f: MXN ->G 是 一 个 平衡 映射 , 则 存在 唯一 的 群 同 态 g: MORN 一 U 使 
过 交合 你 二 丰 

定理 7.5.1 设 R 是 有 单位 元 的 环 ,M 是 右 R 模 ,N 是 左 R 模 , 则 M 和 NN 在 R 上 
的 张 量 积存 在 , 且 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 . 

证 明 令 下 是 以 卡 氏 积 M XN 为 基 的 自由 Z 模 , 即 下 中 元 是 形 如 ni (xi,y1) 十 … 
十 mx,y4) 的 有 限 和 ,其 中 (zxi,y) €E MX N,n; € Z ,1 过 i 过 有 ,k € Zi'. 下 中 任意 两 
个 元 素 相 加 定义 为 相同 元 素 的 系数 相 加 , 令 S 是 由 下 列 形状 的 元 素 生 成 的 下 的 子 加 群 : 


Cm nm Fm ，72))， (7 ，721 十 7 ) 一 ((72，71) 十 (72，722)) mr, 


Ny Cm ns 


MON 三 F/S, (mt SS (mEn VY (mn Ee 天 


令 7: MXN—>MOgN ,其 中 ,Ca 72) 一 《7 十 2). 
于 是 7 了 可 看 作 自 然 同 态 F->F/S 在 MXN 上 的 限制 , 则 在 MORN 中 ,我 们 有 下 列 
恒等式 : 
(ai 十 72s 7) = ni ,72) mz yn) ;mm 二 na) = (mm)t (m,n); 


(mr + n) = (mt nar) 
于 是 7: M XN -> MOgN 是 平衡 映射 .现在 设 G 是 一 个 加 群 ,f: MXN 一 G 是 一 
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个 平衡 映射 ,对 任意 的 (m,n) € MX 和 NN, 定义 glm,n) 二 fm,n) ,把 g 线 性 扩张 到 下 , 则 
p 是 下 到 G 的 同 态 . 因为 了 是 平衡 映射 , 故 SS Kerg, 于 是 g 诱 导 一 个 映射 /: MORN 一 
G, 其 中 Gx 二 70 = (GA) 十 S) = pm = fCmsn) ,也 即 亡 = f ,因为 MORN 
是 由 所 有 具有 (Cm 十 n) 形式 的 元 生成 ,从 而 了 是 唯一 的 . 

设 T 与 人 分 别 是 M 和 NN 关于 平衡 映射 g; 和 g; 的 张 量 积 ,因为 Ti 是 张 量 积 , 故 
存在 唯一 的 群 同 态 hi: Tr Ts 使 得 hg 二 gz, 同 理 存在 唯一 的 群 同 态 h: T 一 人 使 
得 hsgs 二 gi, 由 此 (hihs)gs 一 82 , 故 hhs 是 满足 (hihs)gs 二 g; 的 T 到 自身 的 群 同 态 . 
又 T 上 的 恒 等 自 同 态 I 显然 满足 I,g; 二 g2. 由 群 同 态 唯 一 性 得 hh = 也. 同 理 
hzhi 二 了 ,于 是 Ti 宅 Te ,唯一 性 得 证 . 

因而 对 YmEM,nE NN ,一 般 记 mn 二 7(m,n). 

更 具体 来 说 , 张 量 积 MORN 是 由 集合 { mE@n | m € M,n € N} 生成 的 ,其 中 符号 
MO7 满足 下 列 恒等式 : 

1 对 Vnm,m: €E M,n EN 都 有 Cm 十 1m) n= mn+m: On; 

2) 对 VmE Mniyns EN 都 有 mnitn) = moOn TmoOn; 

3) 对 YmE MnEN,rER 都 有 《mr)On = m©O (rn). 

注意 ,MORN 的 元 素 并 不 完全 是 符号 mn, 而 是 这 样 一 些 符号 的 和 . 

由 张 量 积 的 定义 知 , 张 量 积 是 一 个 加 群 , 它 没有 模 结构 . 然而 在 适当 条 件 下 , 张 量 积 
可 以 是 个 模 . 

定理 7.5.2 设 R,S 是 有 单位 元 的 环 , M 是 (S,R) 双 模 ,NN 是 左 R 模 . 若 规定 
smOn) = (Gm)On,s ES,nE€EN,mE€E M, 则 MOgN 是 左 S 模 . 

证 明 对 于 (m,n) E MXNN, 令 ym,n) = 二 (sm)@n, 则 7 是 MXN 到 MORN 的 
一 个 平衡 映射 ,因而 存在 MOARN 到 自身 的 同 态 j, 使 得 p,m@n) = (2)@7 规定 
s(mO@n) 二 ym、On), 则 MOaN 是 一 个 左 S 模 . 

我 们 知道 , 若 R 是 交换 环 , 则 任何 一 个 R 模 都 可 作成 一 个 (R,R) 双 模 . 为 了 更 好 地 
理解 张 量 积 ,我 们 给 出 一 个 具体 例子 . 

例 7.7.1 设 下 是 域 ,U 和 V 是 下 上 向 量 空 间 , 则 口 是 一 个 (F, 下 ) 双 模 ,因而 我 们 
可 以 定义 向 量 空间 UsV. 设 {tw ,…,w) 与 {wy,…,v,} 分 别 是 U 和 V 的 基 , 则 UOrV 是 

一 个 rs 维 的 向 量 空间 ,其 中 fw Ow | 1 过 i 过 7,1 志 j 声 s}) 是 UOerV 的 一 个 基 . 
> Zam EU,v= 2 EV, 则 w@w = 之 14 而 (zi © vj). 


定理 7.5.3 设 民 是 有 单位 元 的 环 ， M 是 R 模 ， 则 M 与 ROrM 上 同 构 . 

证 明 对 于 rE€ Rm € M 令 f(r,m) = 二 rm, 则 是 R XM 到 M 的 映射 ,因而 诱 
导出 一 个 尽 模 同 态 7: RORM 一 M, 其 中 yrOm) 二 rm. 邻 E:m 一 1m 为 M 一 
ROgM 的 模 同 态 , 则 wmé 一 1, 因而 wy 是 同 构 . 
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定理 7.5.4 设 R 和 S 是 有 单位 元 的 环 , Mi,…,M, 是 (R,S) 双 模 ,N 是 S 模 , 则 
(M1;) ©O,N 与 办 ;(M;O,N) 作为 RR 模 是 同 构 的 . 

证 明 定义 

f: (DM) XN >B MON), fm 0) 2) = Cm On ,Mm On), 


则 是 平衡 映射 ,因而 诱导 出 一 个 由 (M;)O;N 到 四 ;(M;,N) 的 同 态 .类 似 地 ,我 
们 可 定义 由 加;(M;O,N) 到 (中 Mi)O,N 的 道 映射 使 得 x 二 I 所 以 wp 是 同 构 . 

定理 7.5.5 设 下 是 域 ,U 和 V 是 Ff 上 向 量 空间 , 其 中 dimrU < %, 令 U* = 
Homzs(U ,下 ). 定义 &;: U* OFV 一 Homr (U,V),&(p@v)(u) = pl(u)v, 作 线性 扩张 ,其 
中 gEU',vEV,uEU, 则 作为 向 量 空间 ,U* OFV 各 Homr (U,V). 

证 明 ”因为 是 由 平衡 映射 (pg,u) E LU” XV 一 p(wv EV 诱导 的 同 态 . 令 {w,，…， 
wu} 是 如 的 一 个 基 , 对 Yl1 志 i 过 nn, 令 f; EU"* ,对 任意 的 j,fi(w) 二; 则 {及 ,…, 所 } 是 


U* 的 一 个 基 .U* OrV 的 每 个 元 >) (Daaf;)©Ow 可 以 写 为 >), 广 @(2yaav) ,因而 对 


某 个 w EV 来 说 ,U* OsV 的 每 个 元 都 具有 习 ，, 广 Ou 的 形式 . 取 了 fv E U" OrV, 轿 
定 某 个 j 则 
(Df.Ou) ew) 一 Daf Ow uw) = Pf.) = v,. 


于 是 ,如 果 &( P10%) )= 0, 对 所 有 j,v; = 0， 则 .Ow 一 0. 这 这 就 说 明 是 单 同 态 . 


现在 令 o€ Homr (U,V), 则 对 于 = Doan E DU, 我 们 有 
(2 alu) ) (1) = Df oui) = Pao ) = ow). 


这 说 明 &( Df.0ou))= co, 因而 上 是 满 射 . 


7.5.2 主 理想 整 环 上 有 限 生 成 模 的 自 同 态 环 


接 下 来 我 们 讨论 如 何 决定 主 理想 整 环 上 有 限 生成 模 M 的 自 同 态 环 D'( 即 
Hom(CM，M). 从 M 的 一 个 分 解 开始 : M = Drz 四 Dz; 由 … 由 Dz,， 


Una = (di) FF 0st Fry 


但 当 i 汪 r+ 时 amzi = 0. 设 7E D ,并 假设 yz; == 人 2) 三 wi E M,1 入 ;和 受 ,那么 ,如 


果 ze Miz= Dawive ED, 因此 wz = Daz) 一 >)1(aizi) = 2)ai(yzi) = 
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> airoi, 这 表明 7 是 由 它 在 M 的 生成 元 xz; 上 的 作用 所 决定 的 , 且 diw; 二 di(wzi) 一 
7(dizi) 一 0, 这 表明 awwi 信 awzi. 所 以 ,如 果 awwi = (8), 则 当 ; >>7 时 8g; 是 任意 的 ， 
而 当 ; 委 -时 g; | adi. 

反之 , 假设 对 每 个 i, 挑选 一 个 元 w; € M 使 wwmwi 了 anzi 假 设 zE M, 而 并 二 
>aizi 二 0iz; 是 xz 的 两 个 表示 形式 ,那么 我 们 有 ai 一 6; € amzi, 因 此 ,a; 一 b; € 


amwi, 从 而 有 结果 》)aw; 二 》)biwi. 这 表示 wm: 》)aiz; 一 2》aiw; 是 M 到 M 的 映射 . 
直接 验证 也 证 明 7 E 也. 
从 环卫 = Hom(M,M) 到 M 的 s -元 序 组 的 集合 上 的 满足 awai; 二 amz; 的 双 射 


Lf 和 (zol 9 TU2 区 


令 到 证 一 了 ,Di 外 刀 , 对 这 个 有 序 组 (ru » TU 7 结合 一 个 元 在 马里 s Xs 和 矩 
阵 环 M,CD) 里 的 矩阵 (2 ), ,这 个 矩阵 可 以 不 是 唯一 决定 的 . 因为 任意 的 5b; 可 以 用 05 代 
蔡 , 在 ;过 r 时 保持 6 三 6; (modd;) ,这 是 保持 w; 不 变 的 仅 有 的 变动 ,条 件 ajw; 赂 az; 
“从 村 Cai0i = 0(modd; ) ,这 自 然 是 指 存在 Ci ED 使 db; > cad; ,因此 存在 一 个 人 :全 
M,(CD) 使 

diiag{di ye = Cdiag\ pe A 
适合 上 式 的 矩阵 B 的 集合 R 是 M,(D) 的 一 个 子 环 . 任意 BE R 决定 一 个 »E€ D 使 
nzi 二 》byzj. 容易 验证 映射 B 一 jy 是 从 R 到 D” 上 的 一 个 满 同 态 . 显然 7 一 0, 当 且 仅 
当 对 B= (6;) 有 bb 三 0(moddi) ,因而 同 态 的 核 & 是 使 B 二 Qdiag{di ,ds，,…,d;} 的 矩阵 
B 的 集 , 这 里 QE€ M(CD). 我 们 指出 ,这 种 形式 的 矩阵 自动 地 满足 diag{di ,ds;，…,d,1B 一 
Cdiag{ di ss 本 本 
定理 7.5.6 设 M= Dz, 申 Dz, 四 … 四 Dz,, 这 里 阶 理想 wwz; 一 (d;) 适合 


UE Mm hn DG 
于 是 马 - 模 M 的 自 同 态 环 D' 与 R/k 反 同 构 , 这 里 B 是 由 矩阵 B € M,(D) 所 组 成 的 环 ， 
对 于 号 有 一 个 CE M(D) 使 
diag{di ds ,dB = Cdiag\ di ,dl tg ， 
k& 是 形 如 Qdiag{(ai ,qd;,，*…,d,} 的 矩阵 的 理想 ,Q € M.,(D). 

”如 果 M 是 自由 模 , 所 有 4d; = 0, 于 是 BE M, CD) 及 &= 0. 在 这 种 情况 下 ,如 采 s 二 
1,M 是 循环 的 ,根据 DD 的 可 换 条 件 B = (6b;) 当然 是 适合 的 ,于 是 D' 旦 D/(4d), 这 里 
d 二 d;. 矩阵 环 尺 是 可 以 确定 的 . 

假如 我 们 使 用 d; 上 的 条 件 d; | dj( 当 i 过 jj 过 + 时 ) 和风 = 0( 当 i>r 时 ), 以 及 
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dib; 三 0(modd;) , 则 ; 
1) 如 果 i 三 j, 那 么 5; 是 任意 的 ,因为 此 时 d; 寺 0(modai ); 
2) 如 果 i 志 7,j 7, 那 么 5b; 三 0, 因为 此 时 4d; 关 0 和 4d; 二 0; 
3) 如 果 i,; 之 ,那么 外 是 任意 的 ,因为 此 时 d; = d; 一 0; 
4) 如 果 i 二 j 达 7,bs 三 0(moddi di) 略 变动 符号 ,B 将 如 下 式 


Dai bizdi! ds ~ Ce re/ 0 ry 0 
O21 D2 CA Oz; i d 0 RM 0 
bi b, 3 百 0 :i 0 
Oyen, OH SA Gas Dip se 
ba bs a be TE 


这 里 右上 角 全 为 0, 凡 表示 为 5; 的 都 是 任意 的 , 当 i 二 j 达 7 时 ,(i,j) 处 的 元 素 
bydi'd; 属于 和 矩阵 的 条 件 是 , 当 i 宇 j 和 7 志 r 时 ,6b; 被 4; 除 尽 ; 当 i 二 j 二 r+ 时 ,bs 被 d， 
除 尽 ,如 果 这 模 是 挠 模 ,r = 以 及 上 面 矩 阵 简化 为 左上 角 的 矩阵 块 . 

特别 地 ,我 们 考虑 M = 二 VV 的 情况 ,这 里 V 是 由 下 上 的 有 限 维 向量 空 间 V 的 线性 变 
换 开 所 决定 的 FLA] - 模 ,这 是 一 个 乒 模 ,任意 6b; ,i 宇 j, 可 以 被 模 为 a; 的 同一 陪 集 里 的 
5'; 代替 .因此 ,我们 可 以 假定 deg6; 二 nj 二 degd;, 当 i 宇 j 时 .同样 ,我们 假定 degb; 去 
nn;， 当 i 二 j 时 .适合 这 些 条 件 的 矩阵 BE R 叫 正规 化 的 ,限制 在 R 的 正规 化 矩阵 的 映射 
B -7 是 到 里 的 一 个 双 射 ,有 一 个 自然 的 方式 把 D' 和 R 当 作 下 上 的 向 量 空间 ,只 要 
用 a EF 乘 B € R 的 所 有 元 ,对 尺 就 构成 F 上 的 模 ,对 D' 我 们 用 (an)zx 二 a(7DX = 
n(az) 来 定义 ,这 里 a € 『,n€ D， 在 尺 里 的 正规 化 矩阵 的 集合 S 是 一 个 子 空间 , B 一 
7 是 从 S 到 D' 里 的 一 个 下 -线性 同 构 ， 

设 S; ,1 二 i,j 过 s, 表 示 除 (i, 7) 一 元 外 其 他 的 元 都 是 0 的 正规 化 矩阵 所 组 成 的 S 
的 子 空间 ,那么 dimS; = 二 nj, 当 i 宇 j 以 及 dimS; 二 nj 当 i 二 j. 因 为 S 是 子 空间 S; 的 
直 和 ,所 以 有 


5s < 了 
dimS = 》 (一 ) 十 1 六 十 >)G 一 六 由 一 262s—2j+ Dn. 
pe i=1 j=1 


定理 站 全 5S.7 ( Frobenius) 设 下 是 域 ,A 各 有 又 变 硬 (XA) dz (CA) se sd CA 是 MT 一 A 
里 不 等 于 1 的 不 变 因子 ,再 设 n; 二 degd;(4) ,那么 与 A 可 交换 的 矩阵 组 成 的 下 上 的 向 量 
空间 的 维 数 是 由 下 面 的 公式 给 出 的 : 


N = D1(2s—27++ 1)n. 


光一 上 


当然 也 能 用 线性 变换 来 叙述 如 下 的 推论 : 一 个 线性 变换 了 是 循环 的 ( 即 对 应 的 
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F[4j- 模 是 循环 的 ) , 当 且 仅 当 与 工 可 交换 的 线性 变换 是 工 的 多 项 式 . 

证 明 人 是 循环 的 当 上 且 仅 当 * = 1 ,我 们 也 知道 w.(A) 是 工 的 最 小 多 项 式 m(X4), 因 
此 n, 是 系数 在 忆 上 的 工 的 多 项 式 环 FLT] 的 维 数 , 如 果 s 二 1, 那 么 N= 二 mm 二 dimFLT] 
与 工 可 交换 的 线性 变换 的 空间 当然 是 包含 FLT] 的 ,而 且 与 FLT] 一 致 . 如 果 ; > 
1 ,那么 


Pe 


即 N > > 由 之 n,, 因 此 存在 非 了 的 多 项 式 而 与 可 换 的 线性 变换 . 

定理 7.5.8 D'=Hom(CM，M) 的 中 心 是 映射 x+ 一 azx,aED 的 集合 . 

证 明 D 的 决定 说 明 对 Yi,1 过 i 过 :, 存 在 一 个 自 同 态 es 使 ssz, 一 zi,eszj 一 0， 
当 j 关 s 时 .现在 设 r 在 D’ 的 中 心里 ,那么 


rz, = reszs = esrz, = es( Daizi) = 2)aeszi 一 zsrai ED, 


rzi 一 Trews 一 Es7Z, 一 és (407) 二 Dy ar a 


从 而 r+ 是 映射 x+ 一 cz. 

推论 7.5.9 如 果 UU 是 一 个 有 限 维 的 向 量 空间 里 的 一 个 线性 变换 , 它 与 每 一 个 与 
已 给 的 线性 变换 工交 换 的 线性 变换 都 可 交换 ,那么 U 是 的 一 个 多 项 式 . 

取 了 T=1 时 可 以 得 到 下 面 的 结果 : 

推论 7.5.10 域 F 上 有 限 维 向 量 空间 的 线性 变换 环 的 中 心 是 数 乘法 二 azyaE 开 
的 集合 . 


向 量 空 间 的 分 解 和 
算 子 的 若 当 标准 型 


在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 有 限 维 向 量 空间 的 分 解 和 线性 算 子 的 若 当 标准 型 问题 ,首先 
运用 上 一 章 的 模 分 解 定理 来 研究 线性 算 子 的 结构 ,然后 讨论 向 量 空 间 的 分 解 ` 有 理 标 准 
型 . 若 当 标准 型 及 射影 代数 等 问题 . 本 章 中 的 向 量 空间 都 假定 为 是 有 限 维 的 ， 


8.1 带 有 线性 算 子 的 模 


8. 1.1 线性 算 子 
有 限 维 向 量 空间 上 的 任何 线性 算 子 都 可 以 用 和 矩阵 乘法 来 表示 . 
定理 8.1.1 令 zr€EL(V),B= (6b,，…,b,) 是 V 的 一 个 有 序 基 ,那么 zt 可 以 用 线 


性 算 子 za €E LC(F") 表示 , 即 (cCy))s 二 ra((v)g). 这 里 A 二 (v)s 是 第 i 列 为 (r(v))s 的 
矩阵，(r(Cv) )a 一 (zt)Bp (vy)B. 

因 为 矩阵 (rz)s 与 有 序 基 刀 的 选取 有 关 , 所 以 我 们 自然 想 知 道 如 何 选取 基 召 ,以 使 矩 
阵 (r)s 尽 可 能 简单 . 

同样 ,我 们 重新 令 述 一 下 r 的 与 不 同 有 序 基 相 关 的 矩阵 间 的 关系 . 

定理 8.1.2 令 rELV),B 和 B' 是 V 的 有 序 基 ,那么 r 关 于 B 的 矩阵 可 以 用 r 关 
于 B 的 和 矩阵 表示 成 (tr)s = M(r)sM- ,其 中 M 是 基 和 矩阵 的 变换 ,其 第 ; 列 为 (ww )z ,这 里 
Bb 

定义 8.1.1 两 个 矩阵 S, 工 是 相似 的 ,如 果 存 在 一 可 逆 和 矩阵 P， 使 得 
T = PSP-. 带 有 相似 性 的 等 价 类 叫做 相似 类 . 

定理 8.1.3 ”对 于 矩阵 S 和 了 ,以 下 论断 是 等 价 的 : 

1) 如 果 S 表示 关于 有 序 基 B 的 线性 算 子 r: V 一 V, 那 么 工 也 表示 ,但 关于 另 一 个 
不 同 的 有 序 基 , 即 ,如果 S = (r)s, 那 么 存在 有 序 基 B ,使 得 也 一 (z)s. 

2) S 与 T 相似 . 

根据 定理 8. 1. 3 ,表示 给 定 的 线性 算 子 rEL(V) 的 矩阵 正好 是 特殊 相似 类 中 的 拢 
阵 . 因此 ,为 了 能 最 好 地 表示 出 *, 我 们 要 找 出 这 一 相似 类 的 简单 代表 . 更 一 般 地 ,为 了 
表示 上 所 有 的 线性 算 子 ,我们 需要 找 出 每 个 相似 类 的 简单 代表 , 即 , 相 似 的 简单 的 典 
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范 型 集 . 

例 8.1.1 V 的 子 集 W 是 FLxj 模 的 子 模仿 W 是 向 量 空 间 V 的 一 个 不 变 子 空间 . 

例 8.1.2 F[zxj 中 的 单位 正好 是 下 中 的 非 零 标 量 . 

定义 8.1.2 邻 一 是 W 上 一 等 价 关 系 . 子 集 KCW 称 为 ~ 的 典范 型 集 , 如 果 对 
于 每 一 个 ;SEW, 怡 存在 &EK ,使 得 &~;. 

目前 ,最 简单 的 抢 阵 可 能 是 对 角 阵 . 但 并 不 是 所 有 的 线性 算 子 都 可 以 用 对 角 阵 表 
示 . 换 句 话说 ,对 角 阵 集 并 不 构成 相似 的 典范 型 集 . 

这 就 为 进一步 研究 提供 了 两 个 不 同 的 方向 . 

一 是 对 于 那些 可 以 由 对 角 阵 表示 的 线性 算 子 ,我 们 可 以 找 出 它们 的 特征 . 这 种 算 子 
称 为 可 对 角 化 算 子 . 

二 是 可 以 找 出 一 种 不 同类 型 的 “简单 ?矩阵 , 它 能 给 出 相似 的 典范 型 集 . 

我 们 将 同时 沿 着 这 两 个 方向 继续 讨论 . 

我 们 关注 的 是 非 零 线性 算 子 rE L(V) ,而 V 不 仅 是 域 上 的 向 量 空间 ,同时 也 是 
F[x] 上 的 一 个 模 , 有 由 p(x)v = p(r)(v) 定义 的 数 乘 . 我们 准备 通过 联系 模 和 向 量 空 
间 的 概念 ,把 上 一 章 的 语言 转化 为 V 的 语言 . 

首先 ,因为 六 是 一 有 限 维 向 量 空间 ,所 以 模 双 是 挠 模 . 为 了 说 明 这 一 点 ,观察 到 同 构 
于 M,(F) 的 向 量 空间 L(V) 有 维 数 如 .因此 ,ne 十 1 个 向 量 必 tr,…, 世 ,v" 线性 相关 , 则 
对 于 任意 多 项 式 p(x) € F[z],p(r) 二 0. 因此 ,p(x)V 一 140) ,所 以 立 的 所 有 元 素 都 是 
挠 元 . 

同样 ,作为 一 个 模 ,V 是 有 限 生 成 的 . 因为 如 果 B== {vi,，…, wv) 是 向 量 空间 V 的 一 
个 基 , 那 么 每 个 向 量 v EV 都 是 一 个 线性 组 合 v = 二 zit 十 下 十 raivas 其 中 T+; EC 忆 
F[x], 所 以 B 生 成 了 模 V. 

因此 ,V 是 主 理想 整 环 FLz] 上 一 有 限 生成 挠 模 , 可 以 运用 上 一 章 的 分 解 定理 . 


8.1.2 极 小 多 项 式 


在 模 V 的 子 模 和 向 量 空间 V 的 子 空间 之 间 有 一 种 简单 的 联系 . 如 果 t(W)CCW, 那 
么 V 的 子 空间 WW 在 rt 之 下 是 不 变 的 . 

定理 8.1.4 V 的 子 集 W 是 F[zxj 模 V 的 一 个 子 模 , 当 且 仅 当 W 是 向 量 空间 V 的 
不 变 子 空间 . 

由 此 定理 知 , V 的 子 模 W 转化 为 FLzxj 模 有 两 种 方法 一 一 作为 V 的 一 个 子 模 ; 作 
为 一 个 运用 tt 到 S 的 限制 rz lw: W 一 W 的 模 . 但 是 ,因为 对 于 Vs € W,p(7)(s) 二 
p(t |w)(s) , 数 乘 在 这 两 种 情形 下 是 一 样 的 ,所 以 这 两 个 模 是 一 样 的 . 

下 面 考虑 V 的 零 化 子 ann(V) = {p(x) E F(x) | p(x)V = (0)}). 它 是 F(x) 的 非 
零 主 理想 . 因为 V 的 所 有 阶 ( 即 ann(V) 的 生成 元 ) 都 是 相伴 的 ,又 因为 F(x) 的 单位 正 
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好 是 下 的 非 零 元 ,所 以 存在 V 的 唯一 的 首 一 阶 . 这 就 有 了 以 下 定义 : 

定义 8.1.3 模 V 的 唯一 的 首 一 阶 , 即 生成 annCV) 的 唯一 的 首 一 多 项 式 , 叫 做 
rt 的 极 小 多 项 式 . ee ev a te 一 多 项 式 . 因此 ,ann(V) = 
之 mi(x) >;D(2)V 二 (0)}, 当 且 仅 当 mm(z) | p(x); 或 等 价 地 ;ap(z) 二 0; 当 且 
仅 当 mC) | p(y 

我 们 可 以 简单 地 把 线性 算 子 + 的 极 小 多 项 式 定 义 为 : 唯一 地 使 得 m.(r) 二 0 
的 含有 最 小 次 数 的 首 一 多 项 式 . 阶 与 极 小 多 项 式 之 间 的 联系 也 传 给 了 子 模 . 

定理 8.1.5 邻 W 是 模 V 的 子 模 ,那么 W 的 首 一 阶 是 限制 rlw 的 极 小 多 
项 式 . 

证 明 已 知 如 果 g(xz) 是 W 的 首 一 阶 ,那么 

=<qg(z)> = anW = {px) | pW = {0} } = { pz) | plr |w)W) = {0} }. 


所 以 gq(z) 是 限制 r |w 的 极 小 多 项 式 

极 小 多 项 式 的 概念 也 可 以 定义 在 矩阵 上 . 特别 地 ,如 果 S 是 上 一 方 阵 ,那么 S 的 
” 极 小 多 项 式 ms(zx) 是 唯一 的 使 得 p(S) = 0 的 含有 最 小 次 数 的 首 一 多 项 式 p(x) E 
F(z). 而且 以 上 概念 是 唯一 确定 的 并 且 下 面 的 定理 也 成 立 : 

定理 8.1.6 1) 如 果 S$, 下 是 相似 阵 , 那 么 ms(x) = mr(x). 因此 , 极 小 多 项 式 在 
相似 性 之 下 是 一 个 不 变 式 . 

2) t E L(V) 的 极 小 多 项 式 与 任意 表示 + 的 矩阵 的 极 小 多 项 式 相同 . 


8.1.3 循环 子 模 与 循环 子 空间 


考虑 循环 子 模 二 v 二 = {p(x)v | DCz) € F(x)}), 并 假设 它 有 首 一 阶 m(z). 因 
此 ,m(z) 是 限制 o = |-, 的 极 小 多 项 式 . 如果 m(zx) = ao 十 az 十 … 十 az 十 好 ， 
那么 也 = 《(v, zxv，…,，X”1v) 一 (v, ol(v),，…，,o”!1(v)) 是 向 量 空 间 二 v 这 的 有 序 基 . 
为 了 说 明 B 是 线性 无 关 的 ,假设 存在 非 零 标 量 , 使 得 rov 十 rizv 十 … 十 riX”v 王 0, 即 
(ro 十 izTK 十 十 rizx”!1)v = 二 0, 那么 (wo 十 izx 十 十 riz”!) 过 wv 之 = 二 {0), 所 以 
m(z) | wo 十 nz 二 一 十 roaix”!, 则 对 于 Vi== 1,…,n 一 1,r; 二 0. 

对 于 任意 多 项 式 上 az) € Flzxj], <v> di p(x)v. 用 极 小 多 项 式 
m(x) 除 p(x), 得 p(x) = q(x)m(zx) 十 r(x), 这 里 deg r(x) 二 deg m(z). 由 于 ml(zx)v 一 0， 
所 以 我 们 有 plz)v = g(xz)m(z)v 十 r(x)v 二 r(x)v. 这 表明 二 wv 之 的 所 有 元 素 都 有 形式 
r(z)v, 其 中 deg r(x) 二 deg g(x) = n, 用 符号 记 为 二 vw 之 = {r(x)w | deg r(x) 二 
deg m(z); 因 此 ,如果 r(x) 二 十 nz 十 十 mix 1 我们 就 有 7(2)v 二 十 
nav 二 十 rxX” ”1v EE span(B), 从 而 B 是 二 wv 这 的 一 个 有 序 基 

为 了 确定 o 关 于 B 的 和 矩阵 Co)8, 对 于 i 二 0，…,n 一 2,0《(oi(v)) 二 oo. 所 以 cc 只 
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不 过 是 把 B 中 的 每 个 基 向 量 “ 移 到 ”下 一 个 基 向 量 中 . 同样 ,mlo) 一 0, 则 


aorl(o) = ov) = CO— (a 二 +ao 二 "十 ario"  )(v) 
=— av— aio(v) 一 … 一 ao "(vv). 
定义 8.1.4 o 关 于 B 的 矩阵 为 
0 0 一 '&n 
1 0 0 — 0 
Ul(m(z))= 10 1 : 
Ha- 0 Qs 
@ 0 


该 矩阵 称 为 多 项 式 m(zx) = ao 十 aix 十 … 十 Qs-1x” 十 2 的 友和 矩阵 . 
例 8.1.3 若 U 是 p(x) 的 友和 矩阵 ,那么 pC(U) == 0, 且 U 有 极 小 多 项 式 p(x). 
定义 8.1.5 令 rEL(V), 称 V 的 子 空间 W 是 7 循环 的 , 如 果 存 在 向 量 vE W, 使 
得 集合 {v， tv)，…， rt"!1(v)) 是 W 的 一 个 基 , 这 里 m 一 dim(W). 
定理 8.1.7 1) 子 集 W CV 是 V 的 一 循环 子 模 仿 它 是 V 的 一 个 r 循环 子 空间 . 
2) 设 二 vv 全 是 Y 的 一 循环 子 模 . 如 果 < 二 vv> 的 首 一 阶 (o 一 = |<> 的 极 小 多 项 式 ) 为 
me) a. aT az ! 二 ws 
那么 是 = (vs Tvy wv (Vy ow) ey og"”1(v)) 是 二 vwv 放 的 一 个 有 序 基 ,并 且 
(o)s 是 m,(zx) 的 友和 矩阵 U CCz) ). 


8.1.4 向 量 空间 的 循环 分 解 定理 
下 表 总 结 了 模 概 念 与 向 量 空间 概念 之 间 的 关系 . 


人 


模 V 向 量 空 间 V 

数 乘 ; p(x)v rz 的 作用 : p(r)(v) 
子 模 不 变 子 空间 
零 算 子 : 零 算 子 ， 

ann(u) = { p(x) | pz)V 一 (0)) ann(V) = { p(x) | 为 (r)(V) ={0}} 
V 的 首 一 阶 : t 的 极 小 多 项 式 : 

攻 m(zx) 是 使 得 m(rt) = 0 的 含有 最 小 次 数 

ann(V) = <m(zx)> 的 多 项 式 
循环 子 模 : rt 循环 子 空间 : 

vy> = {prx)v | p(x)EFLz]} <v> = span{ v, tvV) rm (v)) 


现在 ,我 们 可 以 把 循环 分 解 定理 转化 为 向 量 空间 的 语言 了 . 
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定理 8. 1. 8 (向量 空间 的 循环 分 解 定理 ) ” 令 r€ (V) ,其 中 dim(V) 去 ce. 如果 z 的 
极 小 多 项 式 为 m.(x) 二 ph (x) … p(X), 这 里 首 一 多 项 式 p;(x) 是 互 异 和 不 可 约 的 ， 
那么 V 为 直 和 

V=V, 的 四 VV ， 
其 中 V = 二 {vEV|pf(r)(v) = 0 ) 是 V 的 不 变 子 空 间 ( 子 模 ), 且 
min(z |y,) = pr (xr). 

此 外 , 每 个 V。 都 可 以 进一步 分 解 为 + 循环 子 空间 (循环 子 模 ) 的 直 和 

Vs = < >O Dv > 
这 里 
min(z J = phi(z) se 一 61 en "eng. 
V 的 初等 因子 pf (z) 即 r 的 初等 因子 ,由 算 子 = 唯一 确定 . 

这 样 V 的 分 解 就 变 为 r 循环 子 空间 的 一 个 直 和 的 分 解 : 

Ve (ewan DD iD ws 

定理 8.1.9 rzrEL(CV) 的 极 小 多 项 式 是 它 的 初等 因子 的 最 小 公 倍 式 ， 


8.2 ”有理 典范 型 


8.2.1 分 块 对 角形 矩阵 


我 们 可 以 用 循环 分 解 定 理 来 确定 相似 的 典范 型 集 . 

定义 8.2.1 如 果 立 = S$ 申 T, 且 S 和 T 在 rz 下 都 是 不 变 的 ,那么 称 (S，T) 约 化 z. 

如 果 限 制 z |s: S 一 S,rt|r: T 一 了 分 别 为 S$ 和 T 上 的 线性 算 子 ,(S ,了 T) 约 化 . 
如 果 存 在 V 的 子 空间 S 和 工 , 使 (S , T) 约 化 t, 且 p 二 +t1s,o 二 +|r, 记 为 二 p 划 io. 

如 果 r = p 田 oo, 那么 6 与 o 的 任意 矩阵 表示 都 可 以 用 来 构造 的 矩阵 表示 . 这 与 我 
们 所 讨论 的 情形 特别 相关 ,因为 根据 定理 8. 1. 8， 

ctlan i DD "re (8. 1) 

我 们 引入 分 块 矩阵 的 符号 表示 法 .如 果 A 是 nXn 和 矩阵 ,B 是 mXm 和 矩阵 ,那么 由 

分 块 矩 阵 的 表示 法 有 
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定理 8.2.1 设 r 王 mm 四 已 和 LIV) ,其 对 应 的 约 化 对 为 (S ， 的 
6 是 S 的 一 个 有 序 基 ,人 = (di, *, d,) 是 TT 的 一 个 有 序 基 ,是 令 B i 
di，…，,d,) 是 与 V 相应 的 有 序 基 , 那 么 矩阵 (tr)sg 有 分 块 对 角 型 
(tT1)c 0 


0 (ts)p ’ 


上 面 (8. 1) 式 中 ,如 果 B,, 是 循环 子 模 二 vw,; > 的 一 个 有 序 基 , 且 车 B 二 (Bi,,，…， 
B,，) 表示 从 这 些 有 序 基 中 得 到 的 V 的 有 序 基 , 那 么 


(TB = 


(Ti,1 D8 


(tT)pg = 3 


( Th Da 


其 中 my 一 z| <ij>- 

循环 子 模 二 v,; > 有 首 一 阶 pf (zx), 即 限制 r,， 有 极 小 多 项 式 pf (zx). 因此 若 
deg pls (2) = :iyse 公 B= Cy Th 是 之 Vij 全 的 一 个 
有 序 基 . 


8.2.2 有 理 典范 型 
从 而 ,我 们 就 有 了 下 面 定理 中 描述 的 r 的 矩阵 表示 法 . 
定理 8.2.2 令 dim(V)<co, 设 ELCV) 含 有 极 小 多 项 式 
ji (x) =ph (zx) ，… ph (zx), 
这 里 首 一 多 项 式 户 (z) 是 互 异 和 不 可 约 的 ,那么 我 们 可 以 记 为 
V = (<wi>O…OZv, >) 四 … 困 (< 加 人 > 申 …… 申 过 加 人 >)， 
其 中 一 wj 之 是 Y 的 r 循环 子 空间 . r, ;一 zl|<。> 的 极 小 多 项 式 为 Y 的 初等 因子 
min(z,j) = pi (7), 
其 中 6; 二 = ei 之 eiz 宇 … 之 ei4. 
这 些 初 等 因子 由 z+ 唯一 确定 .而且 ,如 果 deg pi (x) 一 dj 那么 
By = Cv smd) (Cy) 


是 二 wv, ) 盖 的 一 个 有 序 基 , 且 * 的 关于 有 序 基 B Bs (BT ee. B,，) 的 矩阵 为 分 块 对 
角 阵 
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CCz (zx)) 


CCpiih (x)) 
(TB > 


CCps™"m (zx)) 


Cp (TX)) 


称 为 + 的 有 理 典 范 型 . 
我 们 用 diag(C(CpaGz))，…，C(Cp5m (Xx))) 表 示 右 边 的 矩阵 . 
由 定理 8. 2. 2 可 得 ,对 于 任意 rEL(CV) ,我 们 都 可 以 找到 一 个 有 序 基 了 ,使 得 矩阵 
(rz)z 含 有 有 理 典范 型 
另 一 方面 ,z 仅 有 一 种 有 理 典 范 型 (最 多 是 重新 排列 对 角 线 上 的 分 块 ). 为 了 说 明 这 
一 点 ,假设 对 于 V 的 某 个 有 序 基 XX, 矩 阵 (r)x 有 形式 
(tT)Zx= diag(C(gfii (x)), :…, C(glns, (x))), 


那么 V 是 含有 初等 因子 gf%i (x) 的 循环 子 模 的 一 个 直 和 . 因此 ,有 理 典 范 型 的 唯一 性 (最 
多 是 重 排 对 角 线 上 的 分 块 ) 是 从 V 的 循环 分 解 的 唯一 性 中 得 出 的 . 

定理 8. 1. 10 可 以 再 用 和 矩阵 的 形式 表示 成 如 下 : 

定理 8.2.3 任意 方 阵 A 相似 于 有 理 典范 型 中 唯一 的 一 个 矩阵 . 

推论 8.2.4 同一 域 下 上 的 两 个 矩阵 相似 , 当 且 仅 当 它们 有 相同 的 初等 因子 . 

我 们 不 想 详细 地 讨论 如 何 求 得 矩阵 的 有 理 典范 型 ,因为 我 们 对 有 理 典范 型 研究 的 
主要 目的 在 于 把 它 当 作 一 个 理论 工具 . 但 是 为 了 对 有 理 典范 型 有 一 个 具体 的 了 解 ,下 面 
给 出 一 个 有 理 典范 型 的 例子 . 

例 8.2.1 rzr 是 R' 上 的 一 线性 算 子 , 设 t 有 极 小 多 项 式 m, (x) = (zx 一 1) 
(ee 

解 ” x 一 1 和 (x 十 1)* 是 初等 因子 ,对 于 初等 因子 列 , 我 们 有 以 下 两 种 可 能 性 : 

eG 2 dle 演 四 

证 

相应 地 ,它们 有 以 下 两 种 有 理 典范 型 . 
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= OO 0 “0 “0 0 ==, 0 0 OO "0 
0 DEMO OU 
0 0 0 0 0 = 0 0 0 
YR » 2 | 0 0 0 ~070 0 OO 
和 0 0 0 YN 0%0 
人 0 0 0 "0 0 二 这 
0 a QO 0 "0 -0 0 0 0 ‘0 7 4 0 


8.3 ” 算 子 的 本 征 值 与 本 征 向 量 
8.3.1 算 子 的 本 征 多 项 式 


A 
引 理 8.3.1 如 果 方 阵 M 有 分 块 对 角 型 M 一 人 站 ,其 中 A 和 了 是 方 阵 ,那么 


det(M) = det(A)det(B). 
令 U(p(zx)) 是 多 项 式 p(x) 一 ao 十 aizx 十 十 arix”! 十 并 的 友和 矩阵 , 且 令 
区 0 2 0 ao 
-= z We 0 A 
A=zI—U(p(z))= | 0 一 ! 
: SO Qi 
0 0 CE 
我 们 把 A 记 作 A = A(x; ao，…，ai) ,然后 求 出 矩阵 的 行列 式 与 系数 a; 的 相关 
性 ,从 而 计算 出 这 个 矩阵 的 行列 式 , 我 们 首先 看 一 些 简 单 的 情况 . 


区 io 
det(A(x; ao, 41)) = 一 zz 十 ai) 十 ao = aoTaiz+z’ = pl(z); 
二 1] 元 直 o 
区 0 ao 
detCAtrs toy ry WY | 光 Q1 
0 = 由 并 十 az 
过 Q1 二 "让 次 
大 次 十 an 
= 0 1 


一 z[Cz(z 十 az) 十 ai] 十 ao 一 Qo 十 aizx 二 asx? 十 Xz? 二 p(x). 
通常 , 沿 着 第 一 行 展开 得 


第 8 章 向 量 空间 的 分 解 和 算 子 的 若 当 标 准 型 “179 。 


detCA(xs aos ,G1)) = zdet(A(zs Usesara) ND 1)" ta 
= zdet(A(Czi a1, ,a 1)) 十 ao. 

因此 ,通过 归纳 论证 ,就 有 了 以 下 

引 理 8.3.2 如 果 U(p(zx)) 是 多 项 式 p(x) 的 友和 矩阵 ,那么 
det(xI—U(p(z))) = plz). 


引 理 8. 3. 1 与 引 理 8. 3. 2 结合 起 来 就 有 了 以 下 
定理 8.3.3 如 果 尺 是 rEL(V) 的 有 理 典范 型 ,那么 


fi(z) = detDCzT 一 R) = [ps 2). 
9j 


定义 8.3.1 f.(x) =det(zxI—R) 二 pf (z) 称 为 算 子 + 的 本 ( 特 ) 征 多 项 式 . 
我 们 常常 先 把 本 征 多 项 式 定义 在 矩阵 上 ,再 定义 在 线性 算 子 上 . 方 阵 A 的 本 征 多 
项 式 定 义 为 fa(x) = 二 det(xI 一 A). 
定理 8.3.4 1) 如 果 A 与 B 相似 ,那么 fa(zx) = fs(zx). 因 此 ,在 相似 性 之 下 ,本 
征 多 项 式 是 不 变 本 征 多 项 式 . 
2) 算 子 z 的 特征 多 项 式 与 任意 表示 r 的 和 矩阵 的 特征 多 项 式 相同 . 
3) 算 子 + 的 特征 多 项 式 是 + 的 初等 因子 的 积 . 
虽然 在 相似 性 下 ,特征 多 项 式 是 不 变 特征 多 项 式 ( 和 极 小 多 项 式 一 样 ) ,但 是 有 着 相 
G 0 
| 站 | 


却 不 相似 . 这 说 明 特 征 多 项 式 并 不 是 完全 不 变 式 . 
8.3.2 本 征 值 与 本 征 向 量 


定理 8.3.5 4 是 线性 算 子 rEL(V) 的 本 征 多 项 式 f(x) 的 根 命 det(4I 一 R) 三 0. 

特别 地 , 若 dim(V) = n, 那 么 tc 的 有 理 标准 型 R 为 nXn, 所 以 det(X31 一 R) 二 0 成 
立 当 上 且 仅 当 存在 非 零 向 量 & € Fr 使 得 QAI 一 R)E = 二 0, 或 rr(&) 二 1. 

若 v€V 是 使 得 (v)s= 二 z 的 非 零 向 量 ,这 里 B 是 R 用 来 表示 < 的 有 序 基 ,那么 上 式 
等 价 于 tr(v) 三 和 v. 

定义 8.3.2 设 rEL(CV) 是 一 个 线性 算 子 , 数 E 是 r 的 一 个 本 征 值 ,如 果 存 在 
非 零 向 量 vEV, 使 得 r(o) = Xv, 那 么 v 就 是 + 的 属于 本 征 值 的 本 征 向 量 . 

车 A 是 上 的 和 矩阵 ,那么 XEF 是 A 的 一 个 本 征 值 ,如 果 存 在 非 零 列 向 量 z, 使 得 
Aét 二 XA&, 那 么 就 是 A 的 属于 本 征 值 的 本 征 向 量 . 
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定义 8.3.3 所 有 属于 本 征 值 的 本 征 向 量 所 成 的 集合 ,加 之 零 向 量 构 成 了 V 的 

个 子 空间 , 称 为 4 的 本 征 子 空间 . 

我 们 将 用 6 表示 本 征 值 * 的 本 征 空间 , 它 可 应 用 于 线性 算 子 和 和 矩阵 . 

例 8.3.1 设 A 是 代数 闭 域 下 (比如 复数 域 C) 上 的 nXn 和 矩阵 . 因此 ,一 个 本 征 多 项 
式 的 所 有 根 都 在 下 中 , 则 det(A) 是 A 的 本 征 值 的 积 

以 下 定理 总 结 了 本 征 值 和 本 征 向 量 的 基本 性 质 : 

定理 8.3.6 1) 数 +*+EF 是 zr €E L(V) 的 本 征 值 , 当 且 仅 当 4 是 zt 的 本 征 多 项 式 
C.(Cz) 的 根 . 

2) 数 人 E 下 是 rzE L(V) 的 本 征 值 , 当 且 仅 当 是 r 的 极 小 多 项 式 m,(zx) 的 根 . 

3) 数 *EF 是 tr €E L(V) 的 本 征 值 , 当 且 仅 当 4 是 表示 < 的 任意 矩阵 的 本 征 值 . 

4) 在 相似 性 下 ,矩阵 的 本 征 值 是 一 个 不 变量 . 

5) 若是 矩阵 A 的 一 个 本 征 值 ,那么 本 征 子 空间 6 是 齐 次 线性 方程 组 (MT 一 A)X = 
0 的 解 空 间 . 

证 明 1) 已 证 . 

2) 本 征 多 项 式 C.(x) 和 极 小 多 项 式 m.(x) 的 素 因 子 相 同 . 

3) 对 于 任意 非 零 的 wE V,4 是 z+ 的 一 个 本 征 值 , 当 且 仅 当 r(z) = hv. 现在 , 设 
dim(V) = d, 令 B 是 V 的 一 个 有 序 基 , 且 设 op: VV 一 Fr 是 由 gs(u) 二 (wu)B 定义 的 同 
构 . 那 么 ,如 果 A = (r)s ,我 们 有 = 一 pa) "rapa( 见 图 8 一 1). Vy 


所 以 r(z) == Xv 等 价 于 (pgp) raps(v) 二 Av 二 (gp) Ap (v), 

或 aga(v) 二 4(v). 这 表明 4 是 A 的 一 个 本 征 值 . | 
4) 可 以 从 3) 中 得 出 ,，5) 是 显然 的 . 到 =-------- 全 有 
例 8.3.2 若 t,o€ LCV) ,那么 ro 和 or 的 本 征 值 相同 , 若 和 Yerga 

好 一 or, 那么 rz 和 cc 有 一 个 公共 本 征 向 量 . 图 8-1 


例 8.3.3 ”如果 外 是 z 的 一 个 本 征 值 ,那么 对 于 任意 多 项 式 
p(x),p(A) 是 p(z) 的 本 征 值 . 同样 ,如 果 X 关 0, 那 么 4 是 r 的 本 征 值 . 


8.4 ” 罕 零 算 子 的 标准 分 解 


若 当 分 解 告 诉 我 们 ,复数 域 上 每 一 个 n 阶 和 矩阵 都 可 以 表示 成 一 个 可 对 角 化 的 矩阵 
与 一 个 寡 零 矩阵 的 和 . 可 对 角 化 部 分 的 形式 是 简单 的 ,我 们 先 来 讨论 寡 零 矩阵 的 标准 
形式 . 

8.4.1 辕 零 若 当 块 

设 是 向 量 空 间 V 的 一 个 军 零 算 子 ,那么 存在 一 个 正 整 数 7, 使 得 o” = 0. 我 们 可 以 
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进一步 假定 > 是 使 c- = 0 的 最 小 正 整数 ,那么 c 的 最 小 多 项 式 是 zx”, 于 是 存在 一 个 向 量 
,使 得 v2 ( 包 ) 一 0, 而 or 5) 和 0, 则 向 量 组 %,cC5)，…,o (5) 线性 无 关 . 令 WW 是 由 
这 一 组 向 量 所 生成 的 子 空间 ,那么 dimW = 7, 而 向 量 组 作成 W 的 一 个 基 . 

定义 8.4.1 设 s 是 向 量 空 间 V 的 一 个 线性 算 子 , 子 空间 W 叫做 关于 ce 的 一 个 循环 
子 空间 ,简称 c -循环 子 空间 ,如 果 存 在 一 个 向 量 名 和 一 个 正 整数 x, 使 得 

1) 6yc(6)，…o (5) 构成 W 的 一 个 基 ; 

2 
这 时 所 叫做 循环 子 空 间 W 的 一 个 生成 向 量 , 而 6,a(6)，…o (和 ) 叫 做 柳 的 一 个 循 
环 基 . 

显然 ,一 个 o -循环 子 空间 W 在 o 之 下 不 变 , 并 且 对 于 任意 &€EW, 都 有 o (多 ) 二 0， 
这 里 r= 二 dimW.. 

定义 8.4.2 令 W 是 一 个 o -循环 子 空 间 , 而 包 ,o( 色 ),…,o”' (多 ) 是 W 的 一 个 循环 
基 , 那 么 o 在 W 上 的 限制 a |w 是 W 的 一 个 寡 零 算 子 ,并且 关于 这 个 基 的 矩阵 是 如 下 形 
状 的 一 个 二 阶 和 矩阵 : 


oO 0 
1 0 0 

I = 0 1 0 ‘ 
: 二 
Os Os (0 


矩阵 N, 叫做 一 个 ~ 阶 宕 零 若 当 矩 阵 或 宕 零 若 当 块 . 
我 们 要 证 明 , 对 于 nn 维 向 量 空间 V 的 每 一 寡 零 线性 算 子 ,V 可 以 分 解 为 一 些 c - 循 
环 子 空间 Wi ,…,W, 的 直 和 . 于 是 在 每 一 个 子 空间 W; 内 选取 一 个 循环 基 , 凑 起 来 成 为 
V 的 一 个 基 ,o 关于 这 个 基 的 矩阵 有 形状 
N, 


1 


8.4.2 窜 零 线性 算 子 


这 里 每 一 N, 是 一 个 x; 阶 宪 零 若 当 抉 ,ri 十 … 十 六 二 7 
引 理 8.4.1 设 o 是 向 量 空间 V 的 一 个 寡 零 线性 算 子 ,而 
所 区 三 ao 十 而 普 十 二 GZ 
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是 一 个 多 项 式 ,那么 当 且 仅 当 ao 关 0 时 ,线性 变换 Ac) 有 逆 算 子 . 当 h(o) 可 道 时 ,hh(o) 
的 逆 算 子 也 是 o 的 一 个 多 项 式 . 

证 明 首先 注意 ,如果 是 一 个 寡 零 算 子 ,o- 二 0, 那么 ft 二 ao 十 a1o 十 … 十 amo” 也 
是 一 个 宕 零 算 子 . 这 只 要 计算 一 下 等 式 右 端的 + 次 方 ,就 可 以 看 出 r= 二 0. 这样 , 当 a” 二 0 
时 ,hlo) 没有 逆 算 子 . 

现在 设 a。 关 0, 我 们 有 hlo) = ao 十 r, 这 里 rz 三 ao 十 aa 十 … 十 ana”". 由 上 面 的 说 
明 得 ,rz 是 寡 零 变换 . 设 r = 0, 直 接 计算 可 知 

Uo +z( 过 一 人 十 (一 1 一 : 二 )= 人 


0 


这 里 ,是 V 的 单位 算 子 ,所 以 h(o) 可 道 . 因为 tc 是 o 的 多 项 式 ,所 以 
i 
Uo Q0 a 
也 是 o 的 一 个 多 项 式 . 
引 理 8. 4.2 设 o 是 向 量 空间 V 的 一 个 寡 零 线性 算 子 . 太 是 一 个 + 维 c -循环 子 空 
间 ,& € W. 如 果 存在 一 个 整数 &,0 过 & 壹 7, 使 得 o”(&) = 二 0, 那么 存在 wE W ,使 得 8 二 
o* (7). 
证 明 令 Go 0(&0) ee (&) 是 W 的 一 个 循环 基 , 于 是 
< 一 aoéo u(t) Tao (6) : 


因为 co“(é) = 一 0, 所 以 aoom( 名 ) 十 … 十 aio (6 0. 然而 Re oe CE) 线 
性 无 关 , 所 以 di 0, 从 而 
< 一 akae(co ) 十 2 十 a,10”! (名 ) > o: (a (&) 术 WA 十 a 10 “1! (名 )) 9 


取 7 三 ar(&) 十 … 十 ao (6) ,那么 就 有 & = 二 of (7). 

引 理 8.4.3 设 o 是 nn 维 向 量 空间 V 的 一 个 寡 零 线性 算 子 ,xz 是 c 的 最 小 多 项 式 ， 
令 W 是 一 个 r 维 c -循环 子 空间 ,那么 存在 W 的 一 个 余子 空间 玖 :了 一 克 田鸡 ,并且 
W' 也 在 o 之 下 不 变 . 

证 明 取 W 是 V 中 具有 下 列 两 个 性 质 的 一 个 极 大 子 空间 : 

1) WNW’= {0}; 

2) W' 在 o 之 下 不 变 . 
具有 性 质 1) ,2) 的 子 空间 显然 是 存在 的 ,因为 零 空间 就 是 一 个 . 因此 ,这 样 的 极 大 子 空 
间 是 存在 的 .我 们 证 明 V 王 克 十 到 ,从 而 由 性 质 1) 知 ,这 个 和 是 直 和 . 

如 果 VV 关 殉 十 W' ,那么 存在 EE V, 而 EF W 十 W', 因为 (8) 一 0, 所 以 存在 一 个 
整数 &,0 二 过 7, 使 得 2(E) €E WW, 而 对 于 任何 小 于 的 正 整 数 i 来 
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说 ,oi(&) 4 玉 十 W. 

我 人 有 o(&) = & 十 多 ,EE€ W,& € W' ,于 是 

omt(6) oo (Ee)=o0(€) = 0. 
因为 W 和 W 都 在 o 之 下 不 变 , 所 以 o(&) € WW,o 呈 (8 ) EE W', 从 而 
oO 一 一 ce) EWNW. 

由 此 得 出 一 (65) = 0. 于 是 由 引 理 8. 4.2 得 ,存在 向 量 7E W, 使 得 二 or(). 因 此 

(6) = 二 E 十 ,EE€ WE € W' ,可 以 写成 (8&) 一 下 ( 力 十 6 令 5 一 和 一 人 那么 
ot) = 0) oD = 
因为 W' 在 o 之 下 不 变 , 所 以 对 于 任意 整数 m 宇 & 来 说 ,都 有 o"(5) € W. 
另 一 方面 ,如 果 i 二 &, 那 么 oi(&) 4 W 十 W' ,然而 o (EW, 所 以 
ol(¢)= 0(€) —o(n ¢ W+W’, 

特别 由 此 得 出 && W'. 

令 可 是 由 85， c(5，…， or(5 ) 所 生成 的 子 空间 , 令 W! 二 U 十 W', 因 为 a 和 (8 ) E 
W' ,所 以 Wi 在 之 下 不 变 .又 因为 5 人 W', 所 以 dimWi 之 dimW' ,由 W' 的 极 大 性 得 
出 W 门 Wi 关 (0). 

所 以 存在 a € W 门 Wi,a 关 0. 于 是 a 可 以 写成 

a = 6(O) ho t+ 二 hbo! (0) Ta ,a € W’, 
bo，Db1，*……，bi_1 不 能 全 为 零 , 否 则 a 二 as ,从 而 a€EW 站 W' 二 {10). 这 与 a 的 取 法 矛盾 . 令 
b; 是 第 一 个 不 等 于 零 的 系数 ,那么 
a = bo (OT oo (ta = (bi Too )o (0) ta, 

由 引 理 8. 4. 1 知 ,线性 算 子 (5; 十 … 十 be1o 和 站) 可 道 ,并 且 它 的 道 算 子 t 也 是 oc 的 多 项 
式 , 因 此 WW 和 W 都 在 t 之 下 不 变 . 对 上 面 等 式 两 端 施行 线性 变换 ,注意 到 a E W, 我 们 有 
ca ) 十 r(os) = ta) EW, 

又 ru) EW; 所 以 g(t ) = ro) 一 rw) E WW 十 W', 这 与 若 i 之 ko'($) 一 (6 一 
oi(7) 攻 W 十 W' 矛盾 ,这 就 证 明了 V 二 WW 十 W'. 


8.4.3 向 量 空间 的 分 解 


定理 8.4.4 设 c 是 ” 维 向 量 空间 的 一 个 寡 零 线性 算 子 ,那么 V 可 以 分 解 为 - 
循环 子 空 间 的 直 和 : 
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V=Wi®O:…OW,.. 
令 zz 二 dim Wi;,i 二 1,2,…，,s, 我 们 有 7i 写 72 宇 … 之 六 
证 明 对 V 的 维 数 n 作 数 学 归纳 法 . 当 n==0 时 ,定理 显然 成 立 . 
假设 x 二 0, 并 且 对 于 维 数 小 于 nn 的 向 量 空间 来 说 ,定理 成 立 . 
设 dimV = n, 令 x" 是 o 的 最 小 多 项 式 , 那么 存在 & EV, 使 得 on(€) 二 0, 而 
om (6) 天 0. ee -循环 子 空间 . 由 引 理 8. 4. 3 得 ,存在 一 个 在 so 之 下 
不 变 的 子 空间 三 ,使 得 V = Wi 田 W.o 在 W 上 的 限制 |w 是 W 的 一 个 窜 零 算 子 , 而 
dimW 二 nn. 由 归纳 法 的 假设 ,W 可 以 分 解 为 c |w -循环 子 空间 的 直 和 
W = W,@-': OW,, 
且 它 们 的 维 数 满足 关系 > 和 2 ys 一 dimyVy ， ,7 一 2，3，…，5. 
每 一 子 空间 W; 自然 也 是 o -循环 子 空间 ,于 是 
V= WO OW,. 
因为 ri 是 6o 的 最 小 多 项 式 的 次 数 , 而 rs 是 clw 的 最 小 多 项 式 的 次 数 , 所 以 ri 宇 r;， 
在 定理 8. 4.4 里 ,对 于 每 一 o -循环 子 空间 W;, 取 一 个 循环 基 
EE ,0 (E) ye ol (EYL -= Daddy "ess 
凑 起 来 成 为 V 的 基 , 那 么 c 关 于 这 个 基 的 矩阵 有 形状 
N, 


1 


关上 县 


N, 


这 里 N, 是 一 个 x; 阶 宕 零 著 当 块 ,ri 宇 … 三 7.. 于 是 我 们 得 到 
定理 8.4.5 每 一 阶 军 零 矩 阵 都 与 一 个 形 如 


N, 


的 矩阵 相似 ,这 里 N, 是 一 个 7; 阶 宕 零 若 当 块 , 疡 字 … 之 六 

下 边 考 虑 ,出 现在 定理 8. 4.4 的 空间 分 解 中 的 循环 子 空间 的 维 数 序列 1 宇 … 之 六 
是 不 是 唯一 确定 的 . 我 们 将 给 出 肯定 的 回答 . 

首先 注意 到 , 设 W 是 一 个 ce -循环 子 空 间 ,dimW 二 x. 令 ;是 一 个 整数 ,0 二 :二 7, 那 
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么 子 空间 o'(W) 的 维 数 是 一. 
事实 上 , 令 6c( 旨 ,ao (6) 是 W 的 一 个 循环 基 , 那 么 
o'(é) om (E) 0 (é) 
就 是 e(W) 的 一 个 基 . 
8.4.4 分 解 的 唯一 性 
定理 8.4.6 设 c 是 ” 维 向 量 空 间 V 的 一 个 寡 零 线性 算 子 . 如 果 有 两 种 方式 将 V 分 
解 为 o -循环 子 空间 的 直 和 : 
V=W@:… OW,=U :DU,, 
并 且 dimW; == ri),i 二 1,2,…,s,dimU; = 二,j 二 1,2,…, zt 满足 条 件 守 … 宇 工 ,， 
i 2 5 
证 明 如果 命题 不 成 立 , 令 i 是 第 一 个 使 r; 关 &; 的 整数 ,不 妨 设 王 盖 久 ， 考 虑 
oi(V). 因为 每 一 子 空间 W; 都 在 c 之 下 不 变 , 所 以 
oiV) = (Wi) DBD W,). 
注意 到 ,如 果 二 已 ,那么 dimo (Wj;) 二 rj 一 ki. 因此 有 
dimos (V) 宇 (7 一) 十 十 (7; 一 k;). 
另 一 方面 ,每 一 子 空间 U,) 也 在 ec 之 下 不 变 , 并 且 当 jj 之 i 时 ,co* (U) 二 0, 则 
AV) = oD) DB BU), 
从 而 dimo(V) = (一 生 ) 十 十 (ri 一 8). 但 i 二,…,rii 二 kil ,所 以 有 


ditacs (WV 一 沪 半 nl 
比较 上 式 , 又 ri 一 &; 之 0, 这 就 导致 矛盾 . 
设 o 是 n 维 向 量 空间 V 的 一 个 军 零 线性 算 子 .我 们 把 出 现在 V 关于 o 的 循环 子 空 
间 分 解 式 中 的 唯一 确定 的 一 组 正 整 数 7 宇 … 三 7, 叫做 o 的 不 变 指数 . 同样 地 ,如 果 A 
是 一 个 n 阶 究 零 矩阵 ,由 定理 8.4.5 知 ,A 与 一 个 形 如 


Nr 


的 矩阵 相似 . 出 现在 矩阵 N 里 的 徊 零 若 当 块 的 阶 ri 三 … 二 六 是 由 A 唯一 确定 的 . 正 整 
数 序列 7 宇 … 三 六 也 叫做 矩阵 A 的 不 变 指数 . 
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8.5 算 子 的 若 当 标 准 型 


8. 5.1 凯 莱 一 哈密 顿 定理 


定理 8.5.1 设 ),…,)x 是 线性 算 子 z E L(V) 的 互 异 的 本 征 值 , 则 6 门 0, = 
(0}. 而 且 , 属 于 互 异 本 征 值 的 本 征 向 量 是 线性 无 关 的 , 即 ,车 对 于 i 二 1,…, k,v; € 
6 ,那么 向 量 {vi，… ,wv,} 是 线性 无 关 的 .， 

证 明 令 对 于 i ==1,…,k,v; € 6, 这 里 ,，…, 是 t 的 互 异 的 本 征 值 .我 们 想 
要 说 明 w 是 线性 无 关 的 ,假设 w 是 线性 相关 的 ,我 们 也 可 以 设 ( 必 要 时 重新 编号 ) 在 这 
些 向 量 所 成 的 等 于 零 的 非 平凡 线性 组 合 中 ,方程 

了 0 
是 最 短 的 这 种 方程 ( 即 所 含 的 项 最 少 ). 代 人 = 得 
TC) 十 十 rtr(vj) 二 0 或 niNdiw 十 十 TjAjvj 一 0， 
这 里 nw 十 … 十 rjv; 二 0, 乘 以 儿 ,并 从 上 式 中 减 去 nw 十 … 十 rjv; 一 0, 得 
raCAhs CO—Ai)vs 二 "十 7;(M; 一 A)v; 二 0， 

上 式 比 nw 十 … 十 rjv; 一 0 所 含 的 项 少 ,所 以 其 系数 必 都 为 0, 又 因为 是 互 异 的 
本 征 值 ,所 以 可 以 推出 对 于 = 2，…，, j, 一 0, 因 此 i 也 等 于 0. 这 一 矛盾 说 明 vw 是 线 
性 无 关 的 . 

计算 线性 算 子 z 的 本 征 值 的 方法 之 一 是 首先 用 和 矩阵 A 表示 r, 然 后 解 特征 方程 
Ca(zx)==0, 但 当 C4(zx) = dim(V) 三 3 时 ,我 们 很 可 能 解 不 出 这 个 多 项 式 方程 ,从 而 通 
近 和 矩阵 的 本 征 值 的 技巧 就 成 了 应 用 线性 代数 研究 的 一 个 重要 领域 

因为 线性 算 子 + 的 特征 多 项 式 C.(z) 是 其 初等 因子 的 积 ,又 因为 的 极 小 多 项 
式 是 积 

mm CE) = phil) mr BL) 

这 样 ,我 们 推出 m.(zx) | C(x). 这 一 重要 结论 称 为 凯 莱 一 哈密 顿 定理 . 

定理 8.5.2 设 rELCV). 

1) 极 小 多 项 式 m.(x) 与 特征 多 项 式 C.Cz) 有 相同 的 素 因 子 . 

2) ( 凯 莱 - 哈 密 顿 定理 ) ”m,(x) | C:(z) ,或 等 价 地 ,z 满足 其 自身 的 特征 多 项 式 . 


8.5.2 若 当 标 准 型 


有 理 标 准 型 的 优点 之 一 是 有 限 维 向 量 空间 上 任意 线性 算 子 = 都 有 一 个 有 理 标 准 
型 , 即 ,有理 标 准 型 中 所 有 矩阵 所 成 的 集合 构成 了 一 个 有 理 标准 型 集 ( 至 少 对 于 对 角 线 
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上 分 块 的 阶 来 说 ). 但 矩阵 的 有 理 标 准 型 远 远 没 有 达到 我 们 所 想像 的 简单 标准 型 集 那样 
简单 . 
当然 ,在 某 些 重要 情形 中 ,我 们 还 有 比 有 理 标 准 型 更 好 的 例子 . 
特别 地 ,考虑 线性 算 子 rzEL(V) ,其 极 小 多 项 式 因 子 可 分 解 为 线性 因子 的 积 
WR) SS mA (= A 


定义 8.5.1 当 域 下 上 一 个 多 项 式 因 子 分 解 为 线性 算 子 的 一 个 积 时 ,我 们 就 说 这 
个 多 项 式 在 下 上 分 裂 . 

定义 8.5.2 域 下 上 每 个 非 零 次 多 项 式 在 Ff 中 都 有 一 个 根 , 下 称 为 是 代数 闭 域 . 

因此 ,代数 闭 域 上 唯一 的 不 可 约 多 项 式 就 是 线性 多 项 式 , 所 以 上 任何 非常 数 多 


项 式 都 在 下 上 分 裂 . 
例 8.5.1 复数 C 构 成 一 个 代数 闭 域 ,所 以 复 向 量 空间 上 任意 线性 算 子 都 含有 在 C 
上 分 裂 的 极 小 多 项 式 . : 


从 某 种 意义 上 说 ,有 理 标准 型 的 “弱点 ”在 于 循环 子 模 二 wv, ;二 的 基 的 选取 ,这 里 ， 
二 wi, j 这 的 首 一 阶 是 初等 因子 pti (x) ,通常 ,我 们 对 它 了 解 得 很 少 . 因为 过 ww, 全 是 了 
的 r 循环 子 空间 ,所 以 我 们 选取 有 序 基 
By = (wm ws 
但 是 , 当 极 小 多 项 式 有 形式 m.《(x) 二 《x 一 和 1)4… (zx 一 A)% ,那么 初等 因子 就 有 形式 
Pii (zx) = 〈( 工 一 人 iD) 。 
这 样 ,我 们 可 以 更 好 地 选取 有 序 基 . 观察 到 dim(<wv>) 二 degpfv (7z) ,所 以 不 难 
看 出 ,集合 
Ri (vs ln — NM CO Co eo Cyr) 
是 二 wi, ;二 的 有 序 基 . 而 且 , 在 Xj 中 ,用 bi 表示 第 & 个 基 向 量 , 对 于 二 0,…*, ej 一 2， 
c(h) = x LE, = | — Ai)* (wi;) 
= (oy Co TA A = bpy Nby. 
对 于 = ej 一 1, 运 用 (tj 一 A 和 (vj) 二 《tj 一)% (vi,j) 二 0 的 类 似 运算 ， 
得 (1) 二 6 1 因此 ,5.; 一 + |< ,> 的 矩阵 是 ea Xi,; 短 阵 
Xt 0 0 
有 . 
: sl 
OQ vis iA 
定义 8.5.3 这 个 矩阵 称 为 属于 数 4 的 若 当 块 . 
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定理 8.5.3 ” 令 算 子 rEL(V) 的 极 小 多 项 式 在 基 域 下 上 分 裂 , 即 
mm CY (RN (Ny 

那么 我 们 可 以 记 作 

V= tm SO Bw YD" Dv 人 SOOT wa 过) 

其 中 天 w ,之 是 VV 的 + 循环 子 空间 . r,), 一 z|< 。 ~ 的 极 小 多 项 式 是 V 的 初等 因子 

min(r ，) = (zx— XA)%i, 
其 中 e; = ei 过 es 宇 … 宇 eii. 这 些 初等 因子 是 由 zt 唯一 确定 的 ,而 且 集 合 
Re A Cs 
是 二 vw， > 的 有 序 基 . + 的 关于 有 序 基 卵 二 {Xs，…，, ,) 的 矩阵 是 分 块 矩阵 


3 SC 2 
SG ,Clk ) 


(ps 


SC 9 Ensk, ) 


SC en )) block 


等 式 右边 的 矩阵 称 为 z 的 若 当 标准 型 . 

对 于 代数 闭 域 下 , 若 当 标准 型 中 的 矩阵 集 确 是 相似 性 的 一 个 标准 型 集 ( 至 少 对 于 者 
当 分 块 的 阶 来 说 ). 换 句 话说 ,F 上 每 个 矩阵 恰 与 若 当 标准 型 中 的 一 个 矩阵 相似 (同样 对 
于 若 当 分 块 的 阶 而 言 ). 

如 果 = 有 若 当 标准 型 g ,那么 g 的 对 角 元 正好 是 特征 多 项 式 C.(z) 的 根 ,而 且 g 中 
每 个 对 角 元 出 现 的 次 数 就 是 作为 特征 多 项 式 的 根 的 元 素 的 重 数 . 


8. 5.3 算 子 的 对 角 化 


定义 8.5.4 若 AEFE 是 线性 算 子 z 的 本 征 值 ,那么 ) 的 重 数 , 即 特征 多 项 式 C. (x) 
的 根 , 称 为 4 的 代数 重 数 . 

本 征 空间 6 的 维 数 称 为 * 的 几何 重 数 . 

定理 8.5.4 rELV) 的 本 征 值 * 的 几何 重 数 小 于 等 于 其 代数 重 数 . 

证 明 设 * 是 t 的 一 个 本 征 值 , 则 msCz) 二 (zx 一 A)‘p(x) ,其 中 zx 一 4 不 整除 p (zx). 
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考虑 + 的 有 理 标准 型 . 在 V 的 准 素 分 解 中 ,有 V 二 V, 四 … 田 V. 设 V, = {vEV | 

(Zz 一 A)%w 二 0}, 这 个 准 素 子 模 的 循环 分 解 是 V, 三 去 由 二 由 … 由 过 难 >, 且 有 初等 因 
子 min(5) 二 (zx 一 05, 其 中 避 二 T+ |<。>, 且 e 二 @1 之 ez 之 … 之 er.4 的 代数 重 数 是 

k k 

alg.malt, = De = Dydim(< SS dmVs ); 

j=1 j=1 

则 ET (r= (AW = PvE Vy 
因此 GCV, , 即 xz 的 属于 和 的 本 征 向 量 都 在 ep 中 .对 于 Vj = La ,集合 


XXX 3 {vs (Ty —AY(w) ys (Ct = Dy 


Le 
大 < 起 > 的 基 , 且 (tj 一 4)5 (wv;) 到 0. 在 Vp 中 , 若 妈 = DriCr—A)' (Cv) 是 一 本 征 向 
i=0 


量 , 则 (z= 二 Cv) 三 -0 邯 
el 记 一 人 


0= 27rr(z 一 tu) = Orr OT (wv). 
ti 一 0 


所 以 对 于 i 二 0,…,ej 一 2,ri 一 0, 有 二 Ti(r 一 和)%71 (vj). 

因此 ,二 二 中 唯一 的 本 征 向 量 是 向 量 (z 一 M)5 1! (wv) 的 数量 倍 . 这 说 明 ， 的 几何 重 
数 是 构成 V, 的 zt 循环 子 空间 二 wv 二 的 数 k, 因 为 代数 重 数 是 这 些 = 循环 子 空间 的 维 数 
的 和 . 

8.5.4 可 对 角 化 算 子 的 特征 

现在 给 出 可 对 角 化 线性 算 子 的 几 个 不 同 特征 , 即 可 以 由 对 角 阵 表示 的 算 子 . 

定理 8.5.5 算 子 rEL(V) 是 可 对 角 化 的 , 当 且 仅 当 存在 V 的 一 个 基 , 且 这 个 基 完 
全 由 + 的 本 征 向 量 组 成 , 即 , 当 和 且 仅 当 dim(6; 四 … 外 6 ) 二 dim(V) ,其 路，…， 和 办 
是 z 的 互 异 的 本 征 值 . 

若 当 标准 型 给 出 可 对 角 化 算 子 的 另 一 特征 . 设 = 可 对 角 化 ， 

A Yi 
(rz)z = 区 


这 里 , 对 角 元 不 一 定 要 是 互 异 的 . 设 ), ，…，, A， 是 互 异 的 对 角 元 ,那么 + 的 极 小 多 项 式 
是 m.(zx) = [[ (x 一 %), 也 是 (r)s 的 极 小 多 项 式 . 因此 ,ms(z) 是 互 异 的 线性 因子 


的 积 . 
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反之 , 设 rEL(V) 有 性 质 : m, (zx) 是 互 异 的 线性 因子 的 积 , 令 msCz) 二 (Z 一 1) 
(zx 一 4,) ,这 里 是 互 异 的 ,那么 tr 有 若 当 标准 型 ,而 且 所 有 初等 因子 都 有 形式 z+ 一 Xi; ,所 
以 ming(a, ;) = we A 

换言之 ,一 vv 二 中 所 有 向 量 都 是 本 征 向 量 , 因 此 rz 是 可 对 角 化 的 ,这 就 有 了 以 下 

定理 8.5.6 有 限 维 向 量 空间 上 线性 算 子 rEL(V) 是 可 对 角 化 的 , 当 且 仅 当 的 极 
小 多 项 式 是 线性 因子 的 积 . 


8.6 射影 代数 


8.6.1 射影 


为 了 求 可 对 角 化 算 子 的 另 一 特征 ,我 们 转 而 讨论 一 种 特殊 的 算 子 . 

定义 8.6.1 设 六 = S 十 S'. 由 pls 十 s) 一 定义 的 映射 co: VV 是 V 上 的 一 个 
线性 算 子 , 称 为 S$ 上 沿 S° 的 射影 ,这 里 ES € 5.. 

射影 的 概念 如 图 8 - 2 所 示 . 

定理 8.6.1 1) 设 o 是 S 上 沿 S 的 射影 , 则 Im(p) = 5S， 
Ker(p) = S';V = Im(p) @® Ker(p); v€E Im(p) Spotv) = s. 

2) 反之 ;车 o E€ L(V) 有 性 质 V = Im(p) @ Ker(p)， 
olin 二 id, 那么 co 是 Im(o) 上 沿 Ker(o) 的 射影 . 

例 8.6.1 设 p 是 射影 , 则 Ker( 一 p) =Im(p),Im(i 一 p) 二 Ker(p). 

射影 算 子 (或 简称 为 射影 ) 在 线性 算 子 谱 论 中 起 着 重要 作用 ,我 们 将 在 后 面 进 行 讨 
论 . 现在 我 们 转 而 讨论 这 些 算 子 的 一 些 基 本 性 质 . 

定理 8. 6.2 线性 算 子 oEL(V) 是 射影 , 当 且 仅 当 o 是 寡 等 算 子 , 即 c 一 0 

证 明 ”和 欲 说 明 射 影 算 子 o 在 S 上 沿 S' 是 寡 等 算 子 ,注意 到 对 VsES 和 > ES， 

Bs) = pls) 二 一 O85, 

所 以 or = o. 反 之 ,如 果 p 是 宕 等 算 子 , 设 S = {vEV|p(v) 一 v) 是 一 切 由 6 固定 的 
向 量 所 成 的 集合 ,那么 SC Im(p). 

同样 ,如 果 v € Im(o) ,那么 对 Yw € Vv = p(w), 所 以 pl(v) 二 p(w) 一 
plw) = 因此 ,Im(p) 多 ,所 以 号 三 Im(p). 

换 句 话说 ,o | mo 二 这 .如 果 vE Im(lp) 门 Ker(o) ,我 们 有 plv) 二 vv 和 p(wv) 一 0， 
所 以 v= 0. 因此 ,Im(p) 门 Ker(p) 二 (0)， 

最 后 ,注意 到 对 于 v€EV,v 二 pC(v) 十 (v 一 p(v)) Elm(p) 站 Ker(p), 所 以 V 二 Im(p) 
四 Ker(o). 由 定理 8. 6. 1 得 证 . 

例 8.6.2 算 子 rELCV) 是 宕 零 算 子 , 如 条 对 VzEN,m 一 0. 
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例 8.6.3 rz 是 寡 零 算 子 ,那么 0 是 r 的 一 个 本 征 值 , 且 是 z 的 唯一 本 征 值 . 
8.6.2 射影 代数 


若 po 是 射影 , 则 .=-po 也 是 射影 ,其 中 4 是 V 上 的 单位 算 子 ,因为 
ep = po = ep 

不 难看 出 ,Ker(e 一 po) = Im(p) ,Im(c 一 o) 二 Ker(p). 因此, 如果 po 是 S 上 沿 S° 的 射影 ， 
那么 .一 o 也 是 S 上 沿 S 的 射影 . 

定义 8.6.2 如果 po = oo 二 0, 那么 两 射影 p, cE L(V) 是 正 交 的 , 记 为 po 地. 

pL oOIm(p) C Ker(o), Im(o) C Ker(p). 

以 下 例子 说 明 在 正 交 性 定义 中 ,有 条 件 po 二 0 是 不 够 的 ,因为 可 能 会 orc 一 0, 而 op 
连 射 影 都 不 是 . 

例 8:6.4 夸克 三 开设 卫 = 二 人 32) | EFlnX= {Cz 0) | rE Fh,Y = 
0% 3 ELE 

因此 ,在 F? 中 ,D 是 一 条 对 角 线 ,X 是 z 轴 ,Y 是 y 轴 . 我 们 用 符号 pa,s 表示 A 上 沿 
也 的 射影 ,所 以 op,sony = opy 天 pop = pp,ypD,z: 从 而 , 如 果 o 和 vc 是 射影 ,那么 积 po 和 
op 都 是 射影 ,但 是 po 天 op. 

易 见 osop = 0( 是 一 个 射影 ) ,但 是 os.ooyz 不 是 射影 ,因此 可 能 出 现 po 是 射影 (其 
至 是 零 射 影 ) ,但 oo 不 是 射影 . 

如 果 p 和 c 是 射影 ,并 不 能 由 此 得 出 p 十 co 一 5 或 oc 是 射影 ;1o 十 c 是 射影 当 且 仅 当 
(Co 十 o)” 一 o 十 c, 或 


65 十 56 王 0. 
上 式 左 乘 o, 得 po 十 pop = 0, 右 乘 o, 得 ooo 十 oo = 0. 因 此 poc 二 op. 
与 oo 十 oo 一 0 一 起 ,得 2oc = 0. 因此 , 若 char(F) 关 2, 那 么 po 一 0,o 二 0. 这 说 
明 若 o 十 5 是 射影 ,那么 p | 6. 反之 ,车 po 二 op 二 0, 那么 (p 十 o)* 二 o 十 co, 所 以 p 十 "是 
一 个 射影 . 
现在 设 po = co = 0, 因 此 p 十 o 是 一 个 射影 .为 了 确定 po 的 核 ,我 们 有 
(6 十 ta) = 03p(0) +olw) = 03p (0 +po(WD = 0Fp(0) = 0. 
所 以 Ker(p 十 o) CC Ker(p). 同 理 ,Ker(p 十 o) CC Ker(o), 因 此 
Ker(o 十 c) C Ker(p) 门 Ker(o). 
反 包 含 是 显然 的 ,所 以 
Ker(o 十 c) = Ker(p) 站 Ker(o). 
至 于 o 十 c 的 象 , 已 知 Imlp 十 o) 是 V 中 由 射影 p 十 o 固定 的 一 个 向 量 集 . 因此 ， 
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v EIm(pi+o>v = (oo 十 ao)(Cz) = pV) 十 au) E Im(p) 十 Im(o). 


所 以 Im(o 十 c) CImGo) 十 Im(o). 但 zE Im(o) 门 ImCo) 僵 oCZ) 工 二 GCT) 一 工 一 0CZ) 
PX) 一 poo(z) = 0;, 则 Im(p) 门 ImGo) = {0}. 因此 ,Im(p 十 0) C Im(p) Im(o). 
为 了 确定 反 不 等 式 , 若 wE Im(p) 四 Im(o) ,那么 对 于 € Im(p),s € Im(o),v 二 
r 十 s; 有 (po 十 oO)(v) = (o 十 ao)(r) 十 (Co 十 ao)G) 二 7 十 5 二, 则 v € ImGo 十 co 所 以 
Im(Co 十 c) = Im(p) 由 Im(o). 


定理 8.6.3 设 p,o EL(V) 是 射影 ,其 中 V 是 特征 关 2 的 域 上 的 向 量 空间 ,那么 
p 十 oc 是 一 个 射影 会 | co, 这 样 ,0 十 5 是 Im(p) 四 Im(o) 上 党 Ker(p) 门 Ker(o) 的 射影 . 

下 面 我 们 考虑 差 o 一 c. po 一 o 是 射影 人 S90 二 :一 (0o 一 o) 二 (一 p) 十 o 是 射影 . 

因此 ,我 们 也 可 以 把 之 前 的 相关 定理 运用 到 这 种 情况 中 ,得 出 

Pp 一 o 是 射影 舍 (. 一 p)o = 二 oli 一 p) 三 0. 

或 等 价 地 ,oo 二 oo 一 0, 且 po 一 5 一 :一 0 是 Ker(0) 上 沿 Im(9) 的 射影 . 因为 0 一 

(一 po) 十 cy 所 以 
Im(0) = Imn( 一 0) DB Im(o) = Ker(p) 中 Im(o); 


Ker(6) = Ker( 一 0) | Kerlo) = Im(p) 门 Ker(o). 

我 们 就 证 明了 下 面 的 

定理 8.6.4 设 o,o€1L(V) 是 射影 ,其 中 V 是 特征 关 2 的 域 上 的 向 量 空间 ,那么 
po 一 5 是 射影 全 or 二 oo 二 60. 这 里 po 一 o 是 Im(p) 门 Ker(o) 上 沿 Ker(p) 四 Im(o) 的 射影 . 

定理 8.6.5 设 o, cELIV) 是 射影 . 如 果 po = oo, 那么 po 是 一 个 射影 ,oo 是 
Im(o) | Ker(o) 上 沿 Ker(p) + Ker(o) 的 射影 . 

证 明 车 po = op, 那 么 (00)? == popo 二 oo 二 oo, 所 以 po 是 一 个 射影 . 若 "一 
po(v) ,那么 p(v) = plpo(v)) 二 po(v) 二 v, 所 以 v€ Im(p). 同 理 ,v € Im(o) ,所 以 


Im(po) C Im(p) 门 Im(o). 


反 包 含 是 显然 的 ,所 以 Im(po) = Im(p) 门 Im(o). 
其 次 ,注意 到 若 wE Ker(oc) ,那么 oa(o) = 0, 所 以 co € Ker(p). 因 此 vv 二 cv) 十 
(4 一 go(v)) E Ker(p) 十 Ker(o). 而 且 , 若 = > 十 GE Ker(p) 十 Ker(o), 那么 


1 Vo 0 0 
所 以 v €E Ker(m). 因此, Ker(po) 二 Ker(p) 十 Ker(o). 
如 果 o = o, 那 么 Ker(o) 一 Ker(o), 所 以 上 面 的 和 不 必 是 一 直 和 . 
8.6.3 射影 的 可 对 角 化 性 
若 o 是 射影 ,那么 op 上 (一 0)，po 十 (一 0) “. 可 把 该 式 推广 到 两 个 以 上 的 射影 中 . 
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间 的 分 解 和 算 子 的 若 当 标准 型 这 


定义 8.6.3 若 p1，…'，, ps 是 射影 , 且 

1) 对 于 ij pos 27 丰 十 p= 
那么 我 们 把 2) 中 的 和 称 为 单位 分 解 . 

下 面 这 个 定理 说 明 V 的 直 和 分 解 与 单位 分 解 之 间 的 一 一 对 应 关系 . 

定理 8.6.6 1) 若 oj 十 … 十 os 三 :是 单位 分 解 ,那么 V = In(o) 申 … 四 Im(oo). 

2) 反之 , 若 双 = S1 四 … 轩 So 并且 wo 是 S, 上 沿 S$ 四 … 轩 5$ 申 … 轩 SS, 的 射 
影 ,这 里 ` 指 的 是 其 对 应 项 从 直 和 中 去 掉 , 那 么 o 十 … 十 os 二 4 是 单位 分 解 . 

证 明 1) 设 om 十 … 十 三 (是 单位 分 解 , 对 VuEV,z 一 包 三 Oo(W 十 … 十 oo)， 
这 说 明 V = Im(pi) 十 … 十 Im(pi). 因为 对 于 任意 i, 射 影 6 是 正 射影 ,所 以 对 于 Vj 关 
i 我 们 有 Im(pj) C Ker(o) .因此 >)Im(o)CKerCo), 即 Imn(o) 由 DIm(p,) = {0)， 

ji xi 


所 以 V = Im(pi) OD *… © Im(pi). 
2) 对 于 i 关 j,Im(pi) 二 Si C Ker(pj)， 所 以 p; | pj. 同样， 


| | | 


人 p1 (Cv) 人 | pr (Cv) = DJ broys 


所 以 4 三 各 十 w= 十 pa 是 一 个 单位 分 解 ， 
现在 我 们 考虑 线性 组 合 c 二 Ai01 Se 十 AxOx ,其 中 O1 a pe: 一 是 一 命 单位 分 
解 . 因为 任意 向 量 v EV 都 有 形式 v = 5 十 … 十 $4, 其 中 5; € Im(pi), 所 以 


TW 一 Nip Cv) 一 SN 


因此 ,zr 的 作用 可 以 用 特别 简单 的 形式 表示 出 来 : 
三 二 

定理 8.6.7 线性 算 子 r*ELCV) 是 可 对 角 化 算 子 会 对 于 任意 单位 分 解 on 十 … 十 
Bt 二 wt 有 形式 zt 三 ho 十 … 十 Mkokts 而 且 , 若 zx 有 上 面 形式 ,其 中 心 互 异 ,o 非 零 ,那么 
;是 zc 的 本 征 值 ,Im(p;) 是 + 的 属于 本 征 值 4; 的 本 征 空间 . 

证 明 设 t 可 对 角 化 ,1,，…, A4 是 r+ 的 互 异 本 征 值 ,那么 了 一 0 四 … 旬 6,. 

因为 & 上 沿 6; 田 … 四 6 四 … 四 6 的 射影 o; 构成 一 个 单位 分 解 ,而 且 若 vE 
6 ; 则 Tv) 二 Aiv 二 (ipi 十 … 十 Xpr)(v), 从 而 得 出 二 Xipi 十 … 十 Xapr. 

反之 , 设 t = Nipi 十 … 十 por， 利用 定理 8. 6.3, 可 以 假定 4; 是 互 异 的 . 同样 ,V = 
Lm eo 2 DB lm(o ys w= 

对 于 Vs E Im(pi;) ,都 有 zs;) 二 Nisi, 这 说 明 4; 是 zt 的 本 征 值 , 且 Im(p;) Ce .为 
了 说 明 反 包含 , 设 v = 二 5 十 … 十 5 € G6, 其 中 ss; € Im(pi) ,那么 

Ai( 于 十 十 54) 二 Aiv 二 TV) = 二 十 Mpsps 
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则 对 于 Vj, ;一 A)s; 二 0, 因 为 互 异 ,所 以 对 于 j 关 iys; 二 0. 因 此,v 二 5s; € Im(pi)， 
从 而 Im(p;) = 6 ;这 说 明 V = 2 田 … 四 六 .所 以 = 是 可 对 角 化 的 ， 
最 后 , 注意 到 若是 zt 的 本 征 值 , 且 有 本 征 向 量 v 一 Si 十 … 十 %，, 则 
A 十 十 $51) 二 A 二 Tv) 一 hi5I 十 … 十 Ase 


所 以 对 于 Vis QA 一 4)s; = 0. 因此 ,车 对 于 Vi,4 天) 那么 对 于 Vis 二 0, 即 
v 二 0, 而 这 是 不 成 立 的 . 从 而 ,任意 本 征 值 都 为 系数 1,. 

定义 8.6.4 有 限 维 向 量 空间 V 上 线性 算 子 的 本 征 值 所 成 的 集合 称 为 + 的 谱 .车 zt 
是 可 对 角 化 的 , 且 rz 一 Nio 十 … 十 Xp4;， 其 中 joi 十 … 十 ps 二 是 一 个 单位 分 解 ,X; 互 异 ， 
vo; 非 零 ,那么 称 为 算 子 r 的 谱 分 解 . 


8.6.4 射影 与 不 变性 


| 影 与 线性 算 子 z 的 不 变 子 空间 及 约 化 与 这 两 个 概念 有 关 . 

定理 8.6.8 设 rELCV). 

1) 如 果 S 是 + 之 下 的 一 个 不 变 子 空间 ,那么 对 S 上 任意 射影 p, prp 二 mm， 

2) 如 果 S 是 V 的 一 个 子 空间 , 且 对 S 上 任意 射影 ,poro 一 友 ,那么 S 是 rz 下 的 一 个 
不 变 子 空间 . 

证 明 1) 设 S 是 rz 下 的 不 变 子 空间 , 且 设 o 是 S 上 沿 工 的 射影 ,从 而 了 = S 由 工 现 
在 设 v 二 s 十 :EV, 其 中 s€ SEE TT, 因 为 6 固定 S,pro(v) pts) Ts) tw(v) ,所 
以 oro = ww: 

2) 设 poro = mo, 其 中 o 是 S 上 沿 工 的 射影 , 设 sE S, 因 为 o 固 定 S,pr(s) 一 prp(s) 一 
zo(s) 一 tls) ,所 以 p 固定 cs), 则 rls) E S,S 在 rz 下 是 不 变 子 空间 . 

定理 8.6.9 设 V = S$ 四 T, 那 么 线性 算 子 rE (V) 由 (S,T) 约 化 , 当 且 仅 当 mp = 
pt, 其 中 p 是 S 上 沿 T 的 射影 . 


赋 范 线性 空间 


本 章 在 线性 变换 、 欧 氏 空 间 和 二 次 型 的 基础 上 ,继续 讨论 线性 泛 函 、 实 ( 复 ) 内 积 空 
间 、 赋 范 空间 和 度量 空间 等 内 容 , 并 给 出 傅立叶 展开 和 施 密 特 正 交 化 方法 . 


9.1 线性 泛 函 


9.1.1 线性 泛 函 与 对 偶 空 间 . 


从 V 到 基 域 站 上 的 线性 变换 非常 重要 . 

定义 9.1.1 令 V 是 上 一 向 量 空间 . 值 在 基 域 站 上 的 线性 变换 fELCV, 下 ) 叫 
做 V 上 的 一 线性 泛 函 (简称 为 泛 函 ).V 上 全 体 线 性 泛 函 所 成 的 集合 用 表示 ,叫做 
的 代数 对 偶 空间 . 

因为 存在 另 一 种 定义 在 赋 范 向 量 空间 上 的 对 偶 空 间 , 其 线性 变换 的 连续 性 是 有 意 
义 的 .我 们 将 在 后 面 讨论 连续 对 偶 空 间 ， 

为 了 便于 区 分 线性 泛 函 和 其 他 类 型 的 线性 变换 ,我 们 通常 用 小 写 罗马 字母 ,如 了， 
8g 必 来 表示 线性 泛 函 ， 

例 9.1.1 由 f(p(x)) 二 pC(0) 定 义 的 映射 f: FL x ]>F 是 一 线性 泛 函 , 且 在 0 求 值 . 

例 9.1.2 令 CLa, 5] 表示 [a, 5b] 上 全 体 连续 实 函 数 所 成 的 向 量 空 间 , 且 令 了 : 


Cad ls RE te | wapacn) 定 多 ; 那 交 六 Err 0] 计 于 NE VV， 


dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V). 

但 是 ,因为 Im(f) CF, 所 以 Im(f) = {0), 在 这 一 情形 下 ,了 为 零 线 性 泛 函 ;或 
Im(f) = 下 ,在 这 一 情形 下 ,yy 为 满 射 的 . 也 就 是 说 , 非 零 线性 泛 函 是 满 射 的 ,而 且 , 如 果 
dim(V) 二 co ,那么 

dim(Ker(f)) = dim(V) —1. 

因此 ,线性 泛 函 的 核 是 域 V 的 一 个 相对 “大 的 ”的 子 空间 . 即使 V 是 无 限 维 的 ， 
Ker( 户 也 有 余 维 数 0 或 1. 

定理 9.1.1 1) 对 于 任意 非 零 向 量 v EV, 存 在 线性 泛 函 / E V* ,使 得 f(v) 关 0. 
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2) 向 量 v EV = 0, 当 且 仅 当 对 于 任意 f EV*,f(v) 二 0. 

例 9.1.3 对 于 任意 非 零 向 量 vEV, 存 在 一 线性 泛 函 f/fEV" ,使 得 f(v) 关 0. 

设 V 是 有 限 维 的 , 令 B= {wi,…, wv} 是 V 的 一 个 基 . 对 于 每 一 1 过 i 过 n, 由 正 交 
性 条 件 有 fi(vw) 三 97 = yn 

可 以 定义 一 个 线性 泛 函 f; € V*' ,其 中 6) 被 认为 是 克 罗 内 克 6 函数 ,定义 为 
1 车 i==j; 
0 着 

定理 9.1.2 邻 B= {四 ,…, wv) 是 V 的 一 个 基 , 那 么 由 fi(v) = 二 6;;(f 二 1,…， 
n) 定义 的 线性 泛 函 用 ，…，f 作成 对 偶 空 间 V* 的 一 个 基 , 基 B* = {( 户 ，…， 广 } 叫 做 
B 的 对 偶 基 . 

证 明 如 果 0 = 三方 广 十 … 十 六 万 , 其 中 0 代表 零 线性 泛 函 ,那么 我 们 可 以 把 这 一 等 
式 的 两 边 都 应 用 到 基 向 量 w 上 ,得 到 


由 二 Dp toy < ey SA 


Oi,; a 


所 以 对 于 Vi,r; 二 0. 因此 ,B" 是 线性 无 关 的 . V EE V* 都 由 它 在 基 向 量 v; 上 的 值 唯一 
确定 , 即 &(v;) 二 ai. 令 7 为 线性 泛 函 7 二 i 所 十 … 十 4,f,; 那 么 jC(vj) 三 o 二 &(v)). 
所 以 & 二 yw E span{ 刘 ,，…， 记 ), 从 而 B” 生 成 V* .因此 ,B" 是 V*" 的 一 个 基 . 

推论 9.1.3 若 dim(V) 三 56, 则 dim(V*) = dm(CY)， 

下 面 的 例子 说 明 没 有 有 限 性 条 件 , 上 述 推 论 不 成 立 . 

例 9.1.4 令 V 是 域 下 = 7Z, = 二 {0,1) 上 一 无 限 维 向 量 空 间 , 且 有 基 B. 由 于 下 中 仅 
有 系数 0 和 1, 所 以 下 上 一 有 限 线性 组 合 正好 是 一 个 有 限 和 . 因此 ,V 是 B 中 向 量 的 全 体 
有 限 和 所 成 的 集合 ,从 而 |V|1= 二 | PB)|= 二 1B|. 

另 一 方面 ,每 一 线性 泛 函 EEV' 是 通过 取 定 & 在 基 B 上 的 值 来 唯一 确定 的 . 由 于 这 
些 值 一 定 为 0 或 1, 因 此 取 定 一 个 线性 泛 函 相当 于 取 定 B 的 子 集 , 其 中 & 的 取 值 为 1. 换 
句 话 说 ,V 上 的 线性 泛 函 和 B 的 所 有 子 集 之 间 一 一 对 应 . 因此 ， 

WE > 
这 说 明 V* 既 不 能 同 构 于 V, 也 不 能 同 构 于 V 的 任意 一 个 真子 集 . 因此 ， 
dim(V* ) > dim(V). 

例 9.1.5 令 S 是 有 限 维 向 量 空 间 V 的 真子 空间 , 设 vEV 一 S, 则 存在 一 线性 泛 

函 f € V” ,使 得 对 于 Vs € S,f(v) = 1,f(s) = 0， 


9.1.2 自 反 性 
如 果 V 是 一 向 量 空间 ,那么 对 偶 空 间 V* 也 是 一 个 向 量 空间 . 因此 ,我 们 可 以 作成 


第 9 章 赋 范 线性 空间 “197 * 


双 对 偶 空间 V**, 它 由 全 体 线 性 泛 函 导 : V 一 下 组 成 . 换 句 话说 ,V** 的 元 素 之 是 一 线 
性 映射, 这 一 线性 映射 把 标量 分 配 到 V 的 每 一 线性 泛 函 上 . 

这 样 ,我 们 就 有 一 种 相当 简便 的 方法 来 得 到 V 中 的 元 素 , 即 , 如 果 w EVV, 考虑 由 
Vv(f) 二 f(v) 定义 的 映射 5: V” 一 下 ,把 线性 泛 函 了 映 到 标量 f(v) 上 . 这 一 映射 叫做 
在 v 求 值 . 为 了 说 明 包 在 V*” 中 ,我 们 必须 证 明 它 是 线性 的 . 如 果 f,，g € V ,那么 

vrfi+sg) = (rfi+sg)(v) = rf(v) tsgv) = rv(f) + wwe), 
所 以 乌 确 实 是 线性 的 . 

定义 9.1.2 VYVvEV, 对 wv 求 值 都 在 V"** 中 ,所 以 由 tr(v) = 二 Vv 定义 映射 z+: 
V>V*“ ,Tt 叫做 从 V 到 V** 的 自然 上 映射 . 

z 是 单 射 , 而 且 在 有 限 维 的 情形 下 , 它 又 是 满 射 的 . 

定理 9.1.4 通过 r(z) 在 v 求 值 定义 的 典范 映射 r: 了 一 V” ”是 一 个 单一 同 态 ,而 
且 , 如 果 和 是 有 限 维 的 ,那么 是 一 同 构 . 

证 明 为 了 说 明 t 是 线性 的 ,我 们 注意 到 zm 十 sv) = 二 和 干 避 是 在 ru 十 sv 求 值 . 
但 是 对 于 Vf EV* ,Rm 二 ww(f) = jw 十 吧 ) = rf +sf 0) = (mt)(f). 
因此 rr 十 vw) 二 到 和 干 和 二 区 十 0 三 rr《w) 十 sr(v), 这 说 明 z 是 线性 的 . 


为 了 确定 z 的 核 , 我 们 有 Cv) = 0>7 = 0 过 >v(f) =0, 对 于 VYfEV* 字 flv) = 
0, 对 于 VYfEV* 过 v= 二 0, 所 以 Ker(r) = {0)}, 即 = 是 单 射 的 . 

在 有 限 维 的 情形 下 ,我 们 有 dim(V**) = dim(V* ) = dim(V), 所 以 t 也 是 满 射 的 ， 
从 而 t 是 一 个 同 构 . 

若 dim(V) 一 co ,由 于 Y 和 的 维 数 相 同 , 所 以 VE2V .自然 映射 v->v 是 一 同 
构 , 所 以 V 称 为 是 代数 自 反 的 . 因此 ,一 切 有 限 维 向 量 空间 都 是 代数 自 反 的 . 

如 果 V 是 有 限 维 的 ;我 们 把 双 对 偶 空间 V"** 和 V 看 成 是 等 价 的 ,并 把 V*"* 的 元 素 
看 成 是 V 的 向 量 . 

以 下 例子 表明 ,向 量 空间 并 不 是 代数 自 反 的 . 

例 9.1.6 令 V 是 下 = {0,1; 上 一 向 量 空间 , 且 有 可 数 个 无 限 有 序 基 B 二 (bi， 
b;,…) ,那么 任意 向 量 vEV 都 与 它 的 坐标 序列 v 二 《a1 ,… ,a,) 等 价 .这 里 a; € (0,1}， 
且 仅 含有 有 限 个 a; 等 于 1. 

另 一 方面 ,任意 /EV ' 由 它 在 B 中 的 向 量 的 值 唯一 确定 ,而 且 , 由 于 这 些 值 可 以 任 
意 选取 ,所 以 可 以 认为 f 与 二 元 序列 f = (aa，…) 等 价 , 且 序 列 中 1 的 数量 没有 
限制 . 

现在 , 我 们 定义 二 元 序列 z = (zi,z，…) 的 支 集 , 记 作 supp(Cz) ,为 坐标 位 置 所 
成 的 集合 ,其 中 zx; = 1, 因 此 V 中 的 向 量 是 一 个 含有 有 限 支 集 的 二 元 序列 ,而 V 上 的 线 
性 泛 函 是 任意 二 元 序列 . 
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由 了 的 表示 可 以 得 出 z(CP = f(v) = | supp(v) 由 supp(f) |. 对 于 VvwEYV, 通 
过 找 出 线性 泛 函 pg E V'' ,这 里 g 没 有 形式 v, 可 以 证 明 典 范 映射 r: v 一 v 不 是 满 射 的 . 

最 后 ,由 ei 二 (0,…,0,1,0,…) 定义 线性 泛 函 e: E V ,这 里 1 在 第 个 位 置 ,那么 
supp(e) = {8}; 所 以 ve) = | supp(v) | supples) | = | supp(v) MN (4£} |. 因此 ， 
对 于 VEY, 映 射 乙 有 性 质 & 盖 max{supp(z) ) 一 Te) 一 0. 

现在 ,由 于 线性 泛 函 es 线性 无 关 , 因 此 我 们 可 以 把 集合 {ei} 扩 充 到 V* 的 基 B 上 . 
对 于 Yk, 通过 规定 gle) 二 1, 再 把 p 任意 地 扩充 到 基 B 的 所 有 向 量 上 ,我 们 可 以 定义 
映射 pgEV**( 即 ,对 于 yg 如 何 定义 在 B 的 其 他 元 素 上 ,我 们 忽略 不 计 ) ,这样 ,p 在 V** 
上 定义 了 一 个 线性 泛 函 , 对 于 Vk, 有 性 质 

We = 1, 

但 上 式 与 & 之 max{supp(v)})>v(es) 二 0 一 起 说 明 , 对 于 Vv EV,g 不 存在 形式 

vw. 因此 ,典范 映射 不 是 满 射 的 ,而 且 V 不 是 代数 自 反 的 . 


9.1.3 零 化 子 


如 果 fE€EV* ,那么 f 定 义 在 V 中 的 向 量 上 .通过 令 f(M) = {f(v) | v€ M} 我 们 
也 可 以 在 V 的 子 集 M 上 定义 了 . 
定义 9.1.3 令 M 是 向 量 空间 V 的 一 非 空子 集 .M 的 零 化 子 M'" 为 
M={fE€EV" |/M)= 0). 


“ 零 化 子 ” 具 有 描述 性 ,因为 M" 由 M 中 把 每 一 向 量 映 成 0 的 所 有 线性 泛 函 组 成 . 
即使 M 不 是 V* 的 子 空间 ,M? 仍 是 V' 的 一 子 空间 ,这 样 我 们 证 明了 以 下 
定理 9.1.5 W 是 有 限 维 向 量 空间 V 的 子 空间 ,那么 dim(W”) 二 dim(V) 一 dim(W). 
证 明 令 {ww ,，…, wu) 是 WW 的 一 个 基 , 并 把 它 扩 充 到 V 的 基 


妒 竺 {ui ye } 
BY 二 (pa CL 4} 是 B 的 对 侦 基 . 
我 们 要 说 明 {m，…， vw,) 是 W? 的 一 个 基 . 由 于 这 一 集合 线性 无 关 , 因 此 我 们 只 要 
说 明 它 生成 W". 但 如 果 fEW?" ,那么 由 于 fEV” ,所 以 


fh = Fa 上 TAR | Si Vi 上 村 Sn—kUn—k. 
由 于 对 于 VYvE€EW,f(v) = 0,; 所 以 对 于 i = 二 1, …*， Ps 
S1 U1 入 ey 下 ,这 说 明 ( 和 bon 生成 SS 


例 9.1.7 在 无 限 维 的 情形 下 ,V 是 = {0,1} 上 的 向 量 空间 ,这 一 向 量 空间 有 可 
数 个 无 限 有 序 基 了 = (站 ,六 …). 令 S$ 是 V 的 含有 有 序 基 X 王 (5b1) 的 子 空间 , 工 是 六 
的 含有 有 序 基 和 A = (5; , 5;，… ) 的 子 空间 .因为 | 和 人 |= 二 1B|,; 所 以 TV. 
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现 在 考虑 零 化 子 W'. 通过 规定 了 (5b1) = 0, 任 意 线性 的 Fe T* 都 可 以 扩充 到 线性 
泛 函 了 EVy' 上 .而 且 , 对 于 YE T*,W' 中 任意 线性 泛 函 都 有 形式 了 ,因为 f E W"， 


f(b1) = 二 0, 所 以 W? 和 T* 一 一 对 应 ,从 而 | 下 | = | T” | 又 由 工 罕 Y 推 出 六 纪 V'， 
所 以 -| 下 二 | 有 有 本 | 二 | 下 又 国 为 | 天 过 有司 所 以 下 殉 放 之 六 1 
则 W? 不 能 同 构 于 V 或 V 的 任意 一 个 子 空间 . 因此 ,dim(W?) > dim(V). 

零 化 子 的 基本 性 质 如 下 : 


定理 9.1.6 1) 对 于 V 的 任意 子 集 M 和 N,MCN 二 NCM.. 

2) 如 果 dim(V) 二 ce ,那么 在 自然 映射 之 下 V… 与 V 是 等 价 的 , 即 有 M” = 
span(M). 特别 地 ,车 W 是 V 的 一 子 空间 ,那么 W” 二 W. 

3) 如 果 dim(V) 二 2,W 和 工 是 V 的 子 空间 ,那么 

WN T= WIPAW 和 TTS WN TT. 

定理 9.1.7 令 V = WO@T, 那 么 

Wn TT EW, 

2 CW RT WB TD 

证 明 首先 , 我 们 证 W* 安 好. 这 表明 上 零 化 直 和 项 了 的 任意 一 个 线性 泛 函 只 
是 其 补 子 空间 W 上 的 一 个 线性 泛 函 ,而 这 显然 是 合理 的 . 

令 feET CV’, 因 此 f(T) = 0. 映 射 r: f 一 f 1s 是 线性 的 ,这 里 + 从 泛 函 f € 
V* 映 到 限制 f lw 上 , 且 限 制 f |w 在 W” 中 .而 且 , 如 果 了 lw 二 0, 那么 f(W) 三 0, 由 
于 f(T) = 0, 所 以 f = 0. 因 此 zr 是 单 射 的 . 

我 们 要 说 明 + 是 满 射 的 , 即 , 对 于 g € W" ,我 们 必须 找 出 一 个 ,f € 三 ,使 得 对 于 
Vs EW,f|w(s) = g(s). 换 句 话 说 ,我 们 想 要 把 g“ 扩 充 ” 到 VV 上, 这样 就 扩充 在 六 中 
了 .所 以 ,我 们 只 要 在 工 上 定义 扩充 为 0. 

特别 地 , 令 FE V 由 f(s 十 ) = g(s) 定义 ,那么 是 唯一 确定 和 线性 的 ,而 且 
fe T'. 因 为 对 于 Yi ET,f(t) = f(0 十 ) = g(0) 二 0, 所 以 f |w 的 确 是 g ,所 以 + 
是 一 同 构 ,T*" 纪 W" .根据 对 称 性 ,也 有 W" 空 三 ， 

2) 令 E 机 "门卫 ,那么 FIW) =0= f(T), 则 f= 0. 因 此 ,W? 门 王 三 40) 
由 于 Wo? 和 T 是 V* 的 子 空间 ,所 以 我 们 有 WT)* DW ”TT. 

另 一 方面 ,如 果 FE (W 田 T)* ,那么 由 gCs 十 ) 二 f(2) 和 hls 十 ) 二 f(s) ,定义 
g， hE (W 田 T)'. 易 知 这 些 映射 是 唯一 确定 和 线性 的 ,而 且 g(W) 二 0,h(T) 二 0, 所 
MgE€EW',hE€ET,. 

最 后 sfG 十 习 二 :信人 寺 了 (3) 二 定 (5 寺 Ge (g 十 h)(s 十 四 ,从 而 f == 
g 十 he€ WT'. 因 此 ,(W 甸 TT)* CW 名 了 TT, 获 证 . 
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9.1.4 伴随 算 子 


定义 9.1.4 ”如果 rE€E LV,W), 那 么 对 于 fEW", 由 t*(f) 二 for 二 r, 我 们 
可 以 定义 映射 r" : W” 一 V' .这 是 成 立 的 ,因为 tr:V 一 W 和 f:W 一 下 ,所 以 复合 fr: 
VV 一 下 在 V* 中 .因此 ,VYvE€EV,r*(f)(v) = f(t(v)). 映 射 r* 叫做 rz 的 伴随 算 子 . 
以 下 是 伴随 算 子 的 基本 性 质 . 
定理 .1.8 1] (rz 十 习 *" 二 2* 半 gy 对 于 voE L(V, WY. 
2) (rz)” 二 rz" ,对 于 任意 r+ EF 了 和 rz € L(V, W). 
3) tw)* = rj; 于 cE LV WIM Ee LOW, UD). 
4) (rz1)* 一 (r* )7 了 ,对 于 任意 可 逆 r € L(V). 
证 明 我 们 只 证 明 论 断 3) 和 4). 对 于 VYfAEU?” ,论断 3) 从 以 下 事实 中 得 到 
(w)* (f= fr =0 (ft) = (0 (Ff)) S00 ). 
论断 4) 从 下 面 的 事实 中 得 到 zt* (cr)* = 二 (rir) = 二 4*” 二 6. 同 理 ,(r 1)*r* = 
车 rE LCV, W), 那 么 zr*” E LC(W* ， 和) ,我们 可 以 构造 r* E L(V**, W**). 当 
然 ,r"* 不 等 于 zc. 然而 ,在 有 限 维 的 情形 下 ,如 果 我 们 用 自然 映射 分 别 把 V** 和 V,W 和 
W** 看 成 等 价 ,那么 =” 就 在 工 (V, W) 中 ,从 而 r” ”等 于 rz 
定理 9.1.9 今 V 为 有 限 维 的 , 设 cE€ L(V, W). 如 果 我 们 用 自然 映射 把 V ”和 
V,W 和 W**" 看 成 等 价 ,那么 rz” == 工 . 
证 有 明 我 们 有 :如 一 WW 是 对 于 和 六 EE" 
rf = f= fr) = fr(v) = Df ). 
所 以 Tz** (vv) = 5 加 .因此 ;对 于 Yv EV; 有 sr** (Co) 二 rt(v), 所 以 5t** 二 到 
定理 9.1.10 今 rEL (V, WW), 那 么 
1 Kerte” Y= Ln(e). 
2) Im(zr* )” = Ker(r)， 
3) Im(rt* ) C Ker(z)". 
4) 若 dim(V) 二 odim(W) 二 2, 那么 Im(r*) 一 Ker(7)". 
证 明 zc V>W,r* ; W*—>V". 
1) 我 们 有 
FE Rartr or (fF =06fr = 0 对 于 Vw EE Vs 
Fr(o) = 0Of(Im(D)) = 0 € Im(7)'. 
2) 我 们 有 
vE Ker(r) Or(v) = 0 对 于 VfEW’,f (rv))= 0 
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生出 于 ARE WY* senlf WD 
对 于 ME WV (A 
OVE Im(r* )'. 

3) 对 VuE Ker(r) 和 FE We (Ff IDWS= fw) =0, 则 ce (fF (Ker(r)) = 
0; 即 z* (ff )€ Ker(z)", 由 于 对 于 YfAEW’* ,以 上 也 成 立 , 因 此 Im(r*) C Ker(z)". 

4) 当 向 量 空间 为 有 限 维 时 ,由 论断 2) 可 得 Im(r* ) 宅 Im(r*)” Ker(z)". 但 是 ， 
根据 论断 3) ,Im(r* ) CC Ker(z)", 所 以 这 些 空间 必 相 等 . 

令 trE LV, W),V 和 WR 有 限 维 ,那么 坟 (r) = 二 rk(r*). 

在 有 限 维 的 情形 下 ,rE L(V, W) 和 zt* EL CW*,V*) 都 可 以 用 和 矩阵 表示 .为 了 
找 出 这 两 个 矩阵 之 间 的 关系 , 设 B== (站 ，…， 已),C 王 (ci，…，cn) 分 别 为 VY 和 WW 的 
有 序 基 , 且 B = (6? ,，… ,0 ,*),C* 一 (cc ) 为 相应 的 对 偶 基 . 如 果 令 (r)ac 三 
(a;.)) ,那么 在 (5;) 中 ,ai,; 是 c; 的 坐标 . 

另 一 方面 ,如 果 (r )c: ,gp* 二 《@i,;) ,那么 在 c* (c7? ) 中 ,wj 是 br 的 坐标 .但 这 一 坐标 
是 (cx (C6) = 二 co (rl)). 在 zt(b) 中 ,wi,; 是 c 的 坐标 ,而 这 个 坐标 又 是 aj,;, 即 w,， = 
Qi， 所 以 

(Ee* De Ba = (Cr)pe)™, 

定理 9.1.11 邻 zr€E L(V,W), 其 中 V 和 W 是 有 限 维 的 .如 果 B 是 V 的 有 序 基 ， 

C 是 W 的 有 序 基 ,C* 和 XX* 为 相应 的 对 偶 基 ,那么 


(7” JoniB ((T) pc) 
9.2 内 积 空间 


9.2.1 实 ( 复 ) 内 积 空间 的 定义 


现在 讨论 实 向 量 空间 和 复 向 量 空间 ,在 它们 上 面 定 义 了 一 个 叫做 内 积 的 附加 函数 . 
下 表示 实数 域 或 复数 域 . 若 a 是 一 个 复数 ,那么 a 就 表示 a 的 复 共 思 数 . 

定义 9.2.1 令 V 是 下 上 的 向 量 空间 ,这 里 下 = 二 R 或 下 = C.V 上 的 内 积 是 函数 
二 , >: 了 YXY 一 下 ,并 且 有 以 下 性 质 : 

1) (正定 性 ) 对 于 VYzEV, 二 办 0 盖 人 0 且 关 >=0 傅 0 一 (0. 

2) (线性 性 ) 对 尘 Na VE Yrs SE Fy Vy 
ws Vv. 

3) 对 于 下 = C( 共 思 e 对 称 ): 二 u,v 之 == 达 v,u 区 . 

对 于 下 = 及 (对 称 性 ) 之 wy > 二 过 Wy WW 
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实 ( 或 复 ) 向 量 空间 V, 加 之 V 上 定义 的 内 积 , 叫 做 实 ( 或 复 ) 内 积 空间 . 
性 质 1) 说 明 数 二 v, > 总 是 实数 ,即使 V 是 复 向 量 空间 . 把 性 质 2) 和 3) 结合 起 来 ， 
在 复数 域 的 情形 下 ,我 们 得 到 
Zw m= mv w=r iwS+s i wv 


=7 ww 
这 称 为 共 郝 线性 . 因此 , 复 内 积 在 其 第 一 坐标 中 是 线性 的 ,在 其 第 二 坐标 中 是 共 箔 线性 
的 . 也 说 内 积 是 半 双 线性 的 . 
在 实数 域 中 ,内 积 在 这 两 个 坐标 中 都 是 线性 的 一 一 这 个 性 质 称 为 双 线 性 . 
例 9.2.1 1) 向 量 空间 R" 在 标准 内 积 或 点 积 下 ,由 
A ys 人 站 > = 1 A 
定义 ,是 一 个 内 积 空间 . 通常 称 内 积 空 间 R" 为 n 维 欧 几 里 得 空间 . 
2) 向 量 空间 C" 在 标准 内 积 下 ,由 
< 和 (ri A 《页 yr > 二 7 3 十 二 ,5 
定义 ,是 一 个 内 积 空 间 . 通常 称 这 一 内 积 空 间 为 n 维 西 空间 . 
3) 全 体 二 元 元 组 所 成 的 向 量 空间 V(n, 2) ,在 内 积 
< Cn Te uD , a" Sn ) 二 二 (F151 十 下 十 15,2 mod 2 
下 ,是 一 内 积 空 间 . 
4) 闭 区 间 [a, 6] 上 所 有 连续 复 值 函数 所 成 向 量 空 间 CLa, 5j, 在 内 积 


b 
< fp > | 7em g(x)dzr 


下 ,是 一 内 积 空 间 . 
例 9.2.2 最 重要 的 内 积 空间 之 一 是 在 内 积 


en Oi 
n=0 


下 ,有 性 质 六 1s, | 二 吕 的 所 有 复 序 列 (s,) 所 成 的 向 量 空 间 L*. 当然 ,为 了 使 这 一 内 积 


n= 


有 意义 ,等 式 右边 的 和 必须 收敛 . 
为 此 ;因为 (si775C6)EL*s 


sD DI; 


1 一 0 
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US 
所 以 21 st | 志 | 5 上 十 | 如 上 ,从 而 


S| Dan | oy | yl Tile) sl 
n=0 7 一 0 九 一 0 n=0 


易 验 证 工 ” 是 一 个 内 积 空间 . 
下 面 的 结论 虽然 简单 ,但 非常 有 用 : 
定理 9.2.1 如 果 V 是 一 内 积 空间 , 且 对 于 VxEV,<u, x 这 = 二 过 v, x 之 , 则 u==vw. 
在 V 到 W 的 内 积 的 限制 之 下 ,内 积 空 间 V 的 向 量子 空间 W 也 是 一 内 积 空间 . 


9.2.2 赋 范 线性 空间 


定义 9.2.2 如 果 有 是 一 内 积 空间 ,那么 由 zl =V<vz>> ,我 们 可 以 定义 
VvEV 的 范 数 ,或 长 度 . 向 量 vEV 是 一 个 单位 向 量 , 如 果 | v | 三 1. 


下 面 是 范 数 的 基本 人 性质 : 
定理 9.2.2 1) vl| 宇 0 有 vl = 0Sv=0. 
2) 对 于 Vr€EF,v€EV,|rml =|Irl|lvl. 


3) ( 柯 西 一 施 瓦 效 不 等 式 ) 对 于 Vu,v€EV,|<u,v>| 达 上 ullvi 
等 号 成 立 , 当 且 仅 当 对 于 Yr€EF,u 二 rv. 

4) (三 角 不 等 式 ) ”对 于 Vu,vE€EV, 上 | u+v1l 三 上 wu| 十 上 wv | 等 号 成 立 ， 
当 上 且 仅 当 对 于 Yr € Fu = 二 rv 

5 对 于 Va 天 全 人 | 区 全 | 要 二 有 必 汪 本 过 写 六 人 

< 5 罗 版 

7) (平行 四 边 形 法 则 ) ”对 于 Vu, vE€EV,| w+t+v :十 uu 一 v ?= 二 2 上 上 有 十 
2 

证 明 我们 只 证 论断 3) 和 4). 

3) 如 果 或 v 为 0, 获 证 . 设 u, v 关 0, 那 么 ,对 于 Vr € 下 ， 

< 人 


= 之 u, Uru vr v, ur v, v>]. 
(选取 7 二 二 v,u 记 /二 v,v 六 ,使 方 括号 中 的 数 为 0, 从 而 得 到 ) 


< WV 
vv 


= my WH 


Ca [<uv>) 


= | ul|? ll 


后 面 一 个 表达 式 的 非 负 性 等 价 于 柯 西 一 施 瓦 效 不 等 式 . 而 且 , 等 式 成 立 的 充分 必要 
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条 件 是 wu 一 rv 上 = 0, 即 一 rv 二 0, 这 说 明 是 v 的 数量 倍数 (如 果 w 是 wv 的 数量 
倍数 ,那么 很 容易 看 出 等 式 成 立 ). 
4) 我 们 利用 柯 西 一 施 瓦 兹 不 等 式 ,得 
上 记 二 四 2 二 过 和 夺 W 寻 和 丰 守 年 三 之 Wy 全 守之 7 和 十 之 区 和 十 二 
= | ee le 
<a 7 
(| ut+v | )7. 
从 中 得 出 三 角 不 等 式 4). 
定义 9.2.3 设 V 是 一 个 向 量 空间 ,满足 定理 9. 2. 2 中 性 质 1);2) 和 4) 的 函数 
| 1 :，V 一 R, 称 为 一 个 赋 范 线性 空间 (函数 | | 叫做 范 数 ). 
例 9.2.3 在 | ll=v<vo> 给 出 的 范 数 之 下 ,任何 内 积 空间 都 是 赋 范 线性 
空间 . 
V 的 内 积 可 以 由 范 数 来 表示 . 
定理 9.2.3 1) 如 果 V 是 一 个 实 内 积 空 间 , 那 么 


| 


去 同一 二 (人 全 二 站 人 修订 及 
2) 如 果 V 是 一 个 复 内 积 空间 ,那么 


| 


<uv> =7| tol Te v +i tiv |? | 


上 面 的 公式 称 为 极 化 恒等式 . 


9.3 上 距离 空间 


9.3.1 距离 空间 


在 内 积 空间 中 , 范 数 可 以 用 来 定义 任意 两 个 向 量 之 间 的 距离 . 

定义 9.3.1 令 V 是 一 个 内 积 空间 .把 d(u, v) = Du 一 v 定义 为 Y 中 任意 两 个 
向 量 和 w 之 间 的 距离 4 (u，, wv). 

以 下 是 距离 的 基本 性 质 : 

定理 9.3.1 1)d(u, v) 宇 0 且 dl(u, wv) 二 0, 当 且 仅 当 wu 三 vv. 

2) 《对 称 性 ) d(u, wv) = d(v, w). 

3) (三 角 不 等 式 ) dl(u, up) 牵 d(u, w) 十 d(w,， v). 

定义 9.3.2 任何 非 空 集 V, 加 之 满足 定理 中 性 质 的 函数 4: VXV 一 R, 叫 做 距离 
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空间 . 函数 4 叫做 Y 的 距离 . 

因此 ,在 距离 d(u, v) 一 ‖ u 一 v 之 下 ,任何 内 积 空 间 都 是 一 个 距离 空间 . 

继续 讨论 之 前 ,我们 说 明 一 下 本 章 和 下 一 章 的 主要 内 容 一 一 内 积 ,然后 是 距离 的 出 
现 产 生 了 许多 与 收敛 概念 相关 的 拓扑 问题 . 

定义 9.3.3 如果 limd(w,,v) 一 0, 称 内 积 空间 中 的 向 量 序列 (w) 收 钱 于 vE V; 
或 等 价 地 ,如 果 lim Dv 一 vi = 0. 

与 收 全 有 关 的 一 些 比较 重要 的 概念 有 封闭 性 和 闭 包 、 完 全 性 ,以 及 线性 算 子 和 线性 
泛 函 的 连续 性 . 

在 有 限 维 的 情形 下 ,情况 就 很 简单 一 一 所 有 子 空间 都 是 闭 的 ,所 有 内 积 空间 都 是 
完全 的 ,所 有 线性 算 子 和 泛 函 都 是 连续 的 . 但 是 ,在 无 限 维 的 情形 下 ,就 没有 这 么 简 
单 了 . 


9.3.2 等 距 同 构 


我 们 要 描述 有 限 和 无 限 维 内 积 空间 的 一 些 基 本 性 质 ,然后 在 有 限 维 的 情形 下 讨论 
几 种 特殊 类 型 的 算 子 (正规 算 子 西 算 子 和 自 伴 算 子 ). 

向 量 空间 的 同 构 保 持 向 量 空间 运算 . 以 下 是 内 积 空间 的 相应 概念 . 

定义 9.3.4 令 V 和 W 是 内 积 空 间 , 且 令 r€ L(V, W),rt 是 一 个 等 距 , 如 果 它 保持 
内 积 , 即 如 果 对 于 Vu, vEV, 二 tw), rt(v) 谊 == 二 u,v>. 

双 射 等 距 叫 做 等 距 同 构 . 当 r: VW 是 一 个 同 构 映 射 时 ,我 们 就 说 V 和 W 是 等 距 
同 构 的 . 

不 难 证 明 等 距 是 单 射 , 所 以 如 果 等 距 也 是 满 射 ,那么 它 就 是 等 距 同 构 . 而 且 , 如果 
dim(V) 二 dim(W) 二 2, 那么 由 单 射 性 可 得 满 射 性 ,所 以 等 距 和 等 距 同 构 的 概念 是 等 
价 的 . 

另 一 方面 ,下 面 的 例子 说 明了 在 无 限 维 的 情形 下 ,情况 并 非 如 此 . 

例外 .3.1 令 z ”二 LL” 由 zB 议 5 着 ) 二 (0， 加 5 N25 定义 (这 是 有 
移 算 子 ) ,那么 = 是 一 个 等 距 , 但 显然 = 不 是 满 射 . 

定理 9.3.2 线性 变换 rE L(V,W) 是 一 个 等 距 , 当 且 仅 当 r 保 持 范 数 , 即 , 当 且 仅 
当 对 于 Vo 万 克 站 或 砂 由 二 | 过 小 : 

证 明 显然 ,等 距 保 持 范 数 . 逆 命 题 根 据 定 理 9. 2. 3 得 到 . 在 实 内 积 空间 中 ,如 果 
保持 了 范 数 , 那 么 


Sd = 去 ey | et ey 


一 二 | rzGxz 十 za 一 rz 一 站) 
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= utv lol vl’) 
= 要 U, 全 
所 以 rz 是 一 个 等 距 . 复 ( 实 ) 内 积 空间 中 的 证 明 类 似 . 
下 一 个 结论 指出 了 实 内 积 空间 与 复 内 积 空间 的 主要 不 同 点 之 一 . 
定理 9.3.3 令 V 是 一 内 积 空间 , 且 令 rE€ L(V). 
J 如 果 对 于 Vos wE VW .TCU 记过 二 0, 那 么 zz 一 0. 
2) 如 果 立 是 复 内 积 空间 ,并 且 对 于 Vv EV, 二 rv), v 之 = 二 0, 那么 + 二 0. 
3) 对 于 实 内 积 空间 ,2) 一 般 不 成 立 . 
证 明 1) 可 以 直接 从 定理 9. 2. 1 得 到 . 
2) 令 对 于 x，yE€V 和 rr € FF,v = 二 rz 十 y; 那 么 
0 
= |r|: rr), i ry), y+r<rr), y+r<ry), zr 
a A 
规定 x+ = 1; 得 ,过 rx(z)y YY 二 之 zi > 二 0, 
规定 + = 二 i 得 过 zr), y 全 一 到 ry, w= 0， 
由 这 两 个 等 式 可 得 ,对 于 Vw, yy € V， < rs >> 3 0, 所 以 由 1) 得 ,zt 王 0. 
3) 考虑 实 内 积 空间 Ri, 令 EL(V), 由 rle1) = e 和 zez) 一 一 6i 定义 , 知 z 旋 
转 了 90", 且 对 于 Vv, < r(o,v 盖 一 0, 但 天 0， 


9.4 傅立叶 展开 


9.4.1 规范 正 交 集 


由 内 积 , 我 们 可 以 定义 正 交 性 (或 垂直 性 ) 概 念 . 

定义 9.4.1 令 V 是 一 个 内 积 空间 . 

1) 如 果 二 ww, uv 之 = 0, 称 向 量 w,vEY 是 正 交 的 , 记 为 | v. 

2) 如 果 S 和 工 是 V 的 子 集 ,并 且 对 于 VsE SET,s | z, 我 们 就 说 S 与 全 正 交 ， 
记 作 性- 直 . 

3) 子 集 SCC 工 的 正 交 补 是 集合 S 上 = {v€EV1vLS). 
自然 有 以 下 结论 : 

定理 9.4.1 令 V 是 一 个 内 积 空 间 . 

1) 对 于 任意 子 集 S CV,S 的 正 交 补 S+ 是 V 的 一 个 子 空间 . 


第 9 章 贱 范 线性 空间 “ 20R » 


2) 对 于 V 的 任意 子 空间 S,S 站 S+ = (0). 

定义 9.4.2 在 内 积 空 间 中 , 非 空 向 量 集 K= {wu | i€ K ) 称 为 正 交集 ,如 果 对 于 
Vi 关 7E K,u | wj, 且 每 个 向 量 w 都 是 单位 向 量 ,那么 集合 K 是 一 个 规范 正 交 集 . 

因此 ,一 个 集合 是 规范 正 交 的 ,如 果 对 于 Vi, j € K, 二 u, wj 这 二 6,,;, 其 中 6;,; 是 
克 罗 内 克 6 函数 . 

给 定 任意 非 零 向 量 vEV, 给 v 乘 以 它 的 范 数 的 倒数 ,就 可 以 得 到 单位 向 量 x: 

De 局 
| zl 

因此 ,从 非 零 向 量 所 成 的 正 交 集中 构造 一 个 规范 正 交 集 是 很 简单 的 . 

定理 9.4.2 V 中 非 零 向 量 所 成 的 任意 一 个 正 交 集 都 是 线性 无 关 的 . 

证 明 令 天 = 人 12E 开 是 非 零 向 量 所 成 的 一 个 正 交 集 , 设 六 十 … 十 ma 一 
0, 那 么 对 Vk 二 1，…，7， 

| 0 三 过 ntu 二 ru Wi =r Ur>， 


所 以 对 于 Vk,ri 二 0,K 线性 无 关 . 
9.4.2 希 尔 伯 特 基 和 维 数 


定义 9.4.3 在 内 积 空间 Y 中 , 极 大 规范 正 交集 叫做 V 的 希 尔 伯 特 基 . 

可 以 用 佐 恩 引 理 来 证 明 任 何 非 平凡 内 积 空间 都 有 一 个 希 尔 伯 特 基 . 

不 要 混淆 向 量 空间 的 基 与 内 积 空间 的 希 尔 伯 特 基 概 念 . 为 了 避免 混淆 ,向 量 空间 的 
基 , 即 向 量 的 极 大 线性 无 关 集 , 称 为 哈 梅 尔 基 . 以 下 例子 说 明 ,通常 , 基 的 这 两 个 概念 是 
不 同 的 . 

例 9.4.1 令 V 二 ,并 且 令 M 是 形 如 e; = (0,…,0,1,0…) 的 所 有 向 量 所 成 的 
集合 ,其 中 在 e; 中 ,第 i 个 坐标 为 1, 其 余 为 0. 显然 ,M 是 规范 正 交集 ,而 且 它 是 极 大 的 . 
因为 如 果 工 = (z) E L* 有 性 质 x | M, 那 么 对 于 Vi,zi 二 二 zx, ei 之 二 0, 所 以 x= 
0. 因此 ,没有 一 个 非 零 向 量 z & M 与 M 正 交 ,这 说 明 M 是 内 积 空 间 L 的 一 个 希 尔 
伯 特 基 . 

另 一 方面 ,M 的 生成 向 量 空间 是 L? 中 所 有 含有 有 限 个 支 集 的 序列 , 即 , 仅 有 有 限 个 
非 零 项 的 序列 所 成 的 子 空间 S. 由 于 span(M) 二 S 夫 三 ,所 以 M 不 是 向 量 空间 工 的 哈 
梅 尔 基 . 

我 们 将 在 后 面 说 明 一 个 内 积 空间 的 所 有 和 希 尔 伯 特 基 都 有 相同 的 基数 . 

定义 9.4.4 内 积 空间 的 希 尔 伯 特 维 数 定义 成 这 个 基数 . 

也 是 为 了 避免 混淆 ,V 中 任意 哈 梅 尔 基 的 基数 称 为 V 的 哈 梅 尔 维 数 . 

一 般 来 说 , 哈 梅 尔 维 数 与 希 尔 伯 特 维 数 不 同 . 但 是 ,正如 我 们 将 要 说 明 的 一 样 , 当 哈 
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梅 尔 维 数 有 限时 ,它们 是 相等 的 . 

定义 9.4.5 令 和 是 一 个 含有 有 限 哈 梅 尔 维 数 的 内 积 空间 . 既是 的 哈 梅 尔 基 ,又 
是 正 交集 的 基 称 为 V 的 正 交 哈 梅 尔 基 ;既是 V 的 哈 梅 尔 基 ,又 是 规范 正 交 集 的 基 称 为 
V 的 规范 正 交 哈 梅 尔 基 . (这 些 概 念 只 定义 在 有 限 维 向 量 空间 上 ) 

定理 9.4.3 邻 V 是 一 含有 有 限 哈 梅 尔 维 数 的 内 积 空 间 , 则 任何 希 尔 伯 特 基 都 是 
一 哈 梅 尔 基 . 因此 ,V 的 希 尔 伯 特 维 数 与 哈 梅 尔 维 数 相同 . 

证 明 令 V 有 了 哈 梅 尔 维 数 n. 因 为 V 中 向 量 所 成 规范 正 交集 是 线性 无 关 的 ,所 以 其 
维 数 不 会 超过 2. 特别 地 ,一 个 极 大 规范 正 交 集 最 大 为 7. 

如 果 Q = {ww ，…, ws} 是 一 个 极 大 正 交 集 , 且 二 ,那么 存在 向 量 v E V, 使 得 
QU {wv} 线性 无 关 . 如 果 

w 二 二 rmi 十 riurs 
那么 二 ww， Wi = 0 当归: 仅 当 
0 = < 0 Ue 谢 让 友 郊 ， 
或 ,等 价 地 ， 
vw 
< Wis ui > 
用 这 种 方式 定义 x; 后 ,我们 得 到 一 个 与 Q 中 所 有 向 量 都 正 交 的 向 量 w. 因此 ,Q U 


{下} 是 一 个 真 包含 极 大 规范 正 交集 Q 的 规范 正 交集 . 这 一 矛盾 说 明 & 一 n, 所 以 Q 


| wl 

是 一 个 哈 梅 尔 基 . 

如 果 一 个 内 积 空 间 含 有 有 限 希 尔 伯 特 维 数 , 则 其 希 尔 伯 特 维 数 也 等 于 其 哈 梅 尔 维 
数 . 这 种 说 法 也 成 立 . 因此 ,“ 有 限 维 ”可 以 毫 不 含糊 地 应 用 于 内 积 空间 . 我 们 将 用 “规范 
正 交 基 ”来 表述 规范 正 交 哈 梅 尔 基 ， | 

规范 正 交 基 上 比 任意 基 更 有 优势 .为 了 说 明 这 一 点 , 设 B 二 {ww,，…, wv) 是 V 的 一 个 
基 , 那 么 Yv EV 都 有 v= rit 十 … 十 ravs 形式 . 

但 通常 确定 坐标 7; 要 解 一 个 nXn 的 线性 方程 组 . 

另 一 方面 , 设 Q = {wu,…, uw) 是 V 的 一 个 规范 正 交 基 . 任意 向 量 vE V 都 有 形式 

w= 才 庆 机 裤 
但 是 现在 我 们 有 
2 


9.4.3 傅立叶 展开 
因此 ,在 规范 正 交 基 下 , 找 出 任意 向 量 vEyV 的 坐标 就 非常 简单 了 . 
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定理 9.4.4 令 0= {wuw，…, ww} 是 V 的 规范 正 交 基 . 
1 对 于 VYVvE V5= 过 2 动 达 而 十 十 一 和 友基 所 . 极 标志 区 下 王 称 为 了 
关于 KK 的 傅立叶 系数 ,右边 的 表达 式 称 为 关于 Q 的 傅立叶 展开 . 
2)〈 贝 塞 尔 恒等式 ) 对 于 VEYTV， 
rw 三 本 
3) ( 帕 塞 瓦尔 恒等式 ) ”对 于 Yv, wE€V， 
> 
定理 清楚 地 说 明了 规范 正 交 基 人 处理 的 简便 性 . 以 下 结论 主要 是 与 无 限 维 情形 下 的 
结论 做 个 类 比 . 
定理 9.4.5 令 V 是 一 有 限 维 内 积 空间 .0Q = {wi,，…, wu) 是 V 中 向 量 所 成 的 一 个 
规范 正 交集 . 对 于 Vv EV ,向量 v= 过 vy 衣 谊 坝 十 十 二 v, 友人 友和 称 为 w 关 于 0 
的 傅立叶 展开 . 
1) ( 贝 塞 尔 不 等 式 ) ”对 于 VEvVv,lzl 过 | |， 
2) 集合 Q 是 V 的 一 个 (规范 正 交 ) 哈 梅 尔 基 , 当 且 仅 当 对 于 vw EV,v= v. 
3) 集合 Q 是 V 的 一 个 (规范 正 交 ) 哈 梅 尔 基 , 当 且 仅 当 对 于 VvEV, 贝 塞 尔 恒等式 
成 立 , 即 , 当 且 仅 当 对 于 Vvv€E V,|v| = | vl. 
4) 集合 9 是 V 的 一 个 (规范 正 交 ) 哈 梅 尔 基 , 当 且 仅 当 对 于 Vv, w EV, 帕 塞 瓦 尔 
恒等式 成 立 , 即 , 当 且 仅 当 对 于 Yu wE€ V， 
Un = i 


9.5 基 芍 正 交 北方 法 


9.5.1 射影 定理 


如 果 S 是 内 积 空间 V 的 子 空间 ,那么 S 门 S+ = 二 {0). 这 就 产生 了 一 个 问题 : 子 空间 
S 的 正 交 补 是 否 为 S 的 一 个 (向 量 空间 ) 补 , 即 , 是 否 V 二 SS-. 

如 果 S 是 V 的 一 个 有 限 维 子 空间 ,那么 答案 是 肯定 的 ,但 是 对 于 无 限 维 子 空 间 ,S 
必须 有 完备 的 拓扑 性 质 . 我 们 将 在 后 面 讨 论 一 般 情 况 , 现在 先 举例 说 明 , 通 
常 ,V 天 S 四 SL. 

例 9.5:1 设 V = 二 LL, 并 且 令 S 是 由 向 量 e; = (0,…，0,， 1 0…) 生成 的 子 空间 ， 
其 中 在 e; 中 ,第 i 个 坐标 为 1, 其 余 为 0. 因此 ,S 是 L? 中 所 有 含有 有 限 个 支 集 的 序列 , 即 ， 
仅 有 有 限 个 非 零 项 的 序列 所 成 的 子 空间 . 

如 果 元 三 (xz,) EE St; 那么 对 于 Yiyzi 二 过 wy 如 六 三 05 所 以 二 0@ 轩 些 # 和 + = 
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{0)} ,并 且 S$ 田 SL = S 关 1. 

正如 下 一 个 定理 所 说 的 那样 ,在 有 限 维 的 情形 下 , 正 交 补 也 是 向 量 空间 补 . 通常 称 
这 个 定理 为 射影 定理 ,讨论 到 射影 算 子 时 ,理由 就 会 很 显然 了 . (我 们 会 在 第 12 章 讨 论 
无 限 维 情形 下 的 射影 定理 ). 

定理 9.5.1 (射影 定理 ) 令 S 是 一 内 积 空 间 的 有 限 维 子 空间 , 则 V = SS-+, 即 ， 
对 于 Vv € V, 都 存在 唯一 向 量 s€ S 和 st€ SL ,使 得 v = s 十 s+. 

证 明 令 Q= {ww,，…, wu) 是 S 的 一 个 规范 正 交集 .对 
于 Vv EV, 考 虑 关于 Q 的 傅立叶 展开 

VU= 过 vWD 二 二 vw > 

我 们 可 以 记 v = v 十 (v 一 v), 其 中 v€ 5S, 而且 
Vv 一 ESt, 因 为 过 wv 一 Vy > = 之 vy WW> 一 <v, 之 一 
0, 所 以 V = S 田 S+. 我 们 已 知 SNM S++ = {0), 因 此 V=S 
四 St+ (图 9-1). 

根据 射影 定理 的 证 明 ,v 在 S 中 的 分 量 正好 是 v 的 关于 S 的 任何 规范 正 交 基 Q 的 
傅立叶 展开 . 


9.5.2 正 交 直 和 


定义 9.5.1 令 双 是 一 内 积 空间 ,Si，…，S, 是 V 的 子 空间 . 如 果 
DV=S@…S,; 
2) 对 于 i 关 j，S; | S;， 
那么 我 们 就 说 V 是 S1，…，5, 的 正 交 直 和 , 记 为 S 二 SO … OS,. 
射影 定理 叙述 了 对 于 V 的 任意 一 个 有 限 维 子 空间 S,V 二 SOS+ .下面 的 简单 结论 


非常 有 用 : 
定理 9.5.2 今 V 是 一 内 积 空间 ,以 下 论断 等 价 : 
1yV = S$S©T. 


VE SHOTHAT.=". 

Ve THNES., 

证 明 1) 之 2) 由 V = 二 S@T,S | TT, 这 说 明 TC S+. 但 是 如 果 wE€ S+ ,那么 对 
于 s€ St ET,w = st; 所 以 0== 之 s, w= 二 < 之 s,s 二 < s， 1 
这 说 明 s = 0, 从 而 有 mwE T. 因 此 ,S+CT, 从 而 S+ 二 T. 所 以 ,论断 2) 成 立 . 

2) 二 3) ”显然 成 立 . 

3) 过 1) ”如 果 3) 成 立 , 那 么 TC St+, 则 S | T, 所 以 论断 1) 成 立 . 

定理 9.5.3 令 V 是 一 内 积 空间 . 
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1) 若 dim(CV)<ce 且 SS 是 Y 的 一 个 子 空间 ,那么 dim(S+) = dim(V) 一 dim(S). 

2) 如 果 S 是 V 的 一 个 有 限 维 子 空间 ,那么 (S+)+ = S. 

3) 如 果 S 是 V 的 子 集 , 且 dim(span(S)) 二 co, 那么 (S+)+ = span(S). 

证 明 1) 因为 V = 二 SS+, 所 以 dim(V) = dim(S) 十 dim(S+). 

2) 显然 SC (St)+. 另 外 ,车 vE€E (St+)+, 则 由 射影 定理 知 v = ;十 ,其 中 s€ 5S， 
s EE St+. 但 是 vE (St+)+; 所 以 0 二 之 v, 5 庆 = 之 s,s 分 ,所 以 s 三 0, 这 说 明 立 人 
SS: 困 此 ,SS 六 区 S, 从 而 (CSL) 填 一 一 S; 

9.5.3 施 密 特 正 交 化 方法 

在 内 积 空间 V 中 给 定 一 线性 无 关 序 列 B = {vi, wv,，… } 后, 我们 在 V 中 很 容易 就 
可 以 构造 一 正 交 序 列 0 一 {i 人 ) ,并且 对 于 Vk, 有 性 质 

span{ui, ***, ur} = span{vi, **, vi}. 

下 面 的 构造 称 为 施 密 特 正 交 化 方法 . 

首先 令 Ul 了 1 

然后 ,我 们 找 出 形 为 Uz = vz riv 的 向 量 U2 ,使 得 二 wu;， ui 这 二 0, 即 ,使 得 

0 一 < 斤 x，Ui 过 一 过 Wi 三 过 vs，, uil 六 十 后 < 
或 ,等 价 地 


人 
< usu 之 
因此 ,用 这 个 公式 定义 ri 后 ,我们 看 到 集合 {wu ， wz} 是 正 交 的 ,并 且 
span{ui, us} = span{vi, v,). 
更 一 般 地 ,假设 {ui ，…，uw_1) 是 正 交 的 ,并 且 
span{wui, ***, ui} = span(w ,VL1). 


想 找 一 个 形 为 wu == wi 十 rit 十 十 reiuel 的 向 量 2 使 得 对 于 Vi Ely *“™, 
k=— 1 < me > = "05hs 
0 二 二 ui, Wi > a Uk | riuil | 和 | Tak—iWUi—iy 2 全 < A UY 


或 ,等 价 地 ,对 于 Vi 一 1，…，J， 


> 
< WU 2 
由 这 个 公式 定义 x; 后 ,就 可 以 得 到 我 们 想 要 的 向 量 .下 面 总 结 一 下 . 
定理 9. 5.4( 格 拉 姆 一 施 密 特 正 交 化 方法 ) 设 B={vi,，v,，… } 是 内 积 空间 Y 中 


ri; 一 


“212 % 近世 代数 观点 下 的 高 等 代数 


线性 无 关 向 量 所 成 的 一 个 序列 . 如 果 我 们 定义 


4 


那么 序列 Q = {wi， ws，… ) 是 线性 无 关 向 量 v 所 成 的 一 个 正 交 序列 ,并 且 对 于 Vk 二 
1, 2, .… 有 性 质 


span{ui, ***, us} = span{vi, **, Ve}. 


例 9.5.2 考虑 下 上 全 体 多 项 式 所 成 的 内 积 空 间 下 Lzxj], 且 其 内 积 由 
pr), qr)> = | px)a(r) dx 


定义 .在 序列 B 二 {hs TX， Wy A 2 》 上 应 用 格拉 姆 一 施 密 特 正 交 化 方法 ,得 


u(x) = 1. 


uz (x) x lL 。1 一 工 . 


za ( 工 ) 一 Zz 的 。 1 这 上 二 让 所: 
| dz | xdz 
4 —1 
1 
| zdz | wd | # (zd ] 
一 1 二 = ee 
ZW4 (二 ) 一 工 。1 。 TR “ls | 
| a | dg | (盖子 ) dz 
= = 一 1 3 
= 一 喜 z. 


依次 类 推 . 这 个 序列 中 的 多 项 式 是 勒 让 德 多 项 式 . 
9.5.4 黎 效 表示 定理 


如 果 二 是 内 积 空间 V 的 一 个 向 量 ,那么 不 难看 出 由 p.(z) = 二 v, zx 之 定义 的 函数 
p;: V> 玉 是 V 上 一 线性 泛 函 . 以 下 定理 表明 : 有 限 维 内 积 空间 V 上 所 有 线性 泛 函 都 有 
这 种 形式 . 

定理 9. 5. 5( 黎 兹 表示 定理 ) 令 六 是 一 有 限 维 内 积 空间 , AfEV” 是 V 上 一 线性 泛 
函 , 那 么 存在 唯一 的 向 量 EV ,使 得 对 于 Vv E V,f(v) 三 所 和 > 

证 明 如 果 了 是 零 泛 函 ,那么 我 们 可 以 取 = 0, 所 以 我 们 假设 f 取 0. 如 果 & EV， 
使 得 对 于 Vv€E V,f(v) = 二 v, 6 之 ,那么 对 于 YvE€ Ker(/), < 《之 二 0. 因 此， 
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我 们 必须 在 Ker(/)+ 中 找 出 一 个 & 
如 果 dim(V) = n, 那 么 dim(Ker( 了 有 )) 二 n 一 1. 因 此 ,我 们 可 以 选取 单位 向 量 w € 
Ker( 有 )+ ,并 记 为 V = 二 之 OKer( 亡 .我们 要 找到 一 个 > € 下, 使 得 对 于 Vv EV， 
f(v) = 二 v, rm 之 .特别 地 ,对 于 vw = “我 们 想得到 
A 
因此 , 取 7 = 二 =f(w) ,从 而 = 二 fw)u. 对 于 wEKer(/), 任 意向 量 vEV 都 有 形式 "一 
au 十 bw，, 所 以 


vu, E> =v fuOu>= fu vu> = fa = flau) = flaut bw) = fr. 
由 黎 效 表示 定理 ,有 gpg(&) = 二 &, 可 以 定义 映射 pg: V* 一 V, 这 里 是 使 f(v) 二 二 v， 
ru 写成 立 的 V 中 的 唯一 向 量 , 即 ,对 于 VYvEV,g( 有 由 f(v) 二 二 v, gp( 了 二 定 义 . 因为 


vp(rf te) = rf tg (ws rh sgkd) 
Ss rp(f)+sp(g)>, 


所 以 g(rf 十 sg) 二 rp(/) 十 sp(g). 因 此,g 是 共 斩 线 性 的 . 另外 ,9p 显然 是 满 射 的 ,同时 
也 是 单 射 的 ,因为 pg(f) = 0, 所 以 三 = 0, 从 而 映射 pg: V" 一 Y 是 一 个 共 轿 同 构 . 


| 


下 规 算 了 于 的 谱 理 论 


本 章 主要 研究 内 积 空间 上 几 种 特殊 类 型 的 线性 算 子 的 结构 .为 了 定义 这 些 算 子 ,我 
们 引入 另 一 种 伴随 (不 同 于 前 面 的 算 子 伴随 ). 

本 章 主要 讨论 线性 算 子 的 伴随 、 正 交 可 对 角 化 性 、 自 伴 算 子 、 西 算 子 、 正 规 算 子 、 正 
交 对 角 化 、 正 交 射 影 . 正 交 单位 分 解 . 谱 定理 、 算 子 的 极 分 解 等 内 容 . 

现在 ,我 们 只 在 有 限 维 的 情形 下 定义 这 一 伴随 ,而 在 后 面 再 讨论 无 限 维 情形 下 的 


10.1 正 交 可 对 角 化 性 


10.1.1 线性 算 子 的 伴随 


定理 10.1.1 令 V 和 WW 是 下 上 有 限 维 内 积 空间 , 且 令 rE€ L(V,W), 那 么 对 于 
VvEV,wE€ WW, 存在 由 条 件 二 rt(v),w== 二 v, rt* (w) > 定义 的 唯一 的 函数 r”: 
W—V. 

证 明 ”对 于 选 定 的 w € WWW, 考虑 由 9,(v) 二 过 rt(v),w 放 定义 的 函数 0,:V 一 下 . 
容易 验证 0, 是 V 上 一 个 线性 泛 函 ,所 以 由 黎 兹 表示 定理 知 , 存 在 唯一 的 向 量 《4 €E V ,使 
得 对 于 Vv EV,0,(v) = 过 rt(v),w 之 二 二 v,& 放 .因此 ,如 果 我 们 规定 c* (w) 二 &, 那 
么 对 于 Vv EV, 二 rt(v),w 这 == 二 v,r* (w) 之 .这 就 确立 z* 的 存在 和 唯一 性 . 

为 了 证 rt” 是 线性 的 ,观察 对 于 VvE V， 

vr (rw sw ) > = rv ,rwt+sw > 
= 过 rv ,zw 一 十 < rv),w > 
=7vyr (Ww) +s vr (ww) > 
= 过 vrr’ (v) vs’ (w) > 
一 < 上 rz" (w) scr" (w ) >. 
所 以 (rw 十 sw ) 一 rr (w) 十 sr" (w). 因 此 ,tr*” € L(V,W). 
定义 10.1.1 定理 中 定义 的 函数 一 :WV 在 LW,V) 中 ,叫做 zt 的 伴随 . 
已 知 算 子 伴随 z* 的 矩阵 是 映射 + 的 和 矩阵 的 转 置 . 对 于 希 尔 伯 特 空间 伴随 ,情况 有 些 


第 10 章 正规 算 子 的 谱 理论 “ 215 


不 同 . 设 B= {6 ,…,b,} 是 V 的 有 序 规范 正 交 基 ,C = {ci1,…，,c。) 是 W 的 有 序 规范 正 交 
基 . 如 果 令 (Cr)a.c = (ai,;) ,那么 ?Ci 是 c， 在 r(O) 中 的 坐标 , 即 Ci 二 二 Tb;) sc; Pe 
另 一 方面 ,如 果 (r* } en = (ai,;) ,那么 Qi,j 是 2; 在 r” (Cc;) 中 的 坐标 , 即 


Qi = (0) ,by = br (6) FF > ay 

如 果 A = (cv ) 是 下 上 的 矩阵 ,那么 A 的 共 斩 转 置 是 矩阵 A ”一 (cv ) 

定理 10.1.2 令 rE€E L(V,W), 其 中 V 和 W 是 有 限 维 内 积 空 间 , 设 B 和 C 分 别 是 
V 和 WW 的 有 序 规范 正 交 基 ,那么 (tr* )cs = ((Cr)cx)”, 即 ,伴随 r” 的 和 矩阵 是 = 的 矩阵 的 
共 纯 转 置 . 

下 面 是 伴随 的 一 些 基 本 性 质 : 

定理 10.1.3 令 o,rE L(V,W), 其 中 VV 和 W 是 有 限 维 内 积 空 间 . 

1) < (Ws = Vr) > 

2) (os so rs 

3) Cri)” = 

4) rz” ”一 T， 

5) 如 果 刀 三 殉 , 那 么 (cr) ”一 ro 

6) 如 果 t 是 可 道 的 ,那么 (cr)* = (tr*) 7. 

证 有 明 3) 之 vy(rr)*u 守 = 之 rr(Wu>=r 人 r=r 人 vr (WW >>= 
过 vre* (w) 盖 , 所 以 (rrz) ”一 rr ， 


10.1.2 ” 正 交 可 对 角 化 性 
有 限 维 向 量 空 间 V 上 线性 算 子 rE L(V) 是 可 对 角 化 的 , 当 且 仅 当 V 含有 一 个 完全 
由 zt 的 本 征 向 量 所 成 的 基 , 或 等 价 地 , 当 且 仅 当 + 有 谱 分 解 
rz 一 jpl 十 … 十 xp 
其 中 ,oi 十 … 十 pr 一: 是 一 个 单位 分 解 ,Ni; 是 zt 的 互 异 本 征 值 ,pi 是 映 到 本 征 空间 6; 的 
射影 . 由 于 


V=6, OO6,, 
所 以 +t 的 作用 可 以 用 以 下 简单 形式 表示 出 来 : 
v= 如 十 下 十 Vi 访 T(V) 一 和 十 …… 十 Auk 
这 里 对 于 Vi,v € 0,. 
虽然 + 的 这 种 描述 是 简单 的 ,但 也 要 找 出 v 的 属于 每 个 本 征 空间 5, 的 分 量 . 
设 V 是 有 限 维 内 积 空 间 ,Q 是 完全 由 z+ 的 本 征 值 所 构成 的 有 序 规范 正 交 基 . 
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如 果 Q; = {wa ，… ,uw}) 是 QQ 的 属于 ;的 本 征 值 所 成 的 子 集 ,那么 Q; 是 6 的 有 序 
规范 正 交 基 , 且 v 在 6 中 的 分 量 v 是 v 关 于 Q; 的 易 计算 的 傅立叶 展开 
VW = vu > Ws ya > i 
因此 ,zc 的 作用 就 有 了 真正 简单 的 形式 : 
VU 二 如 十 下 十 可 字 T(V) 二 机 太 十 十 D4. 
定义 10.1.2 令 V 是 一 有 限 维 内 积 空间 , 且 rt€ 上 (V), 车 存在 V 的 一 个 规范 正 交 
基 Q ,使 得 (rz)x 是 一 个 对 角 阵 ,那么 我 们 就 说 + 是 正 交 可 对 角 化 的 . 
显然 ,从 讨论 中 可 以 知道 t+ 是正 交 可 对 角 化 的 , 当 且 仅 当 存在 V 的 一 个 完全 由 + 的 
本 征 向 量 所 构成 的 规范 正 交 基 , 即 , 当 且 仅 当 
了 一 oO…OlN 


As 


10.2 正规 算 子 


10.2.1 本 征 多 项 式 


设 V 是 下 上 一 个 有 限 维 内 积 空 间 , 且 rE€ LCV) 的 本 征 多 项 式 的 根 都 在 下 中 , 即 ,z 
的 极 小 多 项 式 在 上 分 裂 成 线性 因子 的 一 个 积 , 设 
mr A As 
这 里 4 是 + 的 互 异 本 征 值 (比如 ,在 复 内 积 空间 上 ,任何 算 子 都 会 有 这 样 的 情形 ) ,那么 ， 
根据 准 素 分 解 定 理 , 我 们 把 V 记 为 直 和 V 二 Vi 由 … 外 Vi, 这 里 
Vi;= {1vEV| (rt Nh)’(v) = 0). 
车 v 是 + 的 属于 本 征 值 *; 的 本 征 向量 , 那 么 (tr 一 A;)(v) 二 0, 所 以 vE Vi. 换 句 话说 ， 
6 己 Vi. 因此 ,zr 是 正 交 可 对 角 化 的 , 当 且 仅 当 
| 
2) 对 璐 ; 尖 才 让 了 高 
首先 考虑 性 质 2). 这 一 性 质 等 价 于 : 对 于 i 了 关 j ,rt(v) 二 hv, 且 
twW) = Ajw> < vw >= 0. 
注意 到 过 vw 这 = 之 tv) ,w= 之 vt (w) 祖 = 之 v,Nw= 二 之 v,w> 
(如 果 Tt* (w) 二 New 成 立 ) ,这 就 是 说 二 wz 二 一 0 (因为 六 ). 
因此 ,如 果 对 于 Yj,t 都 有 性 质 z(w) = Ajw 字 tr" (w) 二 加 w, 那 么 性 质 2) 成 立 . 这 
等 价 于 


第 10 章 ”正规 算 子 的 谱 理论 人 


(rz 一 人 )(w) 一 0 人 (Cr —h)(w) 一 0， 


(或 ,因为 X47 坟 , 其 中 4 是 单位 算 子 ), 所 以 (rt 一 和 )(w) 一 0 字 (r 一 人 )” (zw) 一 0. 


ow),ow) >>=0> <o' (wo (w)>>= 0. 
如 果 o*o 二 oo” ,那么 上 式 成 立 . 因为 在 这 种 情形 下 ， 
< ow ow) Fo ow w= (Ww = CW 0 (WwW) >, 
但 是 cc 二 co" , 当 且 仅 当 zz 三 rz 7， 因此 我 们 得 出 rr=rr 之 性 质 2) 成 立 . 


10.2.2 几 类 典型 的 算 子 


定义 10.2.1 令 V 是 一 内 积 空间 , 且 令 rE€ L(V), 那 么 

如 果 rt” 三 t+, 那么 + 是 一 个 自 伴 算 子 ,或 埃 尔 米 特 算 子 . 

如 果 是 双 射 的 , 且 r” = 一 ,那么 z 是 一 个 丁 算 子 . 

如 果 rr ” =zr, 那 么 是 一 个 正规 算 子 . 

显然 , 自 伴 算 子 和 西 算 子 都 是 正规 算 子 . 

这 些 定义 也 有 算 阵 的 等 价 形 , 但 是 对 于 实 矩 阵 与 复 矩 阵 , 术 语 是 不 同 的 . 如 果 A = 
(ai,;) 是 下 上 一 个 矩阵 ,那么 A” = (av) 是 A 的 共 恩 转 置 . 

定义 10.2.2 令 4 是 一 个 复 和 矩阵 ,那么 

1) 如 果 A” = 人 ,那么 A 是 一 个 埃 尔 米 特 矩 阵 . 

2) 如 果 A "= 一 A, 那 么 A 是 一 个 斜 埃 尔 米 特 矩阵 . 

3) 如 果 A 是 可 北 的 , 且 A” = 4 ,那么 A 是 一 个 本 和 矩阵. 

4) 如 果 A4A "=A4"*A4, 那 么 A 是 一 个 正规 矩阵 . 

令 A 是 一 个 实 和 矩阵 ,那么 A” = A .我 们 就 说 

5) 如 果 A" 二 A, 那 么 A 是 一 个 对 称 阵 . 

6) 如 果 A = 一 A, 那 么 A 是 一 个 斜 对 称 阵 . 

7) 如 果 A 是 可 道 的 , 且 A == A ,那么 A 是 一 个 正 交 阵 . 

在 有 限 维 的 情形 下 ,对 于 V 的 任意 有 序 规范 正 交 基 Q,(r* )g 二 (7)6. 

所 以 如 果 是 一 个 正规 算 子 ,那么 


(rjaltr)t = (rolr’ a = (re n= (i tg = (re ota = (ra (rn. 


这 说 明 r 的 矩阵 (r)a 是 一 正规 矩阵 . 其 逆 命 题 也 成 立 . 事实 上 ,我 们 可 以 说 rt 是 一 正 
规 算 子 ( 自 伴 算 子 、 西 算 子 ), 当 且 仅 当 关于 有 序 规范 正 交 基 Q 的 表示 的 任何 矩阵 都 是 
正规 矩阵 ( 埃 尔 米 特 矩 阵 、 西 矩阵 ). 
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10.2.3 自 伴 算 子 
定义 10.2.3 对 于 Vv,w €E V, 二 rv),w 之 = 二 v,r(w) 过 ， 称 算 子 r* 是 自 
伴 算 子 . 


下 面 是 这 些 重要 算 子 的 一 些 基 本 性 质 . 

定理 10.2.1 令 V 是 内 积 空间 , 且 令 o,r € L(V). 

1) 如 果 o,t 是 自 伴 算 子 ,那么 oc 十 t 也 是 一 个 自 伴 算 子 . 

2) 如 果 zt 是 一 个 自 伴 算 子 ,r 是 一 个 实数 ,那么 rz 是 一 个 自 伴 算 子 . 

3) 如 果 o,t 是 自 伴 算 子 , 那 么 cr 是 一 个 自 伴 算 子 , 当 且 仅 当 cr = zo. 

4) 如 果 z 是 一 个 自 伴 和 可 逆 算 子 ,那么 =: 也 是 一 个 自 伴 和 可 逆 算 子 . 

证 明 3) 注意 到 (cr)” 三 ro” ,所 以 (gr)* 二 or 急 r 6” 二 or 今 ro 一 ar， 

定理 10.2.2 令 V 是 一 内 积 空间 . 

1) 如 果 + 是 一 个 自 伴 算 子 ,那么 对 于 Yv EV, 二 rl(v),v 之 是 实数 . 

2) 如 果 V 是 复 内 积 空 间 , 且 对 于 v € V, 二 r(v),v > 是 实数 ,那么 = 是 一 个 自 
伴 算 子 . 

3) 如 果 tc 是 一 个 自 伴 算 子 , 且 对 于 vEV, 二 rv),v 之 = 0, 那么 t= 0. 

4) 如 果 是 一 个 自 伴 算 子 ,那么 对 于 Yk 二 0,r(v) = 0, 有 rv) 一 0， 

5) 如 果 tc 是 一 个 自 伴 算 子 , 那 么 + 的 特征 多 项 式 ( 从 而 极 小 多 项 式 ) 的 复 根 都 是 
实数 . 
6) 如 果 ),， 是 自 伴 算 子 r 的 互 异 本 征 值 ,那么 6 | 56,. 

证 明 1) 因为 二 r(o,o 之 = 二 ro 之 = 二 ro 之 ,所 以 二 ro 和 > 必 为 
2) 因为 
et MUS Yr (VY = TS dd) > 


二 过 tz(W) ,v0 光一 过 t(D,0 沁 .二 0,( 因 为 二 tCv),v 之 是 实数 ) 
所 以 根据 定理 10. 2. 3,r 一 rz” = 0, 这 说 明 + 是 一 个 自 伴 算 子 . 
3) 由 定理 10. 2. 3 知 , 在 复 内 积 空间 上 ,这 是 成 立 的 ,因此 我 们 只 要 考虑 在 实 内 积 空 
间 上 的 情形 ,我 们 有 
0==rry) r+ y= rr ,r+ ry) ,y+ rz) ,y+ TOY IT > 
—< rx) y+ ry r= rr) y+ ry = rr ,y+ ry > 
LY 
所 以 t= 0. 
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4) 如 果 对 于 Yv EV,r(v) = 0, 那 么 对 于 Var (v) = 0, 因 此 ， 
0 一 二 zz (和 之 一 二 (Vv (Vr (Co) 之 ， 

所 以 六 ”= 0. 重复 上 述 步 骤 , 最 后 得 出 + = 0. 

5) 首先 设 V 是 复 内 积 空间 ,4 是 C.(zx) 的 一 个 根 ,那么 对 于 Vv 关 0,r(v) = 加 ,同时 

DL 
TV = = VY 

所 以 4 = 二 ,这 说 明 4 是 一 个 实数 . 

如 果 V 是 实 向 量 空间 ,那么 我 们 必须 注意 ,如 果 是 C.(zx) 的 一 个 复 根 ,并 不 能 得 出 对 
于 Y0 关 vEV,r(v) == ww. 但 是 我 们 可 以 如 下 进行 下 去 :; 令 t 由 矩阵 A 表示 ,这 里 A 是 一 
个 关于 V 的 任意 有 序 基 的 矩阵 ,那么 C.(x) = C4 (x), 现在 ,虽然 A 是 实 对 称 阵 ,但 是 我 们 
可 以 把 A 看 作 是 恰 有 实 元 的 复 埃 尔 米 特 阵 . 同样 ,A 表示 复 空 间 C' 上 的 一 个 自 伴 线性 算 
子 , 所 以 根据 我 们 刚 证 过 的 内 容 ,A 的 特征 多 项 式 的 所 有 ( 复 ) 根 都 是 实数 . 但 是 无 论 我 们 
把 A 看 作 是 一 个 实 矩 阵 还 是 复 和 矩阵,A 的 特征 多 项 式 都 是 一 样 的 ,从 而 得 出 结论 . 

6) 假设 r(z) = Moyr(w) == yw, 这 里 v,w 关 0, 那么 

A=v,w>= ro w= vrw) = vw >= < vw>. 


所 以 ) 夭 / 则 二 ww 之 = 0. 
当然 ,一 个 自 伴 算 子 的 所 有 复 本 征 值 都 是 实数 ,所 以 r 的 极 小 多 项 式 可 以 分 解 为 线 


性 因子 的 积 . 


10.3 ” 正 交 对 角 化 


10.3.1 西 算 子 


现在 我 们 讨论 西 算 子 的 基本 性 质 。 

定义 10.3.1 zt 是 一 个 西 算 子 售 对 于 Vv,w EV, 二 tv) ,w= 二 vr (w) 二 . 

定理 10.3.1 令 V 是 一 个 内 积 空间 , 且 令 o,r € L(V). 

1) 如 果 = 是 一 个 丁 算 子 ,那么 = : 也 是 一 个 酉 算 子 . 

2) 如 果 o,t 是 西 算 子 ,那么 cr 也 是 一 个 西 算 子 . 

3) rz 是 一 个 酉 算 子 , 当 且 仅 当 它 是 一 个 满 射 等 距 . 

4) 如 果 dim(V) 二 co ,那么 是 酉 算 子 会 r 可 以 在 一 个 规范 正 交 基 上 取 一 规范 
正 交 基 . 

5) 如 果 = 是 一 个 酉 算 子 ,那么 rz 的 本 征 值 的 绝对 值 为 1. 

证 明 3) 对 于 双 射 线性 映射 +, 我 们 有 
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tc 是 等 距 售 对 于 Vmpz 友 EV, 志 ro) rw) 二 一 二 盖世 人 
售 对 于 VYv,w EVV, 过 vr Tw) >=< vw > 
和 对 于 Yw EV rlw) = ww 
Or r= Or tr !Or 是 西 算 子 . 
4) 设 t 是 酉 算 子 , 且 Q = {wa,…ywuz} 是 VV 的 一 个 规范 正 交 基 , 则 过 tlwi)， 
直人) 主 = 之 wy 友 产 二 全 jy ;所 以 az(Q) 十 六 的 一 个 规范 正 交 基 . 
反之 , 设 K 和 zr(Q) 是 V 的 规范 正 交 基 ,那么 冯 r(u)yr(C) 之 二 05 二 去 由 一 ， 


所 以 ,如 果 = 》)riauiyw 一 2715200 ,那么 


二 rv) ,rw) > 一 去 Drirtu)y Psi) 一 ri tu) ,ru) > 
之 大 二 < 5 帮 之 打 么 5 二 二 二 vyw 二 ， 


因此 ,zr 是 一 个 西 算 子 . 
5) rz 是 西 算 子 , 且 rv) = 各 ,那么 对 二 po 盖 = 志和 ho 二 一 二 r() ,rt(v) 之 一 
所 了 | 二 六 三 到 出 | 天 | 全 亚 


10. 3.2 正规 算 子 


定理 10.3.2 令 4A 是 一 个 矩阵 . 

1) 7 勾 即 矩阵 A 是 酉 矩阵 全 4 的 列 在 C" 中 作成 一 个 规范 正 交 集 . 

2) n Xn 和 矩阵 A 是 酉 矩阵 仿 A 的 行 在 C" 中 作成 一 规范 正 交集 . 

3) 如 果 A 是 西 矩 阵 , 那 么 | det(A) :| = |. 

特别 地 ,如 果 A 是 正 交 阵 ,那么 det(A) = 土 1. 

证 明 矩阵 A 是 酉 矩阵 全 4AA ”= 1, 这 与 A 的 行 是 规范 正 交 的 这 一 说 法 等 价 . 同 
理 ,A 是 西 矩 阵 仿 A* A = T, 这 与 A 的 列 是 规范 正 交 的 这 一 说 法 等 价 . 有 


AA* =1=> det(A)det(A*) = 1—>det(A) det(A) 一 上， 


我 们 讨论 正规 算 子 的 性 质 ,从 中 可 以 推出 正规 算 子 的 定义 . 

定理 10.3.3 令 V 是 一 个 内 积 空 间 ,t 是 V 上 一 个 正规 算 子 . 

1) 对 于 任意 多 项 式 p(x) € _F[z], 算 子 p(r) 也 是 一 个 正规 算 子 . 
2) rt(v) = 0 全 r (v) = 0. 

3) 对 于 Vk 这 0,t(v) = 二 0 地 rt(v) 一 0. 

4) 对 于 VAEF,(t—A)*(v) 一 0 字 (cr 一 人 )(o) = 0. 

5) 如 果 zt(v) 二 Av, 那么 (wv) 二 A(v). 

6) 如 果 X%,w 是 ct 的 互 异 本 征 值 ,那么 6 | 6,. 
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证 明 3) 易 知 算 子 oc == rc* 是 一 个 自 伴 算 子 ,因为 tc 是 一 个 正规 算 子 , 所 以 a(v) 一 
(zt*)*r*(v) 二 0, 从 而 根据 定理 10.2.2 得 ,oC(v) = 二 0, 即 tr* (za) 一 0. 

但 另 一 方面 0 = 二 过 rr* (v),v 之 = 之 rt(vV),t(v) 六 ;从 而 tC(v) 一 0. 

4) 可 从 论断 1) 和 论断 3) 推出 . 

5) 设 t(v) 二 加 0, 其 中 v 关 0; 则 (zr 一 和 )(v) 二 0. 因此 ,根据 论断 2),(t 一 A)* (vw) 三 
0; 同 时 (rt 一 4)” 二 zt* 一 4, 从 而 得 出 结论 . 

6) 假设 r(o) 二 Xv,t(w) 二 pyrw ,其 中 v,w 关 0, 那 么 A 二 vw 请 == 过 rt(v),w 这 = 
vr (WwW) 全 = 所 vw = vw>, 所 以 A 关 p 则 过 vw 二 ='0. 


10.3.3 ” 正 交 对 角 化 


下 面倒 述 线 性 代数 中 最 完美 的 定理 之 一 . 

定理 10.3.4 令 V 是 一 个 有 限 维 复 内 积 空 间 . 

1) V 上 线性 算 子 + 是 正 交 可 对 角 化 的 后 是 正规 算 子 . 

2) 在 V 上 的 所 有 正规 算 子 中 ,可 以 根据 其 本 征 值 来 描述 自 伴 算 子 和 酉 算 子 . 

一 个 正规 算 子 是 自 伴 算 子 十 它 的 本 征 值 都 是 实数 . 

一 个 正规 算 子 是 西 算 子 今 它 的 本 征 值 都 有 绝对 值 1. 

证 明 1) 令 z 是 复 内 积 空间 上 的 一 个 正规 算 子 . 如 果 的 极 小 多 项 式 的 素 因 式 分 解 是 

mk 一 (Ge DA Ry A VD 》 
那么 由 准 素 分 解 定理 得 ,V = Vi 四 … 中 Vi. 这 里 ,根据 定理 10. 2.2,4)， 
Vi={vEV|I (A =0= (vEV| (eA) = 0) =6,. 

因此 = |v 的 极 小 多 项 式 是 x 一 Ai, 从 而 对 于 Vi,e; 一 1. 所 以 V = 0)， 中 人 中 心 . 

而 且 , 定 理 10.2.2,6) 说 明 V 是 正 交 直 和 = 0 口 … 〖、6. 因 此 ,由 于 每 个 本 征 
空间 都 有 规范 正 交 基 ,我 们 可 以 构造 一 个 z 的 本 征 向 量 所 成 的 规范 正 交 基 , 所 以 = 是 正 
交 可 对 角 化 的 . 

至 于 逆 命 题 , 如 果 t+ 是 正 交 可 对 角 化 的 ,那么 存在 由 z+ 的 本 征 向 量 所 成 的 V 的 一 个 
规范 正 交 基 0 一 {ui a ,假定 TU;) = AiuU; ,那么 

Ut” (WW) > 一 二 20 六 二 ii 二 0 全 AiOi,; NGi Wi sy >s 
所 以 二 (uj) 和 Ajuj. 因此 
Te (uj;) = A Cu;) 本 AAju; 3 和 772 据守 玉生 (uj;) ee tr(u;)， 

所 以 t+ 是 一 个 正规 算 子 . 

2) 已 知 自 伴 算 子 是 正规 的 ,并 且 有 实 本 征 值 . 

另 一 方面 ,如 果 z 是 正规 算 子 , 且 有 实 本 征 值 ,那么 对 于 任意 属于 本 征 值 *; 的 本 征 
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向 量 wj yt” Cw) = Nu; = Nu; = rw). 又 因为 本 征 向 量 的 基 存 在 ,所 以 + 是 自 伴 算 子 . 
因此 ,在 有 限 维 复 内 积 空间 上 ,对 角 阵 为 正规 算 子 类 作成 了 一 典范 型 集 ( 至 少 不 计 对 角 
元 的 阶 的 情况 下 ). 实 内 积 空间 的 情况 稍 有 不 同 . 

定理 10.3.5 有 限 维 实 内 积 空间 上 的 线性 算 子 * 是 正 交 可 对 角 化 的 , 当 且 仅 当 它 
是 一 个 自 伴 算 子 . 

证 明 设立 是 一 实 内 积 空间 . 如 果 是 一 个 自 伴 算 子 ,那么 = 的 极 小 多 项 式 在 及 上 
是 分 裂 的 . 而 且 , 定 理 10. 2.2,4) 和 6)( 以 及 运用 在 对 称 算 子 rz 一 上 的 4)) 说 明 V 有 一 
个 属于 z 的 本 征 向 量 的 规范 正 交 基 . 因此 ,rz 是 正 交 可 对 角 化 的 . 

以 下 是 逆 命 题 的 矩阵 证 明 : 如 果 t 是 正 交 可 对 角 化 的 ,那么 存在 V 的 一 个 规范 正 交 基 
0Q, 使 得 (z)。 是 对 角 阵 ,又 因为 (r)a 是 实 和 矩阵 ,所 以 它 是 对 称 阵 . 因此 ,(r )o 一 《za 二 
(ra 一 (ra. 所 以 r ”一 工 

定理 10.3.4 和 10. 3.5 的 矩阵 等 价 形 如 下 所 示 : 

定理 10.3.6 1) 令 A 是 复方 阵 , 那 么 存在 西 矩 阵 U, 使 得 UAU- 是 对 角 阵 当 且 仅 
当 A 是 正规 矩阵 . 

2) 令 A 是 实 方 阵 ,那么 存在 正 交 阵 T, 使 得 TAT"!' 是 对 角 阵 当 且 仅 当 A 是 对 称 阵 . 

在 实 域 上 找 出 西 算 子 的 典范 型 的 问题 是 : 实 西 算 子 + 的 极 小 多 项 式 m.(zx) 在 R 上 
可 能 不 分 裂 . 如 果 * 是 实 酉 算 子 , 那 么 c= rz+r' =r 二 cr 是 自 伴 算 子 ,并 且 有 实 本 征 值 
所 成 的 一 个 完全 集 ,所 以 我 们 可 以 分 解 了 = 0 … 6,. 

这 里 6 = {vEV|(r+ 一 40(w) 二 0); 或 乘 以 zt,6 二 {1vEV|(r 一 Xr 
1) (v) = 0}. 

如 果 》 = 2, 由 于 zt 是 正规 算 子 ,所 以 

6 = {1vEVI|I(rD m1)(v)=0=(vEV | (tO— 1)(v) = 0}. 

如 果 7; = 一 2, 那 么 

:= {vEVI|(rt+1) (Vv) =0= {veE Vi| (rt 二 1)(v) = 0}. 

因此 ,在 本 征 空间 5 和 9， 上 (如 果 它 们 确实 存在 ) , 算 子 = 正好 分 别 乘 以 了 1 证 

对 于 关 圭 2, 我 们 可 以 如 下 分 解 每 个 6 : 取 vE 0 ,考虑 span{v,r(v)} 0 的 这 个 
子 空间 是 不 变 的 ,因为 r(r(z)) 一 王 (z) = XNir(v) 一 v. 因此 ,我 们 可 以 记 为 

6 = span{v,t(v)}Ospan{v,r(v)}-. 

这 样 一 直 继 续 下 去 ,我 们 就 可 以 把 每 个 2 记 为 二 维 空间 的 一 个 正 交 直 和 ,其 中 zt 是 

一 个 实 西 算 子 , 从 而 
V = 6.©06 :OW OWn. 
这 里 dim(W,;) 二 2, 并 且 每 个 直 和 项 在 + 之 下 都 是 不 变 的 . 
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因此 ,我们 只 要 确定 二 维 空间 克 上 实 酉 算 子 z 的 矩阵 .z 的 关于 交 的 任意 规范 正 交 
基 的 矩阵 都 是 正 交 的 ,所 以 如 果 


机 而 
(Cr) 二 [ sh 
那么 十 丰 二 1,c 十 d? = 二 1,ac 十 bd = 二 0. 又 因为 det(z) 是 极 小 多 项 式 
mx) 三 和 2 一 Nir 十 1 一 .0 
的 常数 项 ,所 以 det(r) = 1, 即 ad 一 bc == 1. 解 这 些 方程 得 4 = a,c == 一 65, 所 以 
a b 
(z) = pe - 
因为 (a,6) 是 R 中 的 单位 向 量 ,所 以 对 于 任意 实数 9,(a,6) 一 〈cosg,sin0) ,从 而 
Pe 人 COSO 0 


一 Sin0 cos0 
因此 ,我 们 就 有 了 以 下 

定理 10.3.7 令 rz 是 有 限 维 实 内 积 空间 V 上 的 一 个 酉 算 子 ,那么 存在 V 的 一 规范 
正 交 基 ,使 得 r 的 矩阵 有 分 块 形 式 
1 


| COSO1 sinO | 


一 sin cos 


| cosO: sinO: | 


— sinG: cosO. 


10.4 线性 算 子 的 正 交 分 解 


10.4.1 正 交 射影 
现在 我 们 从 射影 算 子 方面 来 描述 正 交 可 对 角 化 性 的 特征 . 
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定义 10.4.1 令 VV=S@OSL.S 上 沿 S+ 的 射影 映射 po: 了 一 SS 叫做 映 到 S 上 的 正 
交 射 影 . 换 句 话说 ,射影 映射 o 是 一 个 正 交 射影 ,如 果 V = Im(p) Ker(p). 

因此 , 正 交 射 影 恰 是 一 种 特殊 的 射影 算 子 ,其 中 Ker(p) = Im(p)+ .要 特别 注意 的 
是 ,不 要 混淆 术语 “ 正 交 射影 ”与 概念 “互相 正 交 的 射影 ”, 即 po = oo 二 0. 

算 子 po 是 一 个 射影 算 子 So 是 一 个 办 等 算 子 . 

定理 10. 4.1 线性 算 子 p € L(V) 是 一 个 正 交 射影 So 既是 宕 等 又 是 自 伴 算 子 . 

证 明 设 o 既是 寡 等 算 子 又 是 自 伴 算 子 ,那么 p 是 In(o) 上 沿 Ker(o) 的 射影 ， 
V 二 Im(p) 四 Ker(o). 而 且 , 如 果 ZE Ker(p) ,那么 过 0) 二 六 二 二 pp(2)>= 0 
所 以 Im(p) | Ker(o). 因 此 ,V = Im(p)©Ker(p) ,这 说 明 o 是 一 个 正 交 身影 

假设 o 是 一 个 正 交 身 影 ,那么 o 就 是 一 个 宕 等 算 子 ,我 们 只 要 证 它 是 一 个 自 伴 算 子 . 
因为 6 是 一 个 正 交 射 影 ,所 以 了 = Im(o)©Ker(p). 但 是 如 果 v€E Im(p) ,那么 v= p(w)， 
从 而 


pV) = po(w)) = 0 (w) = pw) 一 也 
因此 ,Im(p) 中 所 有 非 零 向 量 都 是 属于 本 征 值 1 的 本 征 向 量 . 而 且 , 如 果 ZE 
Ker(o) ,那么 p(x) = 二 0 二 0x. 所 以 ,Ker(p) 中 所 有 非 零 向 量 都 是 属于 本 征 值 0 的 本 征 向 
量 . 因此 ,我 们 可 以 找 出 一 个 完全 由 6 的 本 征 向 量 所 成 的 V 的 规范 正 交 基 , 这 说 明 po 是 一 
个 正规 算 子 . 
最 后 ,因为 o 的 本 征 值 是 实数 ,所 以 p 必 是 一 个 自 伴 算 子 . 对 于 正 交 射 影 p, 我 们 有 
vpv) = v0 Co) >=< pv ,pv) >. 


10.4.2 正 交 射影 的 性 质 


定理 10. 4.2 线性 算 子 oE L(V) 是 一 个 正 交 射影 会 o 是 一 个 寡 等 算 子 ,并且 对 于 
vv€EV,|owW < lvl. 

证 明 充分 性 ”假设 p 是 一 个 宕 等 算 子 , 且 p(w 二 vl. 

我 们 要 证 V = Ker(p)©Im(p) ,根据 定理 10.4.2, 只 要 证 Im(p) C Ker(p) .这 
个 问题 的 关键 是 V = Ker(p) Ker(p)+ ,由 射影 定理 ,对 于 dim(Ker(p)) < ce ,这 是 
成 立 的 . 在 这 一 假设 之 下 继续 下 去 , 从 而 对 于 VYw € Im(p),w 二 工 十 y, 其 中 
rE Ker(p),y € Ker(p)+ ,由 于 po 是 一 个 宕 等 算 子 ,mw 二 p(w) = oOCZ) 十 p(y) 二 
poCy) ,所 以 


lz yl|:= lwll’= le 1 a lyl, 
则 | zl = 0; 从 而 x 二 0. 所 以 w= 二 y € Ker(p)+ ,从 而 Im(p) C Ker(p)-…. 
下 面 三 个 定理 给 出 了 正 交 射 影 的 一 些 其 他 性 质 . 
定理 10.4.3 1) 如 果 p 和 a 都 是 正 交 射 影 ,那么 由 po 二 0 可 得 oo 二 0. 
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2) 两 正 交 射 影 op。 和 o 互相 正 交 , 当 且 仅 当 Im(p) | Im(c). 

定理 10.4.4 令 V 是 域 上 特征 关 2 的 一 个 向 量 空间 . 

1) 令 o 和 是 正 交 射影 , 则 po 十 c 是 一 正 交 射影 当 且 仅 当 o | c, 在 此 情形 下 po 十 c 是 
Im(p) OIm(o) 卡 演 Ker(o) 门 Ker(o) 的 射影 . 

2) 令 po1,… ,pt 是 正 交 射影 ,那么 o = ol 十 … 十 ps 是 一 个 正 交 射影 , 当 且 仅 当 对 于 
Vi 天 Jo | pj. 

3) 令 o 和 ec 都 是 正 交 映 影 ,那么 po 一 5 是 一 个 正 交 射影 , 当 且 仅 当 poc = oo = 
在 这 一 情形 下 ,po 一 o 是 Im(p) 门 Ker (oc) 上 沿 Ker(p)、1Im(o) 的 射影 . 

4) 令 p 和 oc 是 正 交 射 影 , 若 po = o, 则 po 是 一 个 正 交 射影 . 在 此 情形 下 ,oo 是 
Im(p) 门 Im(o) 上 沿 Ker(p) Ker(o) 的 射影 . 

证 明 2) 如 果 p; 是 一 个 正 交 射影 , 且 对 于 Vi 天 Jo |oi ,那么 对 于 Vi 关 j ,pip; 一 
0, 所 以 不 难 验证 o = po,p”= 0. 因 此 ,o 是 一 个 正 交 射影 . 

反之 ,假设 p 是 一 个 正 交 身影 ,z E Im(p;) ,那么 ciCz) = 并 从 而 


wl ”2 petal 记过 50 2 on) ig 
= Eo > oda 


2 pda te hes 


则 对 于 j 关 iyo; (x) 二 0. 换 名 话说 ,Im(o) C Ker(pj) = Im(p;)+. 因 此 ,对 于 YVv,w E€ 
V,0 二 之 pj(v) ,p(w) 之 二 之 pip;(v),w 这. 这 说 明 pip; 二 0, 即 jp; | oj 
定理 10. 4.5 对 于 正 交 投射 影 。 和 ,以 下 论断 等 价 : 
1 六 对 于 NVE VI(6— (WD 0 
2) 对 于 VEYV, lcco) | < | pdv). 
3) Im(o) C Im(p). 
4) oo 一 0. 
5 go = 0 
如 果 这 些 条 件 中 的 任意 一 个 成 立 ; 我 们 就 说 o 小 于 或 等 于 p, 记 为 co 过 po. 
证 明 1) 之 2) ”由 1) 成立, 有 
(OE < ee DE 
= (pW pV) SW Gy) > 
= iptw) ?© Mecw ls 


2) 二 3) 由 2) 成 立 , 对 于 VvE Im(o),v 二 ZX 十 y,; 这 里 ZE€ Im(p) | y € Ker(p),， 
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那么 
zl 二 yl 一 zl 三 cc 村 入 ec 用 三 下 xz 全 

所 以 y= 二 0, 即 wv € Im(Go). 

3) 二 4) ”由 3) 成 立 , 因 为 对 于 VYvEV,olv) € Im(o) CIm(p), 所 以 plo(v)) 二 ov). 
从 而 po 三 5. 

4) 之 5) 由 4) 成 立 , 有 m = 三 0 一 (oo) ”一 0 ”三 5. 

5) 之 1) 由 3), 假 设 5) 成 立 ,4) 也 成 立 , 所 以 op 一 o 是 一 个 正 交 投射 影 , 从 而 

(oo,v>=< 0 一 ao yo 一 oo) 之 之 0， 


10.4.3 正 交 单位 分 解 


定义 10.4.2 ”如 果 po，… ,pe 是 使 得 pi 十 … 十 pi 一: 为 一 个 单位 分 解 的 正 交 射 影 ， 
那么 我 们 就 称 m 十 … 十 px 一: 为 正 交 单位 分 解 . 
定理 10.4.6 1) 如 果 m 十 … 十 ws = 是 一 个 正 交 单位 分 解 ,那么 
V= Im(p)O … © Im(p:). 
2) 反之 , 若 V = SIO … Siyp; 是 S; 上 沿 S1O … @ 3… Si 的 射影 ,其 中 ` 指 
的 是 其 对 应 项 从 直 和 中 去 掉 , 那 么 pi 十 … 十 ps = “是正 交 单位 分 解 . 
证 明 1) 设 o 十 … 十 os 二 4 是 一 个 正 交 单 位 分 解 , 则 


V = Im(o) 四 … 四 Im(oo). 


但 是 ,由 于 w 是 正 交 射 影 ,所 以 它们 是 自 伴 的 ,因此 对 于 i 关 j, 二 pi(v),p;(w) 二 二 
和 v0i0; (WwW) 记 三 OQ; 这 说 明 V Im(p)© 二 OIm(p). 
道 命 题 , 因 ol Eee 二 次 St 是 一 个 单位 分 解 , 因 为 


Im(p) = S | (SIO … © S… @S = Ker(p)， 
所 以 每 一 个 p; 都 是 一 个 正 交 射影 . 


10.5 ”线性 算 子 的 谱 理论 


10.5.1 正规 算 子 的 谱 定理 


现在 ,我 们 可 以 在 有 限 维 复 内 积 空间 上 描述 正 交 可 对 角 化 算 子 了 . 
定理 10. 5.1( 正 规 算 子 的 谱 定理 ) 令 rEL(V), 其 中 V 是 有 限 维 复 内 积 空间 , 以 
下 论断 等 价 : 
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1) t 是 正 交 可 对 角 化 算 子 , 即 V == 0 … Oi. 

2) rz 是 正规 算 子 , 即 rr” 王 rz. 

3) rt 有 正 交 谱 分 解 二 pi 十 … 十 hpr, 其 中 A E€ Cp 十 … 十 ps 二 4 是 一 个 正 交 
单位 分 解 . 

而 且 , 如 果 = 有 形式 rz 二 pi 十 … 十 hor;， 其 中 4 互 异 ,pi 不 为 零 ,那么 A 是 t 的 本 
征 值 ,Im(p,) 是 + 的 属于 4; 的 本 征 空间 . 

证 明 由 定理 10. 3. 4, 论 断 1) 与 论断 2) 等 价 . 

3) 设 t 是 正 交 可 对 角 化 的 . 对 于 任 一 单位 分 解 ,t 二 pi 十 … 十 hor 成 立 , 因 为 V = 
0 OO … 6 ;所 以 这 是 一 个 正 交 分 解 .从 而 论断 3) 成 立 . 

反之 ,如果 r 王 Al ee 成 立 , 那 么 V = Im(po) © » ©OIm(p). 则 Im(p;) = 
2 ,所 以 tc 是 正 交 可 对 角 化 的 . 

在 有 限 维 实 内 积 空 间 中 ,我 们 有 以 下 

定理 10. 5.2( 自 伴 算 子 的 谱 定 理 ) 令 rE L(V),V 是 有 限 维 复 内 积 空间 ,以 下 论 
断 等 价 . 

1) + 是正 交 可 对 角 化 算 子 , 即 V = 6 6. 

2) ct 是 自 伴 算 子 ;有 即 z* = 

3) tc 有 正 交 谱 分 解 z 二 pi 十 … 十 Xo4, 其 中 XE€ R,pi 十 … 十 px 二 4 是 一 个 正 交 
单位 分 解 . 

而 且 , 如 果 t 有 形式 zt = Xp 十 … 十 hor, 其 中 4 互 异 ,pi 不 为 零 ,那么 A; 是 的 本 
征 值 ,Im(p;) 是 zc 的 属于 本 征 值 4; 的 本 征 空间 . 

10.5.2 谱 定 理 的 应 用 

如 果 V 是 下 上 一 向 量 空间 ,tr € L(V) ,p(x) 是 下 上 一 个 多 项 式 ,那么 算 子 如 Cr) E 
L(V) 是 唯一 确定 的 . 现在 , 设 V 是 一 个 有 限 维 内 积 空间 ,r 有 谱 分 解 

z 一 hipol 十 … 十 Mkok， 
那么 对 于 m 宇 1,p? = 一 0, 且 对 于 ;天 Jopoi 一 0. 因 此， 
刀 一 (io 十 … 十 spot 一 Mo 十 … 十 "pu 
更 一 般 地 ,对 于 下 上 任意 多 项 式 p(z),p(7) 二 phi)pi 十 十 PCM)ps. 
事实 上 ,对 于 任意 函数 
f: (he) -> 下 ， 

通过 定义 Fr) = Ji)o 十 … 十 Fo)ox ,我 们 可 以 进一步 扩充 上 式 . 因此 ,我们 可 以 定 
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尺 Ytst 1 ye' ,等 等 . 

因为 z 的 谱 分 解 是 一 个 有 限 和 ,所 以 在 运用 函数 ,而 不 是 多 项 式 时 ,实际 上 我 们 什 
么 也 没有 得 到 (除了 方便 外 ). 

设 f: {和 1,… ,Ah} 一 下 是 任意 一 个 函数 , 令 f(4;) = a;, 则 我 们 可 以 找到 一 多 项 式 
p(x) ,使 得 对 于 i 二 1,…,k,p(4;) 二 ai. 因 此， 

Fle} = FAG pe = phor tt 二 plAid ps = pr), 

对 算 子 r 的 函数 性 质 的 研究 称 为 r 的 函数 演算 . 

如 果 V 是 复 内 积 空 间 (F = C) ,rz 是 正规 算 子 ,那么 f(z) 是 一 个 正规 算 子 ,其 本 征 值 
为 f(4;). 同 理 , 如 果 V 是 一 个 实 内 积 空 间 (F 二 R) ,rt 是 一 个 自 伴 算 子 ,那么 f(z) 是 一 个 
自 伴 算 子 ,其 本 征 值 为 (4;). 我 们 考虑 一 下 这 种 构造 的 几 个 特例 . 

对 于 Vj 二 1,…,k, 如 果 p;(x) 是 多 项 式 ,使 得 pj (Xj;) 二 1,pj(4i1) 二 0, 对 于 i 关 j， 
有 pj;(r) = pj. 从 而 ,每 个 射影 o 都 是 + 的 一 个 多 项 式 函数 . 

若 t 是 可 道 的 , 则 对 于 Vi,h; 关 0, 可 令 f(z) 一 Z ,得 

i A 
车 f(4i) 一 克 ,rz 是 一 个 正规 算 子 , 则 每 一 p; 都 是 自 伴 的 ,所 以 
fr) = Np Et Ab 

函数 演算 可 以 运用 到 算 子 的 交换 性 性 质 的 研究 上 . 下 面 是 两 个 简单 的 例子 . 

定理 10.5.3 令 t 有 谱 分 解 c 二 Xo 十 … 十 hp; 那么 算 子 o 与 + 交换 今 o 与 每 一 
个 p; 可 交换 . 

证 明 如 果 v 与 每 个 o; 交换 ,那么 显然 o 与 + 交换. 至 于 逆 命 题 ,观察 到 pi 是 rt 中 的 
一 个 多 项 式 , 由 于 与 z 交换 ,所 以 它 与 + 中 任意 多 项 式 交 换 . 

定理 10. 5.4 令 V 是 一 有 限 维 复 内 积 空 间 ,r,o € L(V) 是正 规 算 子 ,那么 t+ 和 o 可 
交换 名 它们 有 形式 t= 二 p(9),o 二 9(9), 这 里 p 和 g 是 多 项 式 ,0 = r(r'o) 是 z 和 ce 的 一 
个 多 项 式 . 

证 明 如 果 r* 和 是 9 中 的 多 项 式 , 那 么 它们 显然 交换 . 至 于 逆 命 题 , 设 w = ar, 令 


zz 一 Mol 十 … 十 Mkokj3a 王 Aiu ee 


是 t 和 o 的 正 交 谱 分 解 ,那么 OU 一 UOi 选取 任意 多 项 式 Ce ,有 人 性质 ui = r(A; ;1077 
是 互 异 的 . 因为 每 一 个 p; 和 vw; 都 是 自 伴 的 ,所 以 可 以 规定 9 二 rr,o) ,从 而 推出 


0=r(rt,o) = ap 
i 


同样 ,选取 p(x) 和 g(x) ,使 得 对 于 Vj,plai,i) A 所 Vi,g(ai,;) = /六 那么 
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p07 = Dp Ci) pw; = 2 sp 一 S37 一 Dip = z. 


同 理 ,gq(0) 一 和， 


10.$.3 正 算 子 


重要 的 函数 演算 例子 之 一 是 当 f(x) = Vz 时 .首先 需要 一 些 定义 . 

定义 10.5.1 自 伴 线性 算 子 rE L(V) 是 非 负 的 , 若 对 VYvEYV, 二 rz 二 过 0; 
rt E L(V) 是 正 的 ,车 + 是非 负 的 ,上 且 对 v 关 0, < rCo 二 > 0. 

定理 10.5.5 有 限 维 内 积 空间 上 自 伴 算 子 + 是 

1) 非 负 的 , 当 且 仅 当 z 的 本 征 值 都 是 非 负 的 . 

2) 正 的 , 当 且 仅 当 = 的 本 征 值 都 是 正 的 . 

证 明 如 果 到 rzr(oa) 二 三 0,rCo) 二 Ww ,那么 0 过 二 所 以 
和 人 衬 0 

反之 ,如 果 的 本 征 值 都 是 非 负 的 ,那么 

La ee 
因为 ,二 pi 十 … 十 pt， 
二 rt(v),v 二 二 2 pi(v) ;pi(V) = So | pC(v) 上 二 0, 


所 以 + 是 非 负 的 . 
如 果 + 是 一 个 非 负 算 子 , 且 有 谱 分 解 
证 
那么 我 们 可 以 取 z 的 非 负 平方 根 
Me de 


其 中 VN 是 4; 的 非 负 平方 根 . 显然 , Wz)’ = r. 而 且 不 难看 出 Vr 是 平方 为 tc 的 唯一 的 非 负 
算 子 . 换 句 话说 ,每 个 非 负 算 子 都 有 唯一 的 非 负 平方 根 . 反之 , 如果 + 有 一 个 非 负 平方 
根 , 即 , 如 果 对 于 任意 非 负 算 子 o,t = 二 0 ,那么 tc 是 非 负 的 . 因此 , 算 子 t 是 非 负 的 , 当 且 仅 
当 有 一 个 非 负 平方 根 . 

下 面 是 平方 根 的 一 个 应 用 : 

定理 10.5.6 若 z 和 是 非 负 算 子 ,z = or, 则 w 是 非 负 的 . 

证 明 因为 r 是 一 个 非 负 算 子 , 所 以 tc 有 一 个 非 负 平 方 根 Vr , 且 Vrz 是 = 中 的 一 个 多 项 
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Wry) = (Wr)’(Wo)’ = ro. 
由 于 Vz 和 Vs 是 自 伴 且 交 换 的 ,所 以 它们 的 积 是 自 伴 的 ,从 而 w 是 非 负 的 . 
10. 5.4 线性 算 子 的 极 分 解 


任意 非 零 复数 > 都 可 以 记 为 极 形 式 = = re”, 这 里 7 是 一 正 数 ,0 是 一 实数 . 在 有 限 维 
复 内 积 空间 上 ,这 也 适用 于 任意 非 零 线 性 算 子 r. 

定理 10.5.7 令 r* 是 有 限 维 复 内 积 空间 V 上 一 个 非 零 线性 算 子 ,那么 存在 一 个 西 
算 子 ， 和 唯一 的 正 算 子 o ,使 得 r = wo. 而 且 , 如 果 z 是 可 逆 的 ,那么 "就 是 唯一 的 . 

证 明 设 t= vw, 那么 t* = (io) 二 pv* 二 pv .所 以 r*rt 二 pv wp 二 pp. 

同样 ,如 果 wv EV, 那么 tC(v) = vo(v). 这 些 等 式 提示 了 我 们 怎样 定义 p 和 vw. 

我 们 定义 6 为 非 负 算 子 c*z 的 唯一 的 非 负 平方 根 ,那么 

ow =< 0 pW) >=<p0,0>=<r rv >= |r wh 0.1) 


对 于 Yv EV, 由 vlp(v)) = rt(v) ,我 们 在 象 Im(p) 上 定义 v. 注意 到 上 式 ， 


oo) = p(w)>pv—w) = 0 ov ww ‖ 一 0 之 ‖ rv wl = 0r) = rw). 
而 且 ,v( 在 它 的 定义 域 Im(o) 上 ) 是 一 个 等 距 , 又 由 (10. 1) 式 得 ， 
| ucoco) | = rlwv) | = Dolwl. 


因为 wu: Im(p) ~> Im(v) 是 单 射 的 ,所 以 
dim(Im(p)) = dim(Im(v)). 


从 而 
dim(Im(p)+) = dim(Im(v)-). 

这 样 就 可 以 把 ,扩充 到 V 的 一 个 酉 映射 上 . 这 样 ,等 式 v(p(v)) 二 rlv) 成 立 , 就 说 
明 r = vo. 

至 于 唯一 性 ,假设 t= w 二 vp ,那么 

rrtr=pv"W = ,Tr= pu’ v0 一 (Co )?. 

所 以 p= 二 (0)?, 因 为 p 有 唯一 的 非 负 平方 根 ,所 以 我 们 推出 p= 二 po .因此 o 是 唯一 的 . 最 
后 ,如 果 z* 是 可 逆 的 ,那么 (10. 1) 式 说 明 o 也 是 可 逆 的 . 因此 ,p 是 一 个 双 射 ,所 以 wpo(vz)) 二 
rt(v) ,唯一 确定 v. 

把 前 一 个 定理 运用 到 映射 rz” 上 ,rz= (r*)” 二 (vwo)” 二 pv 一双 .这样 就 有 了 以 


下 
推论 10.5.8 令 z* 是 有 限 维 复 内 积 空间 上 一 个 非 零 线性 算 子 ,那么 存在 自 伴 算 子 v 
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和 唯一 的 正 算 子 o, 使 得 r 有 极 分 解 r = pe”. 

我 们 可 以 运用 极 分 解 来 描述 正规 算 子 的 特征 . 

定理 10.5.9 令 c=pe” 是 非 零 线性 算 子 t 的 一 个 极 分 解 ,那么 tc 是 一 个 正规 算 子 ， 
当 且 仅 当 po = oo. 

证 明 因为 rr” 二 pe"e "p;t*tT 二 @ "poe” 一 "0’e”. 由 于 rt 是 正规 算 子 , 当 且 仪 当 
e ore 二 pr. 或 等 价 地 ore 一 ero .现在 ,o 是 of 的 一 个 函数 ,o 是 e” 的 一 个 函数 ,所 以 


Pe = ep Spo = op. 


度量 线性 空间 


本 章 主要 讨论 双 线 性 型 的 和 矩阵、 二 次 型 .线性 泛 函 、 正 交 直 和 、 商 空间 、 辛 几何 一 双 
曲 平面 \ 正 交 几 何 的 结构 、 维 特 消去 定理 ,维特 扩张 定理 、 极 大 双 曲 子 空间 等 内 容 . 


11.1 双 线 性 型 的 矩阵 


11.1.1 对 称 型 . 斜 对 称 型 与 交错 型 


本 章 中 ,我 们 将 研究 有 双 线 性 型 的 任意 域 上 的 向 量 空间 . 正如 我 们 将 要 看 到 的 ,这 
种 向 量 空间 的 研究 有 着 很 强 的 几何 味道 . 

除非 特别 声明 ,所 有 向 量 空间 都 假设 为 有 限 维 的 ,符号 下 表示 任意 域 ,F, 表示 含有 
g 个 元 素 的 有 限 域 . 

定义 11.1.1 令 立 是 下 上 的 向 量 空间 .映射 二 ,二 :YXV 一 下 叫做 一 个 双 线 性 型 ， 

. 如 果 它 是 每 个 坐标 的 线性 函数 , 即 , 如 果 
支 :oz 十 万 之 二 去 天/ 芝 站 有 过 了 有 一 
< 

一 个 双 线 性 型 是 

1) 对 称 的 ,如 果 对 于 VzyyEYVY, 二 zy 二 三 所 y,Z 之 . 

2) 斜 对 称 的 ,如 果 对 于 Vx,y E V， 所 zy 二 三 一 二 y,X>. 

3) 交错 的 ,如 果 对 于 YX EV, 达 xz 这 二 0, 

定义 11.1.2 对 称 型 . 斜 对 称 型 或 交错 型 的 双 线 性 型 称 为 内 积 ,(V, 二 , 二 ) 叫做 
度量 线性 空间 ,这 里 V 是 一 个 向 量 空间 , 二, 之 是 V 上 的 一 个 内 积 . 

按照 上 述 定义 ,前 面 所 讨论 的 实 内 积 就 是 内 积 , 并 且 有 附加 性 质 一 一 是 正定 的 . 而 
本 章 所 讨论 的 复 内 积 是 半 双 线性 的 ,按照 上 述 定义 , 它 并 不 是 内 积 . 还 要 注意 的 是 ,不 要 
把 度量 线性 空间 与 我 们 下 一 章 将 要 研究 的 距离 空间 混为一谈 . 

提出 内 积 的 定义 后 ,我 们 将 和 前 面 一 样 ,运用 “ 令 V 是 一 个 度量 线性 空间 ”. 

定义 11.1.3 令 V 是 域 上 一 度量 线性 空间 . 如果 二 , > 是 对 称 的 ,那么 V 叫做 
下 上 的 正 交 几何 ,如 果 二 , > 是 交错 的 ,那么 到 叫做 下 上 的 辛 几何 . 
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因此 , 实 内 积 空间 是 正 交 几何 ,但 复 内 积 空间 不 是 正 交 几何 . 

并 不 是 所 有 度量 线性 空间 都 和 实 内 积 空 间 一 样 表现 得 那么 完美 ,这 样 我 们 就 有 必 
要 引入 新 的 术语 ,以 此 来 适应 其 不 同 的 表现 形式 .下 面 是 一 个 例子 . 

如 果 对 于 Vv EV, 二 zx,v 这 二 0 过 xz 二 0 , 称 度量 线性 空间 V 是 非 奇 异 的 . 

例 11.1.1 闵可夫 斯 基 空 间 Ms 的 内 积 由 二 el,el 二 一 二 er,e; 二 一 所 ei,ei 二 一 
1,< ee 这 二 一 1, 且 对 于 i 关 j, 二 eej 二 =0 定 义 的 四 维 非 奇异 实 正 交 几何 R' ,这 
里 el,…,es 是 R' 的 标准 基 . 

虽然 对 称 型 . 斜 对 称 型 和 交错 型 的 概念 不 是 各 自 独立 的 ,但 它们 之 间 的 关系 依赖 于 
基 域 下 的 特征 . 

定理 11.1.1 令 V 是 域 上 一 向 量 空间 . 

1) 如 果 char(F) 二 2, 那么 V 上 的 双 线 性 型 是 斜 对 称 的 , 当 且 仅 当 它 是 对 称 的 . 而 
且 , 交 错 双 线性 型 是 对 称 ( 和 斜 对 称 ) 的 . 

2) 如 果 charCF) 了 关 2, 那 么 V 上 的 双 线 性 型 是 斜 对 称 的 坊 它 是 交错 的 . 

证 明 首先 ,我 们 观察 到 对 于 任意 域 ,如 果 二 , > 是 对 称 的 ,那么 

(Oa < oe es ee 


= Wy 

所 以 , 二 zyy > 十 过 y 工 二 = 0, 或 二 zy 全 = 一 二 yy 工人 >. 这 说 明 ,一 ,> 是 斜 对 
称 的 . 

如 果 char(F) = 2, 那 么 对 于 Ya EE ,一 a 二 a, 所 以 对 称 型 和 和 斜 对 称 型 的 定义 是 等 
价 的 . 

设 char(F) 关 2, 如 果 二 , 二 是 斜 对 称 的 ,对 于 Vx E V, 我 们 就 有 < zz 二 三 
一 之 xX,;X 之 ;或 2 二 zx,z 放 == 0, 则 二 zx,zx 宇 = 0. 因 此 ,天 , > 是 交错 的 . 

由 本 定理 可 知 : 我 们 并 不 需要 考虑 斜 对称 型 本 身 , 因 为 斜 对 称 型 总 等 价 于 对 称 型 
或 交错 型 . 

例 11.1.2 Vlnygq) 上 由 《ziy Ta)e (ys) 一 2 十 … 十 Zou 定义 的 标准 
内 积 是 对 称 的 ,但 不 是 交错 的 ,因为 (1,0,…,0)。(1,0,…,0) 二 1 关 0. 


11.1.2 双 线 性 型 的 矩阵 


定义 11.1.4 如 果 B 二 {61,…,b,) 是 度量 线性 空间 六 的 一 个 有 序 基 ,那么 双 线 性 
型 二 ,之 完全 由 Ms = (av) = 二 (过 bi,b; 二 ) 的 nXn 和 矩阵 决定 . 

这 个 矩阵 称 为 关于 有 序 基 B 的 双 线 性 型 二 , > 的 和 矩阵 . 

注意 到 如 果 工 = 》)zibi,y 一 》)yjb;, 那 么 
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< ,yy 之 一 有 六 二 b;,b; 三 DH Dyan) = (z) Ma(y)s, 


其 中 Cz)s 和 (y)s 分 别 是 z,y 的 坐标 矩阵 ， 

定义 11.1.5 一 个 双 线性 型 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 对 于 V1 过 i;j 过 nn, 这 个 双 线 性 型 
的 矩阵 Ms = (av ) 满足 cv = wj 即 , 当 且 仅 当 Ms 是 一 个 对 称 阵 . 

同样 ,一 个 双 线 性 型 是 交错 的 , 当 且 仅 当 这 个 双 线 性 型 的 矩阵 Ms = (cv ) 满足 
ai; 二 0,4i, 二 一 Qjwi(i 关 站 .这 种 矩阵 称 为 是 交错 的 . 

现在 我 们 来 研究 一 下 关于 基 变换 的 双 线 性 型 的 矩阵 是 如 何 表现 的 . 令 C 一 (ci ,…， 
ca} 是 V 的 一 个 有 序 基 . 

前 面 已 讲 到 ,第 i 列 是 (ci)s 的 基 和 矩阵 Mc.s 的 变换 满足 (v)s = Mc,s《v)c. 因此 ， 


< (Z) 5Mp(Cy)a FE [ (xz)'cMe,s Ma[LMcs(Cy)c] 
二 (zx)c’ [Me,s MsMcs](Cy)c. 


所 以 Me = Mc.s MsMc.a. 这 就 有 了 以 下 

定义 11.1.6 两 个 矩阵 S,T E M,(F) 称 为 是 合同 的 ,如 果 存 在 一 可 逆 和 矩阵 ,使 
得 S 二 PTP'( 规 定 Q = P' 得 PTP' = QTQ, 所 以 在 前 面 的 定义 中 ,我 们 既 可 以 用 
PTP', 也 可 以 用 QTQ). 

定理 11.1.2 如 果 V 上 关于 有 序 基 B = {61,…,b,) 的 双 线 型 的 矩阵 是 Ms 一 
(和 bb > (pMe(y 庙 s 朋 如 果 C 二 errwes6w} 也 是 的 守 个 
有 序 基 ,那么 Me = M'sMaMc.s. 这 里 Mc.s 是 从 C 到 B, 第 i 列 为 (ci)s 的 基 甜 阵 的 变换 . 

因此 ,如 果 两 个 矩阵 表示 V 上 的 同一 个 双 线 性 型 ,那么 它们 一 定 是 相合 的 . 反之 ， 
相合 和 矩阵 表示 六 上 的 同一 个 双 线性 型 . 假设 也 = Ms 表示 V 上 关于 有 序 基 B 的 一 个 双 
线性 型 , 且 S 二 P'TP, 这 里 卫 是 非 奇异 的 , 则 存在 V 的 一 个 有 序 基 X, 有 人 性质 了 一 
ML 所 以 S 二 M'sMsMes. 因此 ,关于 XX 的 矩阵 S 二 Mc 与 表示 同一 个 双 线 性 型 . 

定理 11. 1.3 ”两 个 矩阵 S 和 了 表示 V 上 相同 的 双 线 性 型 会 S 和 了 是 合同 的 . 

由 于 合同 矩阵 有 相同 的 秩 , 所 以 我 们 可 以 把 一 个 双 线 性 型 的 秩 定 义 为 任意 表示 这 
个 双 线 性 型 的 矩阵 的 秩 . 

如 果 S 和 工 是 合同 矩阵 ,那么 det(S) = det(PSP') 二 det(P)*det(T). 所 以 det(5) 
和 det(T) 相差 一 个 平方 因子 . 双 线 性 型 的 判别 式 是 在 所 有 有 序 基 的 选取 之 下 ,表示 这 
个 双 线 性 型 的 矩阵 的 全 体 行列 式 所 成 的 集合 . 因此 ,如 果 对 于 任意 表示 双 线 性 型 的 矩阵 
S,det(S) 二 qd, 那 么 这 个 双 线 性 型 的 判别 式 是 集合 {rd | 0 关 r € Ff}. 对 于 一 个 双 线 性 
型 的 矩阵 ,通过 其 判别 式 通常 不 会 得 出 太 多 的 结论 . 

下 面 ,我 们 将 看 到 对 于 合同 矩阵 而 言 ,判别 式 是 一 个 完全 不 变 式 . 
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11.2.1 对 称 双 线性 型 

对 称 双 线性 型 与 另 一 定义 在 向 量 空间 的 重要 函数 有 着 密切 联系 . 

定义 11.2.1 向 量 空间 六 上 的 二 次 型 是 有 以 下 性 质 的 映射 5: V -> 下: 

1) 对 于 YrE€F,v€EV,g(rv) = rig(v). 

2) 映射 二 u,v 二 ,== g(u 十 v) 一 g(w) 一 g(v) 是 一 个 (对 称 ) 双 线 性 型 . 

根据 性 质 2) ,每 个 二 次 型 都 定义 了 一 个 对 称 双 线性 型 . 

另 一 方面 ,如 果 charCF) 关 2, 二 , 之 是 V 上 一 对 称 双 线 性 型 ,那么 我 们 可 以 由 
g(x) = 了 < 


定义 一 个 二 次 型 g. 而 且 ,如果 % 是 以 这 样 的 方式 从 一 个 双 线 性 型 中 定义 的 ,那么 与 g 相 
关 的 双 线 性 型 就 是 
Uv qu vg) = go) 


== 去 三 4 十 vwu 十 v>> 一 去 三 wru 沁 一方 v0> 


一 去 三 uv> 十 序 之 vou> 


= Uy 
这 是 一 个 原始 的 双 线 性 型 , 即 ,映射 二 , 二 一 gq 和 g 一 二 ,; 放 ,是 道 映射 .所 以 在 V 上 
的 对 称 双 线 性 型 和 V 上 的 二 次 型 之 间 就 存在 一 一 对 应 的 关系 . 
设 char(F) 关 2, 如 果 B== {61,…,6b,} 是 正 交 几何 立 的 一 个 有 序 基 , 且 若 六 上 对 称 
型 的 矩阵 是 Ms = (ai ) ,那么 对 于 工 一 》) zib;， 
q(x) = 于 < xBMa Cr)a 一 Dae). 


所 以 q(xz) = q(xzi,… ,zi) 是 坐标 z; 中 的 一 个 2 次 齐 次 多 项 式 . 

例 11.2.1 如 果 王 ,之 是 上 一 对 称 双 线性 型 , 则 g(x) = < 外 三 
次 型 . 

例 11.2.2 zt 是 一 个 等 距 , 当 且 仪 当 g(r(v)) = g(v), 这 里 gq 是 与 VV 上 的 双 线 性 型 
相关 的 二 次 型 (其 中 char(F) 天 2). 
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我 们 可 以 定义 函数 r: 到 一 V .不 难看 出 这 个 函数 是 线性 的 ,其 核 为 
{weEV|g=0 = (EV| 对 TT VE Vi< w= 0). 

因此 ,如 果 V 是 非 奇 异 的 ,那么 + 的 核 是 零 子 空间 ,rt 是 单 射 的 . 而 且 , 由 于 dim(V) 二 
dim(V* ) ,所 以 我 们 可 以 推出 = 是 满 射 的 . 因此 , 它 是 从 V 映 到 V” 上 的 一 个 同 构 映 射 . 
这 说 明 对 于 Vx E V,V 上 每 个 线性 泛 函 都 有 形式 p,. 这 样 , 我 们 就 证 明了 有 限 维 非 奇 
异 度量 线性 空间 上 的 黎 效 表示 定理 . 

定理 11. 2.1( 黎 兹 表示 定理 ) 令 六 是 一 有 限 维 非 奇 异 度量 线性 空间 , 且 令 AE 
是 V 上 一 个 线性 泛 函 ,那么 存在 唯一 的 向 量 x EE V ,使 得 对 Vv 和 3) 二 之 v,X 谊 . 


11.2.2 正 交 性 


如 果 二 x,y 守 二 0, 那么 向 量 x 就 正 交 于 向 量 y, 记 为 x | y. 任意 正 交 于 本 身 的 非 
零 向 量 工 叫做 零 向 量 ,或 迷 向 向 量 . 
定理 11.2.2 令 二 ,> 之 是 上 一 个 双 线性 型 ,那么 正 交 性 就 是 一 种 对 称 关系 , 即 
ld ee 2 : 
当 上 且 仅 当 二 , 之 是 对 称 的 或 交错 的 . 因此 ,在 这 一 情形 下 ,我们 就 可 以 有 男 一 种 说 法 : x 
和 y 是正 交 的 . 
那么 它 就 是 斜 对 称 的 ,所 以 x | y 今 y | 工 同 样 成 立 . 
反 过 来 ,假设 | yy | 工 成 立 . 对 于 到 中 的 zy 和 >，, 令 
Wy Ys 
那么 x | ;所 以 根据 假设 ,w | zx. 而 这 又 等 价 于 之 xX,y 这 达 zx,X 记 <7,z<y， 
工 盖 一 0. 
规定 y = 二 zx, 对 于 V 中 所 有 向 量 z 和 >， 
二 
交换 x 和 xz, 且 乘 以 一 1， 
a ed 
零 向 量 . 等 价 地 ,如 果 是 非 零 向 量 ,那么 对 于 Yv EV, 达 u,v 二 vu>. 
假设 和 不 是 对 称 的 ,那么 就 存在 向 量 u 和 v ,使 得 si /2 > 因此 
< 过 一 二 站 二 一 0. 
我 们 想 要 说 明 对 于 Ya EV, 一 aa 二 = 0, 从 而 说 明 二, 二 是 交错 的 . 
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因为 u 是 零 向 量 , 所 以 二 & 十 aa 十 4 二 一气 wa 全 十 < au 二 十 < aya 达 ， 
现在 ,如 果 a 是 非 零 向 量 , 那 么 对 于 Vx EV ,二 a,zx 这 = 二 x,a 这 .特别 地 ， 


a 
而 且 ,; 在 之 zyy 少 之 zz 六 一 之 之 六 之 yz 访 二 0 中 规定 y =a,z = yz 二 ww; 得 


Sa = 0 
等 价 于 
Cd 
又 因为 二 u,v 过关 过 vu 之 ,所 以 一 定 有 之 ayu 宇 = 二 ua 之 二 0. 同样 ,二 a,v>= 
之 入 二 
因此 ， 

Uauta es wa 
变 为 < 十 ay 十 a 之 = 二 aa 二 .但 

<utav =<uv Uy ta>, 
所 以 u 十 a 也 是 零 向 量 ,说 明 二 a,a 放 == 0, 这 与 对 a 进行 的 假设 蔬 盾 . 因此 ,Ya EV 都 
为 零 , 从 而 二 ,>> 是 交错 型 . 


11.2.3 正 交 补 


如 果 W 是 度量 线性 空间 V 的 一 个 子 集 , 那 么 WW 就 有 了 V 的 度量 结构 ,3 这 样 ,我 们 就 
称 W 为 V 的 一 个 子 空间 . 

定义 11.2.2 如 果 对 于 Vs€EW 和 t+:€T 了 TT, 二;s,t 放 = 0, 那 么 度量 线性 空间 V 的 两 

个 子 空间 WW 和 了 械 就 是 正 交 的 , 记 为 W 」T.T 称 为 W 的 正 交 补 , 记 为 WJ- ， 
Wit= {v€EV|v  W}. 

定义 11.2.3 若 V 是 一 度量 线性 空间 ,那么 V- 就 叫做 V 的 根 , 记 为 Rad(V). 

因此 ,V 是 非 奇 异 的 , 当 且 仅 当 Rad(V) = {0}. 

如 果 W 是 V 的 一 个 子 空间 ,那么 W 的 根 就 是 Rad(W) 一 本 站 WJ-. 

要 强调 的 是 ,对 于 任意 基 域 来 说 , 它 的 正 交 性 性 质 与 我 们 所 熟悉 的 实 基 域 下 的 情形 
有 着 很 大 的 区 别 . 

例 11.2.3 在 实 度 量 线性 空间 上 ,我 们 有 W 站 W-+ = 0， 

而 在 有 限 域 的 度量 线性 空间 上 , 像 下 例 所 说 明 的 那样 ,其 至 会 有 W 二 WJ+. 

例 11.2.4 不 难看 出 V(4,2) 的 子 空间 S = 40000,1100,0011,1111) 有 性 质 
W-.V(4,2) 是 非 奇 异 的 ,而 其 子 空间 W 却 是 奇异 的 . 
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定理 11.2.3 如 果 W 是 非 奇 异 度量 线性 空间 V 的 一 个 子 空间 ,那么 
dim(W) + dim(W+) = dim(V). 


证 明 对 于 VvEV, 令 gs 是 W* 中 由 pu: W 一 下 ,p(w) 二 二 u,v 之 定义 的 线性 

泛 函 .由 tz(v) = gw 我 们 定义 映射 r: V 一 W* .这 一 映射 是 线性 的 , 它 的 核 是 
Ker(r)={vEV|o9,=0)={vEV| 对 于 Vu EW,<u,v>= 0}= W-. 

而 且 , 根 据 黎 效 定理 ,限制 r |v: W 一 W” 是 满 射 的 ,从 而 是 满 射 的 , 即 Im(r) 二 W. 由 
dim(Im(z)) 十 dim(Ker(r)) 一 dim(V), 有 dim(W) 十 dim(W+) 三 dim(V). 

定理 11.2.4 如 果 W 是非 奇异 度量 线性 空间 V 的 一 个 子 空间 ,那么 

TCD 直到 , 

2) Rad(W) = W | W+= Rad(W+). 

下 面 我 们 归纳 一 下 度量 线性 空间 中 涉及 正 交 性 的 一 些 术 语 (但 是 ,不 同 作者 在 使 用 
迷 向 一 词 时 也 会 不 一 样 ). 

定义 11.2.4 令 V 是 一 度量 线性 空间 . 

1) 非 零 的 x EV 是 零 向 量 ,或 迷 向 向 量 , 如 果 二 Xx,x 二 二 0. 

2) V 的 根 是 Rad(V) = Vi. 

3) V 是 非 奇 异 的 ,或 非 退 化 的 ,如 果 V- 一 《0) 

4) V 是 零 空 间 ,如 果 对 于 VxuuEV,<x 泌 二 = 一 0, 即 , 若 V 一己. 

5) V 是 迷 向 空间 ,如 果 V 中 至 少 含 有 一 个 迷 向 向 量 , 

6) V 是 非 迷 向 空间 ,如 果 V 中 不 含有 迷 向 向 量 . 

7) V 是 全 迷 向 空间 ,如 果 V 中 所 有 向 量 都 是 迷 向 的 . 


11.2.4 正 交 直 和 


定义 11.2.5 令 V 是 一 度量 线性 空间 . 如果 S 和 了 是 V 的 子 空间 , 且 有 性 质 V 一 
ST,S | T, 那 么 我 们 就 说 了 是 S 和 T 的 正 交 直 和 , 记 为 Y 二 SOT. 

在 例 11.2.2 中 ,我 们 完全 可 以 问 一 下 ,对 于 子 空间 S ,在 什么 条 件 下 Y = SOS+ 成 
立 . 以 下 定理 给 出 了 答案 . 

定理 11.2.5 令 S 是 非 奇异 度量 线性 空间 V 的 子 空间 ,以 下 等 价 : 

1) S 是 非 奇异 的 . 

2) S+ 是 非 奇 异 的 . 

3) SN S+ = {0)}. 

4)V= S 十 S+. 

B) VW SS: 
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证 明 根据 定理 11.2.4, 论 断 1),2) 和 3) 等 价 .对 于 向 量 空 间 V 的 任意 子 空间 S 和 
T, 有 
dim(S+ T) = dim(S) + dim(T) — dim(S NN 7), 
所 以 
dim(S+S+) = dim(S)+ dim(S+) —dim(S | S+) = dim(V) 一 dim(S 门 SL) . 
这 说 明 论断 3) 与 论断 4) 等 价 , 且 论 断 4) 可 推出 论断 5). 显然 ,论断 5) 可 推出 论断 


4) ,从 而 定理 获 证 . 
定理 11.2.6 令 V 是 一 个 度量 线性 空间 ,那么 V = Rad(V)©S, 其 中 Rad(V) 为 
零 ,S 是 非 奇异 的 . 


证 明 令 S 是 Rad(V) 的 补 , 即 了 = Rad(V) 四 S. 因为 所 有 向 量 都 正 交 于 Rad(V) ， 
所 以 Rad(V) | S, 从 而 V = Rad(V) OS. 

现在 ,如 果 wE€ Rad(S) ,那么 v | S, 从 而 v 上 V, 则 veE Rad(V) mn S= (0}, 即 
v 二 0. 因 此 ,Rad(S) = {0}, 即 S 是 非 奇 异 的 . 


11.3 正 交 几何 的 结构 


11.3.1 辛 几何 一 双 曲 平面 


一 般 来 说 ,如 果 W 是 V 的 一 个 子 空 间 , 那 么 商 空间 V/W 不 会 有 V 的 度量 结构 .但 

是 ,如 果 W = Rad(V) = V+, 那么 如 下 所 示 ,V/Rad(V) 必 有 VV 的 度量 结构 . 令 
=<u+ Rad(V),v Rad(V) 人 =< uv SD. 

为 了 说 明 这 一 内 积 是 唯一 确定 的 ,注意 到 ,如 果 丸 十 Rad(V) = 二 wu 十 Rad(V) ,那么 

u 二 u 十 +, 这 里 r+ € Rad(V). 因 此， 
Zu Rad(V),v+ Rad(V) > =uv >=<u riv >=<u ,vv 
= 二 u 十 Rad(V),v 二 Rad(V) 过， 

第 二 部 分 的 证 明 类 似 . 

我 们 考虑 一 下 非 奇 异 辛 几何 V. 根据 定义 ,V 中 每 个 向 量 都 为 零 . 因为 V 假定 为 是 
非 奇 异 的 ,所 以 取 定 uw EV ,一 定 存在 vEV, 使 得 二 u,v 二 > 关 0. 考虑 基 为 {u,v) 的 二 维 
子 空 间 太 ; 那 么 之 WwW 光 = 二 之 wv 这 == 0 二 0 三 三 2 关 0. 以 扩 2 汉 代替 如 ,我们 可 以 
假设 二 xz 盖 =1, < 过 一 一 1. 这 样 ,度量 线性 空间 的 子 空间 五 (看 成 是 一 个 度量 线 
性 空间 ) 有 关于 基 {u,v) 的 矩阵 
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我 们 先 引 入 一 个 定义 . 
定义 11.3.1 令 V 是 一 度量 线性 空间 . 如果 u,v EV 有 性 质 


a MW 
那么 序 偶 (u,v) 叫做 双 曲 偶 , 子 空 间 五 = span{u,v) 叫做 双 曲 平面 . 任意 形 为 
Hi:© a0 ©OH, 
的 空间 ,其 中 每 一 个 瓦 , 都 是 一 个 双 曲 平面 ,叫做 双 曲 空间 . 
在 正 交 几何 中 ,如 果 (x,z) 是 一 个 双 曲 偶 , 那 么 < xz 之 = 1, 但 在 辛 空间 中 ， 
ud = 1 
现在 ,我 们 继续 刚才 的 讨论 . 因为 及 是 非 奇异 的 ,所 以 V 二 及 H+ ,这 里 五 ”也 是 
非 奇 异 的 . 因此 ,我 们 可 以 重复 之 前 在 有 H+ 中 的 构造 ,得 到 V 的 形 为 
V= HiO@OH;O "™ OH: 
的 一 个 正 交 分 解 , 这 里 每 个 昌 ; 都 是 双 曲 平面 . 这 就 证 明了 以 下 
定理 11.3.1 任意 非 奇 异 辛 几何 V 都 是 一 个 双 曲 平面 , 即 
V= HiOH:© "" ©H. 
这 里 每 一 HH; 都 是 一 个 双 曲 平面 ,因此 ,存在 V 的 一 个 基 , 使 得 双 线 性 型 的 矩阵 为 
Qil 


特别 地 ,V 的 维 数 是 偶数 . 

推论 11.3.2 任意 辛 几何 都 有 形式 V = Hi1©H,© … ©Hi©N, 其 中 每 一 JH; 都 
是 一 个 双 曲 空间 , N 是 一 个 零 空间 . 

11.3.2 正 交 几何 一 正 交 基 

与 辛 几何 比 起 来 , 正 交 几 何 的 结构 与 基 域 的 性 质 联系 更 为 紧密 . 

定义 11.3.2 邻 V 是 一 正 交 几 何 ,V 的 基 B = {ww，…,u,) 称 为 是 正 交 的 ,如 果 对 于 


1 天 放 us >= 0. 
V 的 基 B 是 正 交 的 , 当 且 仅 当 双 线性 型 的 矩阵 Ms 是 对 角 阵 . 如 果 charCF) 一 2, 那 
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么 任意 正 交 几何 都 有 一 个 正 交 基 , 我 们 不 考虑 V 既是 正 交 几何 又 是 辛 几何 的 情况 ,因为 
没有 一 个 非 零 辛 几何 能 有 正 交 基 ( 根 据 基 的 正 交 性 ,关于 这 种 基 的 和 矩阵 的 元 在 对 角 线 外 
都 是 0, 而 V 还 是 一 个 辛 几何 ,所 以 对 角 线 上 的 元 也 都 为 0). 

显然 ,我 们 不 用 考虑 V 是 零 的 情形 ,因为 在 这 一 情形 下 ,所 有 基 都 是 正 交 的 . 

我 们 首先 考虑 V 是 非 奇 异 的 、 正 交 的 以 及 char(F) 关 2 时 的 情形 . 令 uw E 六 有 性 质 
二 uu 之 关 0. 这 种 向 量 一 定 存在 ,因为 如 果 不 存 在 的 话 , 那么 V 就 是 辛 的 , 而且 对 于 
char(CF) 关 2, 不 存在 既是 正 交 的 又 是 辛 的 非 零 度量 线性 空间 . 因为 子 空间 W = span{u) 是 
非 奇 异 的 ,所 以 V 二 WEW-+ ,其 中 W-+ 是 非 奇 异 的 和 正 交 的 . 因此 ,可 以 重复 在 W+ 上 的 
证 明 , 得 到 V = 二 WEOTEOTL ,其 中 W 和 本 是 一 维 子 空间 .这样 继 续 下 去 ,得 V = WS1@… 
EWS, ,其 中 W; 由 向 量 w 生成 , 二 wi,w 放 取 0. 因 此 基 {w,…,w}) 就 是 V 的 一 个 正 交 基 . 
这 样 ,由 定理 11. 2.6 可 得 任意 char(F) 关 2 的 正 交 度量 线性 空间 都 有 一 个 正 交 基 . 

至 于 V 是 非 奇异 的 、 正 交 的 以 及 char(F) = 2 时 的 情形 . 假设 V 不 是 辛 的 , 则 V 中 
存在 非 零 向 量 ,从 而 ,和 前 面 一 样 ,V 二 S©S-. | 

现在 ,我们 知道 如 果 W-+ 不 是 辛 的 ,那么 它 就 是 非 奇 异 的 和 正 交 的 ,这 样 , 我 们 可 以 
再 选取 一 非 零 向 量 ,并 重复 上 述 步 又, 直到 过 到 V 的 一 非 奇 异 的 、 正 交 的 辛 空间 工 ,根据 
定理 11. 2.7, 它 是 双 曲 平面 的 一 正 交 和 . 因此 ， 

V= WO OW:OH.O HO … OH,. 


现在 ,我们 可 以 证 明 双 线性 型 的 矩阵 


与 一 个 对 角 和 矩阵 合同 ,其 中 & 天 0， 因此 ,可 以 用 Ti:©O TH © Tis 代替 Wi:©O Hi ,然后 再 
用 这 些 基 向 量 代替 W; 和 互 , 的 基 向 量 ,这 里 每 一 直 和 项 都 有 维 数 1. 
继续 这 一 步骤 ,最 后 得 到 的 V 是 一 维 子 空 间 所 成 的 一 个 正 交 和 ,所 以 V 有 一 个 正 交 
基 . 其 他 满足 定理 11. 2.6 的 情形 可 以 处 理 一 般 的 (奇异 的 和 非 奇 异 的 ) 情况 . 总 结 如 下 : 
定理 11.3.3 令 V 是 一 正 交 几何 .如果 当 char(F) = 二 2 时 ,V 不 是 一 个 辛 几何 ,那么 
V 就 有 一 有 序 正 交 基 B = {wy… ,wyz1，"… ,zm} ,使 得 之 ui,uw; 宝 二 a; 关 0, 过 zi,zi 之 二 
0. 从 而 Ms 就 有 对 角形 式 


U1 


Uk 


Ms = 
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这 里 ,对 角 线 上 有 有 个 1,mz 个 零 , 而 且 数 上 是 双 线 性 型 的 秩 ,所 以 上 是 由 V 唯一 确 


定 的 . 
推论 11.3.4 令 M 是 一 对 称 阵 . 如 果 charCF) 一 2, 那么 我 们 设 M 有 一 个 非 零 元 在 
其 对 角 线 上 ,从 而 M 相合 于 一 个 对 角 阵 . 


11.3.3 正 交 几何 的 结构 


根据 推论 11. 3.4, 对 于 char(F) 夭 2,F 上 任意 对 称 阵 都 相合 于 一 个 对 角 阵 . 但 是 ， 
由 于 两 个 互 异 的 对 角 阵 是 可 以 相合 的 ,所 以 我 们 就 不 能 说 对 角 阵 构成 相合 的 一 个 典范 
型 集 . 

但 是 ,一 个 相合 的 典范 型 集 的 确定 却 依赖 于 基 域 的 性 质 . 为 了 更 清楚 地 说 明 这 一 
点 , 设 B 二 (01,…,b,) 是 V 的 一 个 有 序 正 交 基 , 则 双 线 性 型 的 矩阵 有 以 下 对 角形 式 : 


Un 
如 果 Vn dg 不 为 零 ， 那么 集合 C= (A 也 是 V 的 一 个 有 序 正 交 基 , 且 
ry Sy < bib >= ridij. 
因此 关于 C 的 双 线 性 型 的 矩阵 为 
riai 


2 
r2d2 


Me = . ， 人 


从 而 通过 基 的 一 个 简单 变换 ,可 以 给 任意 对 角 元 乘 以 下 中 的 一 个 非 零 平方 数 ， 
11.4 ”有 限 域 上 的 正 交 几 何 


11.4.1 代数 闭 域 


定义 11.4.1 如 果 F[z] 中 的 每 一 多 项 式 p(x) 在 下 上 都 可 以 分 裂 为 线性 因子 , 称 
域 下 为 代数 闭 的 . 

例 11.4.1 复数 域 是 代数 闭 的 .但 实数 域 却 不 是 代数 闭 的 . 

如 果 下 是 代数 闭 的 ,那么 多 项 式 x? 一 r 二 0 在 下 中 有 一 个 解 , 即 下 的 每 一 元 素 在 下 
中 都 有 一 个 平方 根 . 
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因此 ,我们 可 以 在 上 节 的 Mc 式 中 选取 = Vai ,这 就 有 了 以 下 

定理 11.4.1 令 人 是 代数 闭 域 上 一 正 交 几何 . 如 果 当 charCF) 天 2 时 ,V 也 不 是 
辛 几 何 , 那 么 六 就 有 一 有 序 正 交 基 了 == 《wiy… yw ,yz1，"… ,zm) ,使 得 过 wi,ui 二 一 1， 
之 ww > 0. 所 以 Ms 有 以 下 对 角形 式 : 
1 


0 


这 里 ,对 角 线 上 有 个 1,m 个 零 , 而 且 数 是 双 线 性 型 的 秩 , 所 以 是 由 V 唯一 确定 
的 . 特别 地 ,如 果 V 也 是 非 奇 异 的 ,那么 V 就 有 一 个 规范 正 交 基 . 

定理 11. 4. 1 的 矩阵 等 价 于 如 下 所 示 的 形式 : 

定理 11.4.2 令 了 是 代数 闭 域 K 上 全 体 n Xn 对 称 阵 所 成 的 集合 . 如 果 char(F) = 
2 ,我 们 就 把 了 限制 为 主 对 角 线 上 至 少 有 一 个 非 零 元 的 全 体 对 称 阵 所 成 的 集合 . 

1) 对 Vk 二 0,…,n,m 二 n 一 k,f 中 任意 矩阵 都 相合 于 形 为 24. 的 唯一 的 矩阵 

2) 对 于 上 十 m 二 n, 形 为 Zi 的 全 体 矩 阵 所 成 的 集合 是 上 合同 的 典范 型 集 ， 

3) 在 /上 相合 的 条 件 之 下 ,矩阵 的 秩 是 一 个 完全 不 变量 . 

实数 域 R 不 是 代数 闭 的 . 但 在 定理 11.4. 2 中 ,我 们 可 以 选取 二 V1 a; | ,使 得 对 
角 元 都 为 0,1 或 一 1 

定理 11. 4.3( 西 尔 维 斯 特 惯性 定律 ) 实数 域 R 上 任意 正 交 几何 Y 都 有 一 有 序 
正 交 基 

B= {us UU Un C1 To) 

使 得 二 ws 之 = 1 二 vi,vi 之 = 一 1, 过 zi,zi 之 = 0. 因 此 ,矩阵 Ma 有 对 角形 式 
1 


Ms imsp 
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对 角 线 上 有 个 1,m 个 一 1,p 个 0, 而 且 数 有 &,m 和 pp 是 由 V 唯一 确定 的 . 
证 明 ”我 们 只 证 唯一 性 . 令 
P= span{w ,Ui} ,QQ = span(v vi dn 
那么 如 果 v = Di E 卫 , 我 们 就 有 
之 Vd 六 三 之 Fi Dn 区 De < Wis 汪 三 DD Dy 0. 


所 以 双 线 性 型 二 , > 在 也 上 是 正定 的 . 
同 理 , 它 在 Q 上 是 负 定 的 , 即 对 于 Vv € Q, 二 v,v 之 二 0. 
最 后 , 它 在 Z 上 为 零 . 现在 假设 C 是 一 个 与 B 的 类 型 相似 的 有 序 基 , 且 
= a ,Q = span{Di ,Di},Z = span{Z ,ys Zs}, 
那么 PP 由 span{G6,Z)} = {0). 如果 vE ,那么 二 vv 之 之 0; 如 果 vE span (Q,2Z}, 屠 
疾 vv 0; 所 以 weE PN span(fQ,2Z), 则 二 wo 之 = 0, 即 v= 0. 因此 ,如 果 
dim(V) = n, 那 么 


}) < dim(V). 


dimit PY dim(span{Q, 2)) 
二 委 2 所 以 二 三 力 


即 户 十 (2 一 万 ) 过 nn, 从 而 pp 三 zp. 由 对 称 性 ， 
同 理 ,我们 推出 n == 7n,z 三 >. 
定理 11.4.4 令 f 是 实数 域 R 上 全 体 nXn 对称 阵 所 成 的 集合 . 
1) 对 于 Yk,m 和 p= 二 nn 一 k& 一 m,f 中 任意 矩阵 都 合同 于 形 Zi,%,s 的 唯一 的 
矩阵. 
2) 对 于 十 加 十 p 二 n, 形 为 Zi.w.s 的 全 体 和 矩阵 集 是 上 上 合同 的 一 个 典范 型 集 . 
3) 在 /上 合同 的 条 件 之 下 ,(&,m) ,或 等 价 地 ,(k 十 m,k 一 m) 是 一 个 完全 不 变量 . 
数 上 有 十 m 是 双 线 性 型 的 秩 ,k 一 m 叫做 双 线 性 型 的 符号 差 . 


11.4.2 ”有限 域 


定理 11.4.5 令 FF, 是 一 个 含有 g 个 元 的 有 限 域 . 

1) 如 果 char(F,) = 2, 那 么 FF 中 每 一 元 都 是 一 个 平方 数 . 

2) 如 果 charCF,) 和 2, 那么 下， 中 恰 有 一 半 非 零 元 是 平方 数 ,而 且 , 若 x 是 下 中 任 
意 非 平方 数 ,那么 对 于 Vr € F,, 所 有 非 平方 数 都 有 形式 一 z. 

证 明 1) 在 任意 域 下 中 ,方程 x* = 二 1 都 有 两 个 解 z= 二 1 和 一 1, 这 两 个 解 是 互 异 的 ， 
当 且 仅 当 char(F,) 关 2. 令 f= 于 > 是 于 0 考虑 下 中 全 
体 非 零 平 方 数 所 成 的 集合 (F )* = { a | a € F*). 注意 到 对 于 a,b€ FF*， 

0 = eb) 1Sw™ = 二 13a 三 土 六 
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因此 ,如 果 char(F,) = 2, 那 么 妈 王 天 会 4 三 彤 所 以 人 过 三 五 论断 二 :菊生 

2) 如 果 char(F,) 了 关 2, 那 么 映射 (a, 一 a) ->a? 就 是 下 中 ( 互 异 的 ) 元 素 对 所 成 的 集 
合 与 (F* )? 之 间 的 一 一 对 应 ,所 以 | F* | 一 21CF |， 

定义 11.4.2 如 果 对 V0 尖 rE 下, 都 存在 向 量 v, 使 得 一 vv 之 = 一” 则 称 允 上 双 
线性 型 是 泛 的 . 

定理 11.4.6 令 V 是 有 限 域 上 一 非 奇 异 正 交 几何 , 且 dim(V) 宇 2,char(F) 取 2, 闭 
么 V 的 双 线 性 型 就 是 泛 的 . 

证 明 首先 设 V 中 含有 一 个 零 向 量 u. 因为 V 是 非 奇 异 的 ,所 以 V 中 必 存 在 向 量 v， 
使 得 {u,v) 是 线性 无 关 的 , 且 二 w,v 之 了 关 0. 令 岂 二 au 十 Bu. 对 于 Yc 关 0, 我 们 想 要 确 
定 w 和 8, 使 得 c 王 近世 , 世 二 二 2 扫 wid 一 zz, 二 .但 取 定 8= 1 后 ,a 就 不 难 解 
出 了 . 因此 ,在 这 一 情形 下 , 二 ，>> 是 泛 的 . 

假设 V 中 不 含有 零 向 量 , 且 {u,v} 线性 无 关 , 过 usu 这 =a 关 0, 之 v,v>=b 了 0， 
二 wv 之 二 0. 令 w= ou 十 Po. 我 们 想 要 找 出 a 和 8B, 使 得 c= 二 二 w,w 二 二 aa 十 如 .用 
ac 代替 a ,be 代替 6, 同时 除 以 c 关 0, 我 们 想 要 说 明 的 是 ,在 任意 本 征 值 不 为 2 的 有 限 域 
中 ,方程 aa’ 十 如: 二 1 总 有 人 解 (a,B). 

如 果 a 是 一 个 平方 数 ,那么 我 们 可 以 规定 8 二 0, 得 到 a 二 a ,或 一 Va .同样 ， 
如 果 是 一 个 平方 数 ,那么 我 们 就 可 以 规定 a = 0, 解 出 8 因此 ,我 们 假设 和 2 都 是 非 
平方 数 . 

注意 到 在 ,中 ,一 1 是 平方 数 的 和 ,因为 如 果 g = 之 ,那么 下 的 本 征 值 就 是 p ,所 以 

1 二 了 十 … 十 17. 这 里 等 式 右边 有 p 一 1 个 被 加 数 . 因此 ,任意 数 cE 下 都 是 平方 数 的 
和 ,因为 4c = (1 十 co 十 (一 DG 一 c)2. 从 中 ,我 们 推出 两 个 平方 数 的 和 不 会 总 是 一 个 
平方 数 , 因 为 如 果 是 这 样 的 话 ,那么 F, 中 所 有 元 素 都 将 是 平方 数 了 ,这 就 与 定理 11. 4.5 
矛盾 . 因此 F, 中 存在 非 零 平 方 数 + 和 ;s ,使 得 王 十 不 是 一 个 平方 数 . 

因此 ,在 FF, 中 ,a,b 及 7 十 s* 都 不 是 平方 数 .由 定理 11.4.5 可 知 任意 两 个 非 平方 数 
的 积 都 是 一 个 平方 数 , 所 以 推出 对 于 Vu,v € FF,b 二 ua 十 5s: 一 via. 


9 
QU UUa 


获 证 . 
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11.4.3 ”有限 域 上 的 正 交 几何 


现在 我 们 继续 讨论 本 节 的 主要 内 容 , 首 先 char(F) = 2 时 的 情形 . 

定理 11.4:7 邻 V 是 有 限 域 玉 上 char(F) = 2 的 一 正 交 几 何 . 如果 V 不 是 辛 的 ， 
那么 V 含 有 一 个 有 序 正 交 基 B = (ww ywyxi ,zm) ,使 得 过 wisu; 宇 = 1, 过 zi， 
zi 之 一 0. 所 以 Ms 有 如 下 对 角形 式 : 


0 
其 中 ,对 角 线 上 有 个 1,m 个 零 , 而 且 , 数 是 双 线 性 型 的 秩 , 由 VV 唯一 确定 . 

特别 地 ,如 果 V 是 非 奇 异 的 ,那么 V 就 有 一 个 规范 正 交 基 . 

证 明 在 (11.1) 式 中 , 由 于 下 中 每 一 元 都 有 一 个 平方 根 , 所 以 我 们 可 以 取 
Be 

当 char(F) 关 2 时 的 情形 有 一 点 复杂 . 

定理 11.4.8 令 V 是 有 限 域 上 char(F) 关 2 的 一 正 交 几 何 ,那么 存在 一 个 非 零 
数 d 和 正 交 基 B = {wy… yyz1，"… zm) ,使 得 二 wisui== 1, 对 于 1i<k 一 1， 
二 wyus 之 = d, 二 zi,zi 之 = 0. 因 此 ,在 这 个 基 中 , 双 线 性 型 的 矩阵 是 
1 


Ms = d 9 


0 


这 个 矩阵 的 秩 & 是 由 立 唯一 确定 的 . 如 果 我 们 不 计 下 中 因子 的 平方 数 倍 , 数 d 也 是 由 V 
唯一 确定 的 . 集合 {rrd | 0 关 r+E 下 ) 是 由 V 唯一 确定 的 , 当 V 是 非 奇异 的 时 ,这 个 集合 
是 双 线 性 型 的 判别 式 . 

证 明 我们 知道 ,存在 一 个 有 序 正 交 基 B= {ww ,… ,wr,z1，… ,zm) ,使 得 二 wi,ui 二 
二 a; 关 0, 二 zi,zi 之 = 0, 因 此 ,Ms 有 对 角形 式 
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U1 


ak 


0 


考虑 正 交 几何 Vi = span{ui ,Wz} ,那么 Vi 就 是 非 奇 异 的 ,因为 二 Ws,us 之 天 0, 所 
以 限制 到 Vi 上 的 双 线 性 型 二 , > 是 泛 的 . 因此 ,存在 vi € Vi, 使 得 过 vi,v 二 一 1. 
由 于 {w zx } 是 Vi 的 基 , 所 以 Ul 二 rui 十 sus. 如 果 s 二 0, 那么 我 们 就 构成 了 有 序 基 


Bi = (vi Us" Up TI jn 


除了 ai 的 位 置 是 1 外 ,关于 这 个 基 的 双 线性 型 的 矩阵 与 上 面 M; 相同 . 如 果 天 0, 那么 
我 们 就 构成 了 有 序 基 


Bi 一 {Ti sgUl 9 U3" 9 1， 之 1 re 这 


这 里 ,ai 的 位 置 为 1 ,as 的 位 置 为 Q1， 
在 新 的 有 序 基 B, 中 ,由 第 二 和 第 三 个 向 量 所 生成 的 子 空间 V; 来 重复 这 一 步骤 ,这 
样 继续 下 去 ,对 于 1 过 i 过 一 1, 可 以 用 1 代替 每 一 个 a 


11.5 ”维特 消去 定理 


11.5.1 等 距 


现在 我 们 转 而 讨论 度量 线性 空间 上 的 等 距 . 

定义 11.5.1 邻 V 和 W 是 度量 线性 空间 . 我们 用 同一 个 记号 二 , > 来 表示 每 个 空 
间 中 的 双 线 性 型 . 如 果 对 于 V 中 所 有 向 量 w,v, 有 三 tCu) ,rlv) 二 = 一 xz 二 ,那么 双 射 
线性 映射 +: V 一 W 叫做 一 个 等 距 . 

如 果 从 V 到 玉 之 间 存 在 一 个 等 距 , 那 么 就 说 V 和 W 是 等 距 的 , 记 为 V 锯 W. 

显然 ,在 合成 这 一 条 件 下 ,从 V 到 VV 的 所 有 等 距 所 成 的 集合 构成 了 一 个 群 ,叫做 V 的 群 . 

如 果 V 是 一 非 奇 异 正 交 几 何 ,那么 从 V 到 VV 的 等 距 就 叫做 正 交 变换 . 

如 果 V 是 一 非 奇 异 辛 几 何 ,那么 从 V 到 VV 的 等 距 就 叫做 辛 变换 . 

如 果 立 是 非 奇异 的 ,那么 等 距 rE L(V) 总 是 单 射 的 (在 度量 线性 空间 理论 中 ,都 需 
要 等 距 是 双 射 的 ,这 与 特例 一 一 实 、 复 内 积 空 间 上 的 情形 不 一 样 ). 

以 下 是 等 距 的 基本 性 质 : 

定理 11.5.1 令 cEL(V,W) 是 有 限 维度 量 空间 V 和 W 之 间 的 一 个 线性 变换 . 
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1) 令 B= {外 ,…,v,) 是 V 的 一 个 基 , 那 么 tc 是 一 个 等 距 , 当 且 仅 当 t 是 双 射 的 , 且 
对 于 Vi)s 过 xvisro; P= Wy > 

2) 如 果 char(F) 关 2, 那 么 t 是 一 个 等 距 , 当 且 仅 当 t 是 双 射 的 , 且 对 于 VvE V， 
< ID) 

定理 11.5.2 令 rE€ LV) 是 有 限 维度 量 线性 空间 V 上 一 线性 算 子 . 令 B= 
{or,…,v,} 是 V 的 一 个 有 序 基 , 且 令 Ms 是 关于 B 的 双 线 性 型 的 一 个 矩阵 ,那么 是 一 
个 等 距 , 当 且 仅 当 (z)8Mis(r)s 三 Ma， 

证 明 为 了 方便 起 见 , 去 掉 下 标 了 ,< z,y = (zx) Ma(y), 且 

<<r(Cz)vr(y) >= (r(x) Malr(y)) = (z)TGr) Ma(r)(y). 
因 紫 ,对 于 VzxyEe VV; 过 wr yr(W 7 当 且 仪 当 对 于 YY EE VV， 
C(x) MsCy) 三 (JECc MCHCYY: 


而 上 式 成 立 , 当 且 仅 当 Ms = (rz) 7 Ms(7). 
如 果 是 一 个 等 距 , 那 么 (z)BMsa(r)s 二 Ma 成 立 ,我 们 就 可 以 取 行 列 式 ,得 到 


det(Ms) = det((r)s) det(Ms). 


因此 ,如 果 V 是 非 奇异 的 ,那么 det(Ms) 关 0, 从 而 det((r)s) = 十 1. 

因为 在 相似 性 的 条 件 下 ,行列 式 是 不 变 的 ,所 以 我 们 有 以 下 

定义 11.5.2 令 rELIV) 是 一 个 正 交 变换 . rz 的 行列 式 就 是 任意 表示 =z 的 矩阵 (Cr)a 
的 行列 式 . 如 果 det(r) = 1, 那 么 rz 叫做 一 个 旋转 , 如果 det(r) = 一 1, 那 么 z 叫 做 一 
个 反射 . 

由 于 黎 效 表示 定理 在 任意 非 奇异 度量 线性 空间 中 都 是 成 立 的 ,所 以 可 以 定义 线性 
映射 = 的 伴随 r* , 即 根据 条 件 二 r(o) ,zw 二 一 二 wzr” (w) 二 ， 

定理 11.5.3 令 rELCV) 是 有 限 维 非 奇 异 度量 线性 空间 Y 上 一 线性 算 子 . 

1) t 是 一 个 等 距 ( 正 交 变换 ), 当 且 仅 当 t 是 西 的 , 即 , 当 且 仅 当 t 是 双 射 的 , 且 rr* 一: 

2) 令 z* 是 一 个 等 距 ,如果 立 = SOSL, 且 S 在 rz 之 下 是 不 变 的 ,那么 S+ 在 t 之 下 也 
是 不 变 的 . 

证 明 2) 由 于 S 在 t 之 下 是 不 变 的 ,从 而 有 zlS) CC S. 但 是 dim(r(S)) = dim(5S)， 
所 以 r(S) = S,S = cr1(S). 现在 假设 v€ S+ ,那么 对 于 VsE S, 根 据 论断 1), 以 及 
(8 已 就 有 交 二 Se 

例 11.5.1 如 果 char(F) 关 2, 则 rE L(V,W) 是 一 个 等 距 , 当 且 仅 当 t 是 双 射 的 ， 
且 对 于 Vv EV, 二 rt(v) ,rT(vV) 和 >= 之 vv 上 >. 

例 11.5.2 令 B= {wy,…,v,) 是 V 的 一 个 基 , 则 rE€ L(V,W) 是 一 个 等 距 , 当 且 
仅 当 它 是 双 射 的 , 且 对 于 Yi,j, 过 twi,mwj 这 二 过 vi,vi 这 


11.5.2 对 称 


设 六 是 下 上 一 非 奇异 度量 线性 空间 ,其 中 char(F) 了 关 2, 令 wu EV 取 0. 考虑 线性 映射 


2 < 六 之 ， 
a 


OG. V) Uv 


定义 11.5.3 ”如果 o, 有 以 下 性 质 ; 

1) o, 是 一 个 等 距 ;2) o,(u) 二 一 u;3) 对 于 Yx E (span{u})1 ,ou(x) 二 x, 那么 我 
们 就 称 o 为 由 确定 的 对 称 . 

因为 V = span{u)(span{u})+ ,所 以 线性 映射 是 由 性 质 2) 和 3) 唯一 确定 的 . 
而 且 ,c, = 一 | O、4 |-,s1 ,其 中 二 w 之 是 由 向 量 w 所 生成 的 子 空间 . 

我 们 还 需要 对 称 的 以 下 性 质 : 

定理 11.5.4 令 V 是 域 上 一 非 奇 异 正 交 几 何 , 其 中 char(F) 隆 2,u 和 wv 是 V 的 
非 零 向 量 , 且 一 xx 盖 = 二 wu 之 天 0, 那 么 就 存在 对 称 c, 使 得 c(Cx) 二 v 或 o(u) = 一 v. 

证 明 ”假设 4 十 v 不 等 于 0, 那 么 对 称 cu。 是 有 意义 的 , 且 cs 十) 二 一 (u 十 v0)， 
而 且 ; 由 于 过 一 vu 十 v 守 = 0;, 所 以 olu 一 v) = 一 v. 把 这 两 个 等 式 相 结合 ,就 得 
到 我 们 想 要 的 oi,(u) = 二 一 v. 

如 果 十 v 等 于 0, 那 么 u 一 vv 一定 不 为 0, 否 则 就 会 为 0. 因 此, 对称 o44, 是 有 意义 
的 ,而 且 ,o (一 Vv) = 一 (4 一 v) ,oss(u 十 v) 二 =u 十 v. 从 这 两 个 等 式 中 就 得 出 了 我 们 想 
要 的 o,(u) 二 vw 

定理 11.5.5 令 V 是 域 F 上 一 非 奇 异 正 交 几 何 ,其 中 char(F) 关 2, 那 么 任意 正 交 
变换 r: V 一 V 是 V 上 对 称 的 积 . 、 

证 明 我们 在 4 = dim(V) 上 运用 归纳 法 ,假设 对 于 4d 一 1 定理 成 立 , 令 dim(V) = 
4 ,选取 一 非 零 向 量 w EV; 由 于 过 zw) ,rw) 过 = 二 wx 之 ,所 以 我 们 可 以 运用 定理 
11. 5.3 推出 V 上 对 称 o 的 存在 性 ,使 得 oCr(wu)) = eu ,其 中 e 二 士 1. 因为 o 是 一 个 对 称 ， 
所 以 如 果 zxz E 二 wu 之 + ,那么 二 or(x) 之 = 之 or(Xx)yeor(W) 二 一 二 工人 二 0. 从 
而 cz(< 二 关 上 ) 区 二 2> 上 ,因此 ,二 六 和 去 v 关 -在 天 之 下 都 是 不 变 的 . 根据 应 用 
在 d 一 1 维 空间 二 > 之 + 上 的 归纳 假设 ， 


CS = vi oi C1Y.2) 


其 中 必 € 二 4>+ ow 是 二 4 之 + 上 由 ow Co) 二 0 一 完 守 业 祝 w; 所 定义 的 对 称 .这 


< Yi WwW; 
也 是 六 上 的 一 个 对 称 ,其 中 心 (w) = wu. 因此 ,把 ws 看 成 定义 在 了 上 之 后 ,就 有 
0 eoT (uu). CL 


我 们 要 区 分 两 种 情况 . 如 果 e = 1, 那 么 (11.2) 式 和 (11. 3) 式 就 表明 在 过“ 之 和 
ut ;or = ov ow, 则 在 V 上 ,or = ow ** ou. 
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最 后 ,由 于 对 称 是 它 本 身 的 道 , 所 以 = om … ou 
另 一 方面 ,如 果 e = 一 1, 那么 由 (11. 3) 式 得 ， 


7 OU Ot) , 
由 于 6 固定 二 w 守 + 中 的 所 有 向 量 , 二 w 放 + 在 or 之 下 是 不 变 的 ,对 于 XE 之 u 之 +， 
由 (11.2), 有 


Gow "Ow (2) = 00r |<us +(x) = ot |<y>1 (zr), 


因此 ,在 这 一 情形 下 ,or = ca … ou， 从 而 二 ozuaw au， 
11.5.3 ”维特 消去 定理 


现在 ,我 们 要 讨论 正 交 几何 的 主要 结论 之 一 一 一 维特 消去 定理 . 

定理 11. 5.6 (维特 消去 定理 ) 令 V 是 域 上 一 非 奇 异 正 交 几 何 ,其 中 char(CF) 天 
2. 设 V= SOSL = TOT1 ,其 中 S 和 TT 是 非 奇 异 的 ,那么 ST,St 钨 Ti. 

证 明 今 t: S~> 了 是 一 个 等 距 . 我 们 在 dim(S) 上 运用 归纳 法 . 首先 假设 dim(S) = 
1,S = span{s} ,那么 = span{rt(s)}, 之 zt(s) ,rt(s) 二 = 之 s,s >. 

根据 定理 11. 5. 3 ,存在 对 称 c, 使 得 c(*) = er(s), 这 里 e == 土 1. 因此 ,o 是 V 的 使 得 
ol(S) = 一 工 的 一 个 等 距 . 由 此 得 出 
XEStOAzrs>=0OZor),0(s) >=0OZo(r) ,rs) 二 一 00(7) €E le 
所 以 限制 vc |s 是 从 St+ 到 T+! 的 一 个 等 距 , 这 说 明 S+ 纪 TT-. 

现在 设 对 于 dim(S) 二 有 ,定理 成 立 , 令 dim(S) = 二 上 &, 令 t+: S 一 了 是 一 个 等 距 ; 由 于 
S 是 非 奇异 的 ,所 以 可 以 选取 一 非 零 向 量 s € S, 记 为 $= span{s}、U, 这 里 U 是 非 奇异 
的 ,而 且 全 == span{t(s)}E、r(U). 因 此 ， 

V = span{s}OUQOSLt;V = span{r(s)} OU)OT. 

对 于 一 维 的 情形 ,我 们 可 以 运用 维特 定理 推出 UOS+ 生 rz(U)ET-. 

假设 s: UGOSL-> r(U)OTL 是 一 个 等 距 . 由 于 c(UOSL) =cCU)GOo(CST) ,所 以 我 
们 有 cz(U)G@Ou(CSL) = r(OD)G@OTL. 但 是 c(CU) 旦 zt(U), 又 因为 

dim(c(U)) = dim(U) ~ dim(S), 


所 以 由 归纳 假设 即 得 S+ 辐 rcCS+) 宅 7 . 


11.6 ”维特 扩张 定理 


11.6.1 维特 扩张 定理 
设 V 和 V 是非 奇异 正 交 几何 ,co: V 一 V' 是 一 个 等 距 . 同样 , 设 U 是 V 的 一 非 奇 异 
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子 空间 ,r: U~> r(U) CV 是 一 个 等 距 . 我 们 想 要 说 明 r 能 扩充 成 V 上 的 一 个 等 距 . 因为 
U 是 非 奇 异 的 ,所 以 r(U) 也 是 非 奇异 的 ,从 而 我 们 推出 
V =rU)OrCU)L = aoCU)GOrCU- )， 


因为 r(U) 畦 口 归 co(U) ,所 以 维特 消去 定理 就 列 含 着 rz(U)+ 旦 olU+). 如 果 v: 
or(UL) > r(UD)L 是 一 个 等 距 , 那 么 积 vo: UL 一 r(U)L 也 是 一 个 等 距 , 从 而 一 r@vo: 
UOUL 一 Y' 是 一 个 有 性 质 t |u = 的 等 距 . 这 就 是 r 的 扩张 . 

我 们 要 说 明 U 是 非 奇 异 的 这 一 假设 是 不 需要 的 . 首先 要 说 明 的 是 V 的 任意 子 空间 
U 都 可 以 舰 人 到 一 个 非 奇 异 子 空间 中 ,并 且 U 上 任意 等 距 都 可 以 扩充 到 这 一 非 奇 异 子 
空间 中 ,那么 我 们 就 可 以 在 之 前 所 描述 的 非 奇异 的 情形 中 寻求 帮助 . 

定理 11.6.1 令 V 是 下 上 一 个 非 奇 异 正 交 几 何 , 其 中 char(F) 关 2. 令 UU 是 V 的 一 
个 子 空间 , 记 作 U= Rad(U)©W, 其 中 W 是 非 奇 异 的 . 设 B= (51,…,b.}) 是 Rad(U) 的 
一 个 基 , 那 么 存在 向 量 {zi ,… ,zs) ,使 得 

1) (6b;,z;) 是 一 双 曲 对 ,从 而 空间 瓦 , = span{bi zi) 是 一 双 曲 平面 ; 

2) U 包含 在 非 奇 异 空间 Hi1© … HOW 中 . 

而 且 , 如 果 r: U ~ r(U) CV 是 一 个 等 距 , 这 里 V 是 非 奇 异 的 ,那么 存在 等 距 r: V 一 
,使 得 lu = Ms 

证 明 ”我 们 通过 在 & = dim(Rad(U)) 上 进行 归纳 来 证 论断 1) 和 论断 2). 当 二 0 
时 ,显然 成 立 . 令 & 一 1, 因 而 B= {01) 是 Rad(U) 的 一 个 基 . 我 们 想 要 找到 zi EV ,使 得 
(01,z1) 是 一 个 双 曲 对 , 即 

a a (iu49 


这 里 , 令 Hi = span{b1,z1) 后 ,我 们 就 有 五 站 W = {0}, Hi | W. 
如 果 我 们 能 找到 = € WW ,使 得 上 式 成 立 , 则 车 zx 二 性 1 十 v1 E 站 玖 ,那么 
0 二 二 mi 十 sz: 9 之 1 之 一 r, 
所 以 x= sz1 E WN Wt = (0). 由 于 六 是 非 奇 异 的 ,所 以 Hi 站 W == {0). 

由 于 bi yi EE W- 可 得 H, W,， 因此 我 们 只 要 找到 p4 娄 己 本 于 ,使 得 < bi ,Ob1 二 三 
之 2 二 07(015 和 加) 二 1 成立; 因为 Bi 芋 Wt ,Rad(W-+) = Rad(W) = {0}; 所 以 一 
定 存在 向 量 x € WW ,使 得 二 b,x 之 关 0. 我们 规定 = 一 汉 1 十 这, 说 明 存在 7 和 sx ,使 
(11.4) 式 成 立 , 即 使 得 1 三 过 记过 = 二 由, 瑟 : 十 逮 二 一 5 雪 六 和 氏 二 , 且 

0 王 一 避 ,谢世 三 二 庆 十 下 71 十 下 之 王 2 二 页 相交 二 区 之 ， 
因为 二 b,x 之 关 0;, 所 以 从 第 一 个 等 式 中 可 以 解 出 ,从 第 二 个 中 解 出 x. 因此 ,存在 向 量 
之 1 ,使 得 (0 ;21) 是 一 个 双 曲 对 ,从 而 当 k=1 时 ,论断 1 和 论断 2 成 立 . 
根据 归纳 法 ,假设 对 于 dim(Rad(U)) 二 ,论断 1) 和 论断 2) 成 立 . 
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今 dim(Rad(U)) = 二 ,那么 U= Rad(U)©W = span{b1}©Ospan{bi ,011}OW. 
令 U == span{01, 司 061}OWW, 则 Rad(U6) 二 span{01,… ,be1). 因 为 6 € Ut, 和 且 


Rad(UdL ) = Rad(U,) = span{b1,*** ,0 71} 


含有 D4, 所 以 和 上 面 一 样 ,我 们 可 以 推出 存在 向 量 x € Usd ,使 得 (bi ,zx) 关 0, 且 存在 向 
量 z € UL ,使 得 (6 ,zs) 是 一 个 双 曲 对 . 令 有 Hi 二 span{Bi5yz%). 由 于 Hi CC Ue 所 以 
U, CHi ,又 因为 Hi 是 非 奇异 的 ,dim(Rad(Uo)) = 二 上 一 1, 所 以 可 以 在 Hi 的 子 空间 
Us 上 应 用 归纳 假设 .因此 H+ 中 存在 双 曲 平面 有 H1,…, 顾 ,1 ,使 得 


Us, CU = Hi - ©H OW. 
又 因为 0 C Hit ,所 以 
H; | UU CC HO: ©H,OW. 
最 后 一 部 分 , 设 r: U -> r(U) CV 是 一 个 等 距 , 这 里 V 是 非 奇异 的 , 则 
U=Zh SO "OZ OWEHIO OHOW. 
这 里 二 6b; 之 是 由 6; 所 生成 的 子 空间 ,H; 二 span{bi,z;}. 由 于 zt 是 一 个 等 距 , 所 以 
Ue < io) OrWY, 


现在 , 令 5(6;) = zt(b;), 且 对 于 Yw E€ W,t(w) 二 t(w). 只 要 选取 T(z;) ,使 得 t 是 

, 将 1) 应 用 到 含有 子 空 间 r(U) 的 非 奇异 空间 V 上 . 由 于 {r(o )，…r(o)) 是 
Rad(r(U) ) 的 一 个 基 , 所 以 我 们 推出 存在 向 量 w; € V ,使 得 

rCUD) C KIO : OK OW,, 

这 里 K,; = span{rt(b;) ,wi} 是 V 的 双 曲 平面 . 因此 ,如 果 我 们 令 z(z;) 二 w; ,就 不 难得 出 

一 个 等 距 了 . 

定理 11. 6.2( 维 特 扩张 定理 ) 令 V,V 是 域 上 的 等 距 非 奇异 正 交 几何 ,其 中 
char(F) 关 2. 设 UU 是 V 的 一 非 奇 异 子 空间 ,rt: UU CV 是 一 个 等 距 , 那 么 t 可 以 扩 
充 到 V 上, 即 存在 等 距 t: V 一 V' ,使 得 tz|u 二 工 . 

下 面 我 们 考虑 维特 扩张 定理 的 应 用 . 令 V 是 域 玉 上 一 非 奇异 正 交 几 何 ,其 中 
char(F) 关 2. 设 U,U 是 V 的 极 大 零 子 空 加 我 们 想 要 说 明 dim(U) = dim(CU ). 

如 果 dim(U) 过 dim(U') ,那么 存在 同 构 r: U 一 +z(U) CU ,因为 U 和 U 是 零 子 空 
间 , 所 以 这 是 一 个 等 距 . 因此 由 扩张 定理 就 有 扩充 z 的 等 距 r: V 一 V 的 存在 . 

特别 地 ,二 1(U') 是 含有 U 的 零 空 间 , 则 去 !(U') = U, 这 说 明 dim(U) = dim(CU ). 

定理 11.6.3 令 V 是 域 F 上 一 非 奇 异 正 交 几何 ,char(F) 关 2, 则 V 的 所 有 极 大 零 

空间 都 有 相同 维 数 ,叫做 V 的 维特 指数 , 记 为 w(V). 
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11.6.2 极 大 双 曲 子 空间 


由 于 双 曲 空间 完全 是 由 它 的 维 数 决定 的 (如 果 我 们 不 计 等 距 的 话 ) ,所 以 我 们 就 想 
知道 非 奇 异 正 交 几 何 的 极 大 双 曲 子 空间 (在 辛 几何 的 情形 中 ,如 果 V 是 非 奇 异 的 ,那么 
V 就 是 双 曲 的 ). 我 们 用 W 来 表示 一 个 双 曲 空间 , 维 数 为 2k 的 双 曲 空间 表示 为 Wi ,因此 

Wa = Hi© *… OHs. 


这 里 每 个 肪 ; 都 是 一 个 双 曲 平面 . 
二 维 空间 是 一 个 双 曲 平面 , 当 且 仅 当 它 是 非 奇 异 的 , 且 包 含 一 个 零 向 量 . 
设 V 是 迷 向 的 , 即 V 中 含有 一 个 零 向 量 . 如 果 Ui 是 V 的 维 数 为 & 的 一 个 非 空 零 子 
空间 ,那么 Rad(Ui) = Ui ,从 而 我 们 可 以 推出 
U;: C Wa = Hi© “ OH. 


这 里 瓦 ; 由 双 曲 对 (x;,y;) 所 生成 .因此 ,任意 零 子 空间 Ui 都 包含 在 双 曲 空间 W 
中 , 且 dim(W) 二 2dim (Ui). 这 说 明 V 的 维特 指数 最 多 为 dim(V)/2. 
另 一 方面 , 设 Wz 二 昌 /…Hi 是 V 的 一 双 曲 空间 , 且 五 ;由 双 曲 对 (zx;,y;) 所 生 
成 ,那么 集合 B 二 (xi,… ,zs}) 是 无 关 的 ,因为 如 果 7izi 十 … 十 nsx 二 0, 那么 从 中 可 以 
得 出 ,对 于 Yj， 
Vs Fs 


而 且 , 由 于 对 于 Viyj, 过 xi;， yy; 这 = 二 0,; 所 以 子 空间 Ui = span{B} 是 一 个 & 维 零 空 间 ， 
则 玉 中 任意 双 曲 空间 Ws 都 含有 一 个 零 空 间 Ui;, 则 车 Ws 是 V 的 一 个 极 大 双 曲 子 空间 ， 
那么 m 过 w(V). 而 且 , 由 于 V 必 含有 零 空 间 Usww， 所 以 了 也 一 定 含 有 一 个 维 数 为 
2w(V) 的 双 曲 子 空间 . 换 句 话说 ,V 的 双 曲 子 空间 的 最 大 维 数 为 2w(V). 

现在 , 设 WW= 二 Hi© … ©Hi, 且 EF= Ki … OOK, 是 V 的 极 大 双 曲 子 空间 ,同时 
设 瓦 ; 由 双 曲 对 (wi ,vi) 生成 ,K; 由 双 曲 对 (xi,y;) 生成 . 

我 们 想 要 说 明 dim(W) = dim(E). 设 dim(W) 过 dim(E), 考 虑 由 条 件 tr(u;) 二 x;， 
t(v;) 二 y; 定义 的 向 量 空间 单一 同 态 r: W 一 r(W) CE. 根 据 定理 11.5.1,r 是 一 个 等 
距 , 所 以 W 安 r( 丈 ). 因 此 ,维特 扩张 定理 说 明 扩 充 r 的 等 距 r:V 一 V 存在 . 

村 到 地 1(E) 是 一 个 含有 W 的 双 曲 空间 ,所 以 (E) = W, 这 说 明 dim(E) = 
dim(W). 这 样 我 们 就 证 明了 V 的 所 有 极 大 双 曲 子 空间 都 有 相同 的 维 数 2w(V). 假 设 W 
是 V 的 一 个 极 大 双 曲 子 空间 ,由 于 双 曲 空间 是 非 奇 异 的 ,所 以 V 二 WEW- ,那么 W- 就 
是 非 迷 向 的 , 即 Wt 不 含有 零 向 量 .为 了 说 明 这 一 点 , 反 过 来 设 x € W+ 是 一 个 零 向 量 . 
因为 存在 零 子 空 间 U C W， 人 dim(U) = 二 dim(W)/2 = mw(V) ,所 以 零 空 间 UU 
span{U ,EE) 有 维 数 ww(V) 十 1, 这 与 维特 指数 的 意义 矛盾 . 因此 ,W+ 中 不 含有 零 向 量 , 
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反之 , 设 三 ,是 双 曲 的 ,V 二 WW 去 ,W##Z 是 非 迷 向 的 ,那么 Wo 是 极 大 双 曲 的 ， 
因为 如 果 W 不 是 极 大 双 曲 ,那么 WW 就 真 包含 于 双 曲 子 空间 Ws 中 ,我 们 记 为 Wz 二 
WaOE. 这 里 巨 是 Ws 中 W 的 正 交 补 .EE 必 是 一 个 维 数 为 2(m 一 &) 的 双 曲 空间 . 因为 
对 于 任意 双 曲 空间 Wo by， 必 有 Ws = Wa@Wzww， 所 以 根据 维特 消去 定理 ， 
羽 纪 Wnw. 由 于 Wn-w 含有 一 个 零 向 量 , 所 以 由 上 式 可 知 存在 一 个 零 向 量 XE Wu, 
这 与 假设 矛盾 . 因此 ,Wo 是 极 大 的 . y 

定理 11.6.4 令 V 是 上 一 非 奇 异 正 交 几 何 ,char(F) 关 2, 那 么 V 的 极 大 双 曲 子 
空间 都 有 维 数 2w(V) ,这 里 w(V) 是 V 的 维特 指数 , 且 V 二 WOS. 

这 里 玉 是 V 的 一 个 极 大 双 曲 子 空 间 , 或 者 W = {0) ,如 果 V 中 不 含有 零 向 量 , 且 S 
是 V 的 一 个 非 迷 向 子 空 间 , 那 么 S 中 不 含有 零 向 量 . 

域 下 上 任意 正 交 几 何 V, 其 中 char(F) 关 2, 都 可 以 记 为 Rad(V)©WES. 这 里 
Rad(V) 是 一 个 零 空间 ,W 是 一 个 双 曲 空间 ,S 是 非 迷 向 的 . 


和 希 尔 伯 特 空 间 


前 面 我 们 研究 了 实 、 复 内 积 空间 的 基本 性 质 . 当时 ,我 们 不 太 关 注 所 讨论 的 空间 是 

有 限 维 还 是 无 限 维 的 .但 是 ,正如 我 们 在 第 9 章 中 所 讨论 的 ,向 量 空间 上 内 积 、 距 离 的 存 

在 ,产生 了 许多 关于 收敛 的 新 问题 . 在 本 章 中 ,我 们 讨论 距离 空间 \ 希 尔 伯 特 空间 的 概 

念 , 从 而 研究 实 ` 复 内 积 空 间 的 收敛 性 ,更 详细 地 讨论 最 佳 逼近 的 问题 . 我 们 的 目标 是 从 

希 尔 伯 特 空间 互 的 一 闭 子 空间 S 中 , 找 出 任意 向 量 xz 的 最 佳 逼 近 的 一 种 清晰 的 表 
达 式 . 


12.1 距离 空间 上 的 收敛 性 


12.1.1 距离 空间 


距离 空间 并 不 是 一 种 代数 结构 ,而 是 用 来 模拟 距离 的 抽象 性 质 

定义 12.1.1 距离 空间 即 (M,4), 这 里 M 是 一 非 空 集 ,d: i 个 实 值 
函数 ,叫做 M 上 的 距离 ,d(x,y) 读 作 “从 x 到 yy 的 距离 ”. 它 有 以 下 性 质 

1) (正定 性) ”对 于 Vz,y € Md(z,y) 宇 0 

2) (对 称 性 ) ”对 于 Vx,y € M,d(zx,y) = d(y,z). 

3) (三 角 不 等 式 )” 对 于 VzyzE Md(zx,y) 去 dzyz) 十 dCz,y)， 


例 12.1.1 在 由 d(z,y) = | ” 三 < 一 3 定义 的 离散 距离 之 下 ,任意 非 室 集 M 
1， 右 X 关 yy 


是 一 个 距离 空间 . 
例 | rg We 1) 对 十 这 ba 《1 二 (yw…y) ,在 由 


dzyy) = VCzl 一 凡生 十 十 (zy 一 名) 
定义 的 距离 之 下 ,集合 R" 是 一 个 距离 空间 ,叫做 R*" 上 的 欧 几 里 得 距离 . 
在 距离 di (zy) = 二 | zi 一 | 十 … 十 | zi 一 yn | 之 下 ,及 " 也 是 一 个 距离 空间 . 当然 
(R”",d) 和 (R” ,di) 是 两 个 不 同 的 距离 空间 . 
2) 在 西 距离 d(x,y) 二 Viz 一 上 十 十 | 一 ys |?* 下 ;集合 C" 是 一 个 距离 
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空间 ,这 里 :这 (ZX i HD 一 (yi 9 "53 9 Yn) 在 CC” 中 . 
例 12.1.3 1) 在 距离 4(f,g) 一 sup, | f(x) 一 g(x) | 之 下 ,La,b6] 上 全 体 实 值 (或 


复 值 ) 连续 函数 所 成 的 集合 CLa,bj 是 一 不 距离 空 间 . 我 们 称 这 种 度量 为 上 确 界 距离 . 
2) 在 距离 di (f(x),g(zx)) | | f(x) 一 g(x) | dz 之 下 ,La,6] 上 全 体 实 值 ( 或 复 


值 ) 连续 函数 所 成 的 集合 CLa ,2] 是 一 个 距离 空间 . 

例 12.1.4 许多 重要 的 序列 空间 都 是 距离 空间 .与 x 二 (x,),y 一 (y,) 一 样 ,我 们 
将 会 用 粗 体 罗马 字母 来 表示 序列 . 

1) 在 由 d(x,y) 一 sup | zw 一 多 | 定义 的 距离 之 下 ,全 体 有 界 实数 序列 所 成 的 集合 


有 是 一 个 距离 空间 . 含有 同一 个 距离 的 全 体 有 界 复数 序列 所 成 的 集合 LE 也 是 一 个 距 
离 空间 . 我 们 通常 用 L” 表 示 这 些 空间 . 


们 对 于 p 宇 1, 令 1 是 使 得 | x, | 二 的 实 ( 复 ) 数 的 全 体 序 列 zx 二 (zx,) 所 
成 的 集合 . 由 | zl ,= 3 | xz， |*)W7, 定义 zx 的 p 范 数 . 那么 在 距离 d(x,y) = 


lL 远 三 部 中 各 二 2 | zc; 一 y 1*)? 之 下 , 是 一 个 距离 空间 . 


定理 12. 1.1( 赫 尔 德 不 等 式 ) 令 p,g 宇 1,p 十 gq 二 pq. 如 果 xz EL*,y EL ,那么 
xXxy = (xaos) EL',B rxyli zl;, yi, 


Sg |e CO | ey OC eo | 
n=] n=1 n=1 
它 的 特例 (p = 9 = 2) 是 柯 西 一 施 瓦 茨 不 等 式 


| 1 Hl 
?一 1 7 一 ] n=1 


定理 12.1.2( 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 ) 对 于 户 二 1, 如 果 z,yE 天 ,那么 Z 十 2 一 
(xi EIB ztylse lzlyt+ yl 


eS a a el 
n=1 n=] n=1 


定义 12.1.2 如 果 M 是 4 之 下 的 一 个 距离 空间 ,那么 在 d 到 S XS 的 限制 之 F,M 
的 任意 非 空 子 集 S 也 是 一 个 距离 . 距离 空间 S 叫做 M 的 一 个 子 空间 . 


12.1.2 拓扑 空间 


定义 12.1.3 今 M 是 一 距离 空间 ,x。E€ M,r 是 一 个 正 实数 . 
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1) 中 心 在 zo ,半径 为 r 的 开 球 是 B(xo,r) = 二 {x E M |d(zr,zo) 二 7}. 

2) 中 心 在 zo ,半径 为 > 的 闭 球 是 BE(zo,r) = {x € M |d(zr,zo) 声 7}. 

3) 中 心 在 zo ;半径 为 r 的 球面 是 SC(zxo,7) = 二 {x EM|d(zx,zxo) 二 7}. 

定义 12.1.4 距离 空间 M 的 子 集 S 称 为 是 开 的 ,如 果 S 的 每 一 点 都 是 一 个 完全 包 
含 在 S 中 的 开 球 的 中 心 . 更 具体 地 说 ,S 是 开 的 ,如 果 对 于 Vx € S, 都 存在 一 个 + 二 0， 
使 得 B(x,r) CS. 

开 球 就 是 开 集 , 闭 球 就 是 闭 集 . 

如 果 x € M, 那 么 我 们 把 任意 包含 x 的 开 集 S 称 为 x 的 开 领 域 . 

同样 ,一 个 集合 是 开 的 , 当 且 仅 当 它 包含 由 其 每 个 点 所 成 的 开 领 域 . 

下 面 一 个 例子 说 明 一 个 集合 既是 开 的 又 是 闭 的 ,或 既 不 是 开 的 ,也 不 是 闭 的 ,这 两 
种 情形 都 可 能 出 现 . 

例 12.1.5 在 距离 空间 R 中 , 开 球 正好 是 开 区 间 BCzo,r) = (zo 一 r,zo 十 7). 

闭 球 是 闭 区 间 BCxo ,7) = [zo 一 7 ,zo 十 7]. 

对 于 a 二 5, 考 虑 半 开 区 间 S 二 (a,6bj. 这 个 集合 不 是 开 的 ,因为 它 不 含有 中 心 在 6 € 
S 的 开 球 ,也 不 是 闭 的 ,因为 它 的 补 S = (一 co,a ] U (pb,co) 不 是 开 的 ( 它 不 含有 关于 
a 的 开 球 ). 同样 ,和 整个 空间 R 一 样 , 空 集 既 是 开 的 ,又 是 闭 的 (可 以 说 明 在 R 中 , 空 集 和 
R 是 唯一 的 两 个 既是 开 集 又 是 闭 集 的 集合 ). 

开 集 和 闭 集 属于 数学 的 一 个 分 支 一 一 拓扑. 我们 的 目的 并 不 是 要 详细 地 讨论 这 两 
种 集合 ,但 是 为 了 更 清楚 地 说 明 相 关 概 念 ,我 们 有 以 下 结论 : 

定理 12.1.3 距离 空间 M 中 全 体 开 集 所 成 的 集合 Q 有 以 下 性 质 : 

1 EN,MED. 

2) 如 果 S,TE 0, 那么 SNMTEnD. 

3) 如 果 {S; | i € K) 是 开 集 所 成 的 任意 集合 ,那么 US: E 0， 

定义 12.1.5 X 是 一 非 空 集 . X 的 子 集 所 成 的 集合 Q 叫做 X 的 拓扑 ,如 果 满 足 

1] 全 EQ. 

2) 如 果 S,TE 0Q0, 那 么 SNMTEnQ. 

3) 如 果 {S; | i € K} 是 Q 中 集合 所 成 的 任意 集合 ,那么 US: EQ. 
我 们 称 Q 的 子 集 为 开 集 ,(X,Q) 为 拓扑 空间 . 

距离 空间 M 中 的 开 集 (与 我 们 之 前 对 其 下 的 定义 一 样 ) 构 成 M 的 一 个 拓扑 ,叫做 由 
距离 所 诱导 的 拓扑. 

拓扑 空间 是 最 普通 的 空间 ,在 其 中 我 们 可 以 定义 诸如 收敛 .连续 性 之 类 的 概念 ,这 就 
是 这 些 概念 称 为 拓扑 概念 的 原因 所 在 . 但 是 ,由 于 我 们 将 要 涉及 的 拓扑 是 由 距离 诱导 的 ， 
所 以 对 于 那些 我 们 直接 就 要 用 的 关于 拓扑 性 质 的 定义 ,一 般 会 根据 距离 来 进行 定义 . 
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12.1.3 距离 空间 上 的 收敛 性 


定义 12.1.6 如 果 limd (x， ,ZX) 二 0, 称 距离 空间 M 中 序列 {z) 收敛 于 zE M, 记 


作 {x,) x. 等 价 地 {zx,} ~ 并 如 果 对 于 Ve 二 0, 存 在 六 >0, 使 得 ?> 入， 则 有 d(x;， 
本 或 等 价 地 之， N, 则 有 x, E B(z,e). 在 这 一 情形 下 ,x 叫做 序列 {z,} 的 极限 . 
M 是 一 距离 空间 ,S 是 M 的 子 集 ,那么 S 中 的 序列 ， 即 为 所 有 项 都 在 S 中 的 序列 

定理 12.1.4 令 M 是 一 距离 空间 . 子 集 SCM 是 闭 的 , 当 且 仅 当 如 果 (z,) 是 5S 中 
的 一 个 序列 , 且 (z,) 一 x, 那么 x€ S. 或 子 集 5 是 闭 的 ， 如 果 S 在 取 序列 极限 时 是 闭 的 . 

证 明 设 S 是 闭 集 , 令 (z,) 一 阅 ,对 于 Vn,z E€ S. 设 x 5S, 那 么 由 于 xE€S5,S° 
是 开 集 ,所 以 存在 es 二 0, 使 得 zE B(x,e)CCS’ , 则 BCzE) [| {za 二 多 这 与 (%;) 一 
工 了 矛盾 .因此 ZE 5S. 

反之 , 设 S 在 取 极 限时 是 闭 的 . 我 们 来 说 明 S" 是 开 的 . 令 zE S', 设 没有 一 个 关于 工 
的 开 球 是 含 在 S: 中 的 .对 于 nn 二 1,2,… 考虑 开 球 B(z,1/n). 因为 对 于 Vn, 没 有 一 个 这 
样 的 开 球 是 包含 在 S 中 的 ,所 以 存在 xz, E S 门 B(x,1/n). 显 然 (x,) 一 XxX, 从 而 zx€S. 
但 x 不 能 既 在 S 中 又 在 S' 中 ,所 以 关于 xz 的 任意 球 在 S* 中 , 则 S“ 是 开 的 ， 从 而 S 是 闭 的 . 

定义 12.1.7 令 S 是 距离 空间 M 的 任意 子 集 .S 的 闭 包 , 记 为 4(S), 是 S 的 最 
小 闭 集 . 

定义 12.1.8 令 S 是 距离 空间 M 的 一 非 空子 集 . 元 素 zE M 称 为 S 的 一 一 个 极限 点 ， 
或 聚 点 ,如 果 每 一 个 中 心 在 工 的 开 球 除了 z 本身 外 ,还 与 S 交 于 一 一 点 .我 们 用 1(S) 表示 
S 的 全 体 极 限 点 所 成 的 集合 . 

定理 12.1.5 令 S$ 是 距离 空间 M 的 一 非 空 子 集 . 

1) 元 素 x € M 是 S 的 一 个 极限 点 仿 S 中 存在 序列 {zx,} ,对 于 Yn,zxs 闫 工 ， 
上 且 {wi) x: 

2) S 是 闭 的 已/(CS) CS, 即 ,S 是 闭 的 含 S 包含 其 所 有 的 极限 点 . 

3) eS = SU LY: 

4) 元 素 过 在 cL(S) 中 全 M 中 存在 序列 (z, ) ,使 得 C(z,) 一 工 . 

证 明 1) 首先 假设 +E€ cl(S). 对 于 Yn, 存在 点 x, 隆 z, 使 得 zx, € SCz LO 1 
因此 ,daCzsz) 三 1/n. 所 以 {zx1)} 一 工 

反之 ,; 设 (zx,) > x, 其 中 zx 关 x, € S. 如果 BC(z,7) 是 中 心 在 的 任意 球 , 那 么 存在 
VN, 使 得 当 ” 之 N 时 有 z,E B(x,7). 因此 ,对 于 任意 中 心 在 x 的 球 B(z,7) ,都 存在 一 
个 点 zx, 天 工 ,使 得 z € S 站 B(x,7). 因此 ,zx 是 S 的 一 个 极限 点 . 

2) 如 果 S 是 闭 的 ,那么 根据 论断 1), Vx € 7(S) 都 是 S 中 序列 (z， ) 的 极限 ,所 以 也 
就 一 定 在 S 中 .因此 ,4(S) CS. 反 之 ,如 果 !(S) C 5, 那么 S 是 闭 的 . 因为 如 果 (z,) 是 S 
中 任意 序列 , (zx,) 一 x, 那么 就 存在 两 种 可 能 性 : 
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| . 对 于 Yn,z, 二 工 ; 此 时 ,x = x € 5; 

i .对 于 Vnz 关 Z; 此 时 , (zs) 一 xz; 则 x E11(S)CS. 

上 述 无 论 哪 种 情况 都 有 x € S, 所 以 在 取 极 限时 S 是 闭 的 ,也 就 是 说 S 是 闭 的 . 

3) 显然 SCT= SU1(S). 为 了 说 明代 是 闭 的 ,我 们 来 说 明了 包含 其 全 体 极限 点 . 
令 TEL(T), 从 而 存在 序列 (zx,) ET, 使 得 x, 了 关 xX, (zx) 一 xz. 当然 ,每 个 xz, 或 者 在 S 中 ， 
或 者 是 S 的 一 个 极限 点 . 我 们 必须 说 明 x € T, 即 ,zx 或 者 在 S 中 ,或 者 是 S 的 一 个 
极限 点 . 

反之 , 设 zE&S,zE&7LCS) ,那么 存在 球 BCz,r) ,使 得 BC(z,r) 门 S 关 名 .由 于 (x,) 一 


如 果 d(z,,z) 一 了 < r, 那 么 考虑 球 B(z,,z“). 这 个 球 完全 包含 在 B(x ,7) 中 ,而 且 


一 定 包含 S 的 一 个 元 素 y ,因为 它 的 中 心 z 是 S 的 一 个 极限 点 .但 这 样 y € S 中 B(z， 
7) ,矛盾 . 从 而 ,x € S 或 + €E 1(S). 无 论 是 哪 种 情况 ,x ET 二 SU7(S), 所 以 TT 是 闭 的 . 
因此 , 工 是 闭 的 且 包 含 S, 所 以 4(S) CT. 

男 一 方面 ,T= 二 SN 丫 1(S) Cc(CS) 所 以 cz(CS) 一 了. 

4) 如 果 zx € c(S) ,那么 就 存在 两 种 可 能 性 . 如 果 x € S, 那 么 对 于 VY x, 常数 列 
{zx,) ,其 中 zx, = 二 xz, 是 S 中 收敛 于 xz 的 序列 . 如果 x 攻 S, 那 么 x € 1(S). 所 以 S 中 存在 
序列 {x,}) ,使 得 x, 关 xz, (zx) 一 工 .无 论 哪 种 情况 ,S 中 都 存在 一 个 收敛 于 xz 的 序列 . 

反之 ,如 果 S 中 存在 序列 (zx,) ,使 得 {zx,} 一 Zz, 那 么 或 者 对 于 Vn,x, 一 工 ,此 时 工 E 
SC a(S; 或 者 对 于 Ynyz; Swi 此 时 EEL) Cal (Sy. 


12.2 ”距离 空间 的 稠密 与 连续 


12.2.1 稠密 性 


下 面 的 概念 说 明子 集 S CC M“ 任 意 接近 ”于 M 中 的 每 一 点 . 

定义 12.2.1 距离 空间 M 的 子 集 S 在 M 中 是 稠密 的 ,如 果 ci(S) = M. 一 个 距离 
空间 称 为 是 可 分 的 ,如 果 它 含有 一 个 可 数 稠密 子 集 . 

因此 ,M 的 子 集 S 是 稠密 的 ,如 果 每 一 关于 任意 点 过 E M 的 开 球 都 至 少 含 S 的 
一 个 点 . 

当然 ,任意 距离 空间 都 含有 一 个 稠密 子 集 , 即 这 个 空间 本 身 . 

但 是 ,如 下 例 , 并 不 是 每 个 距离 空间 都 含有 一 个 可 数 稠密 子 集 . 

例 12.2.1 1) 实 直 线 R 是 可 分 的 ,因为 有 理 数 Q 构 成 了 一 个 可 数 稠密 子 集 . 同样 ， 
R" 是 可 分 的 ,因为 集合 Q" 是 可 数 和 稠密 的 . 
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2) 复 平面 C 是 可 分 的 ,同样 ,对 于 Vn,C" 也 是 可 分 的 ， 

3) 离散 距离 空间 是 可 分 的 , 当 且 仅 当 它 是 可 数 的 . 

例 12.2.2 空间 L” 不 是 可 分 的 ,L” 是 全 体 有 界 实数 (或 复数 ) 序列 所 成 的 集合 ， 
其 距离 为 


d(x,y) = sup | 


为 了 说 明 这 一 空间 是 不 可 分 的 ,考虑 全 体 二 进 制 序列 所 成 的 集合 S 
SS 三 (人 cz) | 对 于 Vi = 二 0 或 1}. 
一 集合 在 N 的 全 体 子 集 所 成 的 集合 的 一 一 对 应 中 ,所 以 是 不 可 数 的 ( 它 有 基数 

2 > 现在 ,S 中 每 个 序列 都 是 有 界 的 ,从 而 也 就 在 L” 中 . 而 且 , 如 果 z 了 y € 
1” ,那么 这 两 个 序列 肯定 至 少 有 一 个 位 置 是 不 同 的 ,因此 d(x,y) 一 1 

换 句 话说 ,我 们 有 L” 的 一 个 不 可 数 子 集 S, 使 得 任意 两 个 互 异 元 之 间 的 距离 为 1， 
则 球 |B{*, 言 ) | s E S | 所 成 的 不 可 数 集 是 互 不 相交 的 

因此 ,没有 一 个 集合 可 以 与 每 个 球 都 相交 ,这 就 说 明 在 L” 中 ,没有 一 个 可 数 集 可 
以 是 稠密 的 . 

例 12.2.3 对 于 p 宇 1, 距 离 空间 L? 是 可 分 的 .对 于 Vz 二 0, 形 为 * 一 (91，…qn， 

. ) 的 全 体 序列 所 成 的 集合 S 是 一 个 可 数 集 ,这 里 % 是 有 理 数 . 

我 们 来 说 明 它 在 L? 中 是 稠密 的 . 


Vz EL 满 尼 六 | zx, 1? 过 co. 对 于 Ve 之 0, 存在 一 个 NN， 使 和 
因为 有 理 数 在 R 中 稠密 ， 所 以 存在 有 理 数 q; ,使 得 对 于 Vi 一 1 … ,iN Es Md 
.如果 s 二 (qi1，…,qw ,0,… ) ,那么 


dlz, i 3 [ee 


这 说 明 S 中 存在 一 元 素 , 它 任意 接近 于 L? 中 任意 元 素 . 因此 ,S 在 L* 中 是 稠密 的 ， 
从 而 L* 是 可 分 的 . 

12.2.2 连续 性 

在 研究 无 限 维 内 积 空间 上 的 线性 算 子 时 ,连续 性 起 着 重要 作用 . 

定义 12.2.2 令 f: M->M 是 从 距离 空间 (M,d) 到 距离 空间 (CM ， 2 上 的 一 


数 . 如 果 对 于 Ye 二 0; 存 在 6 汪 0, 使 得 d(x;z0) 过 全 >.d nt 
f(B(zo;6)) CC BCf(xo),e) ,我 们 就 说 了 在 zuE M 处 是 连续 的 . 一 个 函数 是 连续 的 ,如 
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果 它 在 每 一 xz。€ M 处 都 是 连续 的 . 

我 们 可 运用 收敛 的 概念 描述 两 个 距离 空间 之 间 的 函数 的 连续 性 . 

定理 12.2.1 函数 f:M 一 M i {zs} 是 M 中 收敛 于 zu E M 的 
序列 时 ,序列 {f(z,)} 就 收敛 于 f(zxo), 即 由 {x,) 一 zo 可 得 {f(zx,)} 一 f(zxo). 

证 明 设 f 在 zo 处 是 连续 的 , 令 (x,} ee 全 定之 0, 由 上 的 连续 性 可 得 ,存在 
f 二 0, 使 得 FCBCz ,6))CBCFCzo)e). 因 为 {z)}-z ,所 以 存在 N>>0, 使 得 对 于 2 二 N， 
zo 蕊 B(xzo016); 从 而 由 nn 这 NN 可 得 f(x,) € BCrz)ve). 因 此 ,{(Fz)} -> f(xo). 

反之 , 设 {z) 一 oy 则 {f(z,)} 一 f(zo). 假 设 f 在 x。 处 是 不 连续 的 ,那么 存在 二 
0, 使 得 对 于 V6 守 0,f(B(zxo ,6)) CB(f zo) ,0). 因此 ,对 于 V7 二 0， 


B(xor ln ) EB ,a. 
天 


所 以 ,通过 选取 有 性 质 zx, € BC(zo,1/n), 但 f(x,) 对 B(f(zo),e) 的 每 一 项 x, ,我 们 
可 以 构造 序列 {x,) ,因此 {x,) 一 zo; 但 是 fz) 不 收敛 于 f(zo). 这 一 矛盾 说 明 在 zo 处 ， 


J 一 定 是 连续 的 . 
定理 12.2.2 仿 (M,d) 是 一 距离 空间 . 如 果 {z,) 一 zz; (yi) 一 则 CCzy) 一 
dy 


证 明 洽 W(xwW7 一 d(w yy) | 过 二 
当 n 一 co 时 上 式 右边 趋向 于 0, 所 以 dzy) 一 d(x,y). 


12.2.3 完全 性 


定义 12.2.3 距离 空间 M 上 序列 {z,}) 是 一 个 柯 西 序列 ,如 果 对 于 Ve 0, 都 存在 
N 三 人 使 得 直 加 大 这 闪 可 得 有 (zz 过 芭 

任意 收敛 序列 都 是 柯 西 序列 . 当 逆 命题 成 立时 ,这 个 空间 就 称 为 是 完全 的 . 

定义 12.2.4 令 M 是 一 距离 空间 . 

1) M 称 为 是 完全 的 ,如 果 M 中 每 个 柯 西 序列 都 在 M 中 收敛， 

2) M 的 子 空间 S 是 完全 的 ,如 果 作 为 一 个 距离 空间 ,S 是 完全 的 . 

因此 ,S 是 完全 的 ,如 果 S 中 每 一 柯 西 序列 (s,) 都 收敛 于 S 中 的 一 个 元 素 . 

定理 12.2.3 令 M 是 一 距离 空间 . 

1) M 的 任意 完全 子 空间 都 是 闭 的 . 

2) 如 果 M 是 完全 的 ,那么 M 的 子 空间 S 是 完全 的 仿 S 是 闭 的 . 

证 明 1) 设 S 是 M 的 一 个 完全 子 空间 . 令 {z,} 是 S 中 的 一 个 序列 ,这 里 {z,) 一 
x M, 那 么 (x,) 是 S 的 一 个 柯 西 序列 ,由 于 S 是 完全 的 ,所 以 {zx,) 一 定 收敛 于 S 中 的 
一 个 元 素 . 因为 序列 的 极限 是 唯一 的 ,所 以 x € S. 因此 ,S 是 闭 的 . 

2) 首先 设 S 是 完全 的 ,那么 由 论断 1),S 是 闭 的 . 
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反之 , 设 S 是 闭 的 , 令 {x,) 是 S 的 一 个 柯 西 序列 . 由 于 {z,)} 在 完全 空间 M 中 也 是 一 
个 柯 西 序列 ,所 以 它 一 定 收敛 于 任意 zxE M. 但 由 于 S 是 闭 的 ,所 以 {z,} 一 ZE M, 从 而 
S 是 完全 的 . 

例 12.2.4 ”距离 空间 R 是 一 个 完全 空间 . 同样 ,复数 C 是 完全 的 . 

例 12.2.5 欧 几 里 得 空间 R" 和 西 空间 C” 都 是 完全 的 .我们 来 证 R” 是 完全 空间 . 设 
{zi) 是 R" 中 的 一 个 柯 西 序列 ,这 里 ze 二 《zai … ,ZXhw) ,因此 ,mm 一 co 时， 


. 
Co = Ra na 0 
i=] 


所 以 ,对 于 每 个 坐标 位 置 i, (xii 一 zw 和 d(xi,xmn)* 王 0. 这 说 明 在 R 中 ,i 个 坐标 所 
成 的 序列 (zx4.;) ,= 1,2,… 是 一 个 柯 西 序列 . 由 于 R 是 完全 的 ,所 以 必 有 kk 一 co 时 ， 


CRs) = Ys 如 果 和 = yd ;那么 kk 一 co 时 ,d(x ,7)” 二 2 BE -> 0; 
i=1 


所 以 (x,} 一 y € R". 从 而 ,R" 是 完全 的 . 

例 12.2.6 [a,5] 上 ,距离 为 4(f,g) 三 sup, | f(zx) 一 g(x) | 的 全 体 实 值 ( 或 复 
值 ) 连续 函数 所 成 的 距离 空间 (CLa,0b],d) 是 完全 的 . 注意 到 关于 4 的 极限 是 La,b] 上 的 
一 致 极限 , 即 4(f,,f) > 0, 当 且 仅 当 对 于 Ye 之 0, 都 存在 N > 0, 使 得 当 n 二 和 N 时 ,对 
于 yx €[La,b], | f(x)— f(x) |<e. 

现在 , 令 {z,) 是 (CLa,6],d) 的 一 柯 西 序列 . 因此 ,对 于 Ye > 0, 都 存在 N > 0, 使 
得 ; 当 mn 之 NN 时 ,对 于 VYx€[a0], | f(x) 一 f(z) | 委 e. 这 说 明 , 对 于 YVzE La， 
b], 序 列 (f,(zx)) 都 是 实 ( 或 复 ) 数 所 成 的 一 个 柯 西 序列 ,所 以 (f(x)) 收敛 . 因此 ,由 
f(x) = lim f(x) ,我 们 可 以 在 [a,0] 上 定义 函数 太 

在 | f(x) 一 f(x) | 过 e 中 , 令 m 一 吕 , 当 n 之 NN 时 ,对 于 VzEla,bj, | f(z) 一 
fz) | 过 se 因此 ,f(z) 一 致 收敛 于 f(x). 由 于 连续 函数 的 一 致 极限 是 连续 的 ,所 以 
fz) ECLasbj, 从 而 f(x) 2 f(z7E C[a,6], 所 以 (CLa,b1;d) 是 完全 的 . 

例 12. 2.7 距离 空间 1L” 是 完全 的 . 为 了 说 明 这 一 点 , 设 在 L” 中 ,{x,) 是 一 柯 西 序 
列 , 这 里 zx, 二 (zi ,ziz，"… ) ,那么 ,对 于 每 个 坐标 位 置 i, 当 n,m 一 oo 时 ， 


[| 2 | Sp | i a | > 0 C2 ,1 
. 


因此 ,对 于 Vi,i 个 坐标 所 成 的 序列 (zx),-1.2.… 是 R( 或 C) 中 的 一 个 柯 西 序列 . 由 
于 R( 或 C) 是 完全 的 ,所 以 对 于 每 一 坐标 位 置 ;= 1,2，… 和 2 一 co 时 ,zw) 六 yi 我 们 想 
要 说 明 y= (y;) EL ,(z,) 一 y. 在 (12.1) 式 中 , 令 m 一 吕 , 当 ?2 一 co 时 ,sup a 
yj; | 王 0, 所 以 对 于 Yn,j， [za 一 各 过 二 ;从 而 对 于 Vn yb; |. 但 由 于 
zx, E17”, 所 以 (x,) 是 一 个 有 界 序列 ,从 而 (y;) 也 是 一 个 有 界 序 列 , 即 y 二 (y;) EL”. 由 
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sup | zj 一 y | 一 0 得 (z) 一 y, 所 以 L” 是 完全 的 . 


例 12.2.8 距离 空间 L* 是 完全 的 . 
令 {x,) 是 L* 中 一 个 柯 西 序列 ,zx = (ziyza… ) ,那么 对 于 每 个 坐标 位 置 i， 


| 
j=1 


这 说 明 ,i 个 坐标 所 成 的 序列 {x,.,),-1z,.… 是 及 (或 C) 中 的 一 个 柯 西 序列 . 由 于 及 (或 
C) 是 完全 的 ,所 以 当 WE 时 , (zni} = 
对 于 Vs 二 0, 都 存在 N ,使 得 对 于 Yr 0,; 由 n,m 之 六 可 得 


>3 | Tui Tmi 用 < 总 
i=1 


令 风 一 co, 对 于 Vr 盖 0, 由 ?> 六 可 得 


SB 


jl 
令 r 一 00, 对 于 Yn>>N, 有 >， | zi 一 y 1? 之 e; 则 {zw} 一 y EL?, 所 以 y= yy 一 
让] 


{wt lz) EL Ml} > 3 
完全 性 的 性 质 在 内 积 空间 理论 中 起 着 重要 作用 . 使 得 诱导 距离 空间 为 完全 空间 的 
内 积 空间 叫做 希 尔 伯 特 空间 . 


12.3 ”距离 空间 的 完全 化 


12.3.1 距离 空间 中 柯 西 序列 的 等 价 类 


两 个 距离 空间 之 间 保 持 距 离 的 函数 叫做 等 距 . 

定义 12.3.1 令 (M,d) 和 (CM ,d’) 是 距离 空间 . 函数 /: MM 叫做 等 距 , 如 果 对 
于 VzyEM,d (f(z),f(y)) = d(xz,y). 

如 果 f: M-> M 是 从 M 到 M' 的 一 个 双 射 等 距 , 我 们 就 说 M 和 M 是 等 距 的 , 记 作 
Mx MT . 

定理 12.3.1 令 f:(M,d) 一 (MM ,d') 是 一 个 等 距 ,那么 

1) f 是 单 射 的 . 

2) f 是 连续 的 . 

3) 广 :: f(M) -> M 也 是 一 个 等 距 , 从 而 也 是 连续 的 . 

证 明 1) 我 们 注意 到 f(x) = f(y)Sd’ (f(x),f(y)) = 0Bd(z,y) = 0O7r = y. 

2) 令 在 M 中 ,(z,) 一 zx, 那么 当 n 一 口 时,d (f(x,),，f(7z)) = 二 d(x,,;X) 习 0, 所 以 
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f(z,) > f(x), 从 而 f 是 连续 的 . 

3) 因为 dpFCFGz), 广 (CpGy))) = dzy) = qd (f(z)yf(y)) ,所 以 六 ': 
f(M) 一 M 是 一 个 等 距 . 

定理 12.3.2 令 (M,d) 是 任意 距离 空间 ,那么 存在 完全 距离 空间 (M ,d ) ,以 及 等 
距 t: M-> rCM) CM ,使 得 rz(M) 在 M 中 是 稠密 的 .距离 空间 (M ,qd’) 叫做 (CM,4d) 的 
一 个 完全 化 . 而 且 , 在 不 计 双 射 等 距 的 前 提 下 ,CM ,d') 是 唯一 的 . 

证 明 首先 我 们 把 M 中 的 序列 {zx,) 看 作 函 数 /: N -> M, 这 里 f(n) 二 x,(N 是 自 
然 数 集合 ). 证 明 的 基本 思想 是 使 M 中 的 元 素 成 为 M 中 柯 西 序列 的 等 价 类 . 因此 , 令 
CS (MD) 表示 M 中 全 体 柯 西 序列 所 成 的 集合 . 

如 果 f,g E CS(M) ,那么 当 n 一 吕 时 ,项 f(n) 就 会 趋向 于 一 个 数 ,从 而 项 g(n) 也 
趋向 于 一 个 数 . 因此 , 当 n 一 02 时 ,dq(f(n),g(n)) 应 该 趋向 于 一 个 有 限 极限 . 

事实 上 , 当 n,m> co 时 ， 

| df se df im gm) I< a fm ,fom)) + dlgn) ,gm)) > 0. 
所 以 4(f(n) ,g(m)) 是 实数 所 成 的 一 个 柯 西 序列 , 则 limad(f(n) ,gln)) 二 吕 , 即 极限 存 
在 ,并 且 是 有 限 的 . 由 4d‘(f,8) = limd(/(n),g(n)) ,我 们 想 要 在 集合 CSCM) 上 定义 距 
离 d'. 但 是 ,对 于 互 异 的 序列 / 和 g ,可 能 存在 limd(f(n),g(n)) 一 0, 所 以 不 能 在 集合 
CS (M) 上 定义 距离 . 

因此 ,我 们 就 要 根据 /一 5 仿 limd(f(n) ,gn)) =05 在 GSND 于 定义 二 个 等 价 
关系 . 令 CSCMD 是 柯 西 序列 中 全 体 等 价 类 所 成 的 集合 ,对 f,g E CSCMD ,定义 


dtf;g) = limad(f(n) gun)), 


这 里 /Ef,gE8. 设 1Ef,g €8, 那 么 由 于 f ~f,g' ~g, 所 以 当 n 一 oo 时 ， 
| dCf ng (nn))— dl(fln),g(n)) (a nn), fn)) t+ dlge nn),g(n)) | 一 0. 
因此 ， 
fF ~ fok gS limd(f (ng (n)) = limd(f(n) ,gm)>d (f 8 ) = dK 
这 说 明 4d 是 唯一 确定 的 . 

下 面 说 明 4 是 一 个 距离 ,如果 f,g,h 是 柯 西 序列 ,那么 d4(f(n),g(n)) dl(f(ln), 
有 h(n)) 十 dh(n),g(n)). 取 极限 后 ,得 

limad( fCn) ,gn)y < limad (Cf (2) ,h(n)) + limd(h(n) ,g(tn)). 


所 以 ,d'(f,g) 壹 d(f,h) 十 d'(h,g), 对 于 VxEM, 考 虑 常数 柯 西 序列 {xz}, 这 里 对 于 
Vn,{zx)(n) 二 x. 由 zt(z) = {zx) 定义 的 映射 +r: M 一 M 是 一 个 等 距 , 因 为 
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drCz)yr(y)) 一 dz fy) = limd({z}(n),(y}(m) = dlr,y). 


而 且 rCM) 在 M 中 是 稠密 的 .我们 可 以 用 一 个 常数 列 来 和 逼近 M 中 的 任意 柯 西 序列 . 


特别 地 , 令 Fe M'. 由 于 JE 了 是 一 个 柯 西 序列 ,所 以 对 于 Ve 过 0, 存在 一 个 N, 使 
得 n,m 宇 NN 过 .dA(f(n) ,Fa)) 二 e. 现 在 ,对 于 常数 列 {f(N)}， 


d’({f(N)},f) = limd(f(N),f(m) <e, 

所 以 zCM) 在 M 中 是 稠密 的 ， 

12.3.2 (M ,d’) 的 完全 性 

设 有 i,f;,… 是 M 中 一 柯 西 序列 . 在 M 中 找 出 一 柯 西 序列 g ,使 得 当 有 -> oo 时 ， 
4 (fu,g) = limd(fi(n),g(m)) > 0. 由 于 fi € M ,r(M) 在 M 中 是 稠密 的 ,所 以 存在 
一 常数 列 {c4) ,使 得 d (fi,{ce)) = limd(fi(n) ,cw) 二 1/k. 令 g 是 由 g (8) = ci 所 定义 
的 一 个 序列 . 这 是 M 中 一 个 柯 西 序列 ,因为 当 &,j -> co 时 ， 

二 (fce) ,fi)+d (fi,f; ) 二 qd CR dy }) 


ED 
为 了 说 明 fi 收敛 于 g ,注意 到 
d (fisg) Sd frye td {edsg) /+limdler, gn)) = 1/k+ limaler se,). 


由 于 g 是 一 个 柯 西 序列 , 则 Ye 这 0, 存 在 N, 当 k,n 宇 N 时 ,有 dlciy,c,) 二 &. 
特别 地 ， 当 & 六 时 ,有 limd(c,c) 全 6. 所 以 当 k 之 N 时 ， 有 d’(fi,g) 声 1/k 十 


e, 这 就 得 到 了 我 们 想 要 的 六 -> g. 
12.3.3 唯一 性 


最 后 ,如 果 (M ,d') 和 (CM ,d”) 都 是 CM,d) 的 完全 化 ， 
那么 M x M .我 们 有 双 射 等 距 z: M 一 rCOM) CCM 和 o: M 
一 ol(M) CM .因此 ,映射 二 or mn : tr(M) 一 olM) 是 一 个 从 
r(CM) 映 到 cCM) 的 双 射 等 距 ,这 里 rz(M) 在 M 中 是 稠密 的 
(图 12 -1). 

我 们 的 目的 是 要 说 明 o 可 以 扩充 为 一 个 从 M 到 M 的 
双 射 等 距 6. 

令 zEM, 那 么 rzCM) 中 存在 序列 {a,} ,使 得 {a,)} 一 工 . 
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由 于 {a,} 是 rzCM) 中 一 柯 西 序列 ,所 以 {po{a,)} 是 cCM) CM 中 一 柯 西 序列 ,又 因为 M 
是 完全 的 ,所 以 对 于 Vy € M ,{p{a,}} 一 y. 下面 定义 p(x) = y. 

为 了 说 明 5 是 唯一 确定 的 , 设 {a,) 一 z+,{5,} 一 ,其 中 这 两 个 序列 都 在 rCM) 中 , 那 
么 当 n 一 oo 时 ;Cp{as} ,po( 扩 )) 二 d (qa,b,) 一 0. 所 以 {pfas)) 和 {ptb,)} 收 化 于 M 中 
的 同一 个 元 , 则 bx) 与 CM) 中 收敛 于 z 的 序列 的 选取 无 关 ,因此 ,2 是 唯一 确定 的 . 而 
且 , 如 果 a € zr(M) ,那么 常数 列 {a} 收敛 于 a, 所 以 pla) = limp{a} = po(a) ,这 说 明 o 是 
o 的 一 个 扩张 . 

设 {a,) 一 zx,{6,) 一 y, 那 么 {pfas}} 一 p(x),{p{6,}) 一 p(y), 由 于 d" 是 连续 的 ,所 
以 dp(z) ,0607)) = limd (pla,} ,p06)) = limd' (4,b,) = d(x,y) 则 6 是 一 个 等 距 ， 
因为 cCM) = Im(p) C Im(5) ,所 以 如 果 Im(5) 是 闭 的 ,那么 由 oCM) 在 M 中 是 稠密 的 ， 
可 推出 Im(5) = M/. 

所 以 , 设 {5{z,)} 是 Im(5) 中 一 序列 , {p{z,)} 一 <, 那么 (ofz)} 就 是 一 个 柯 西 序 
列 , 从 而 {x,) 也 是 一 个 柯 西 序列 . 因此 ， 一 XE M ,但 6 是 连续 的 ,所 以 {p{z,)) 一 
a(z); 则 BCz) 一 =, 所 以 >E Im(D). 因 此 ,5 是 满 射 的 , 且 M ~ MM. 


12.4 和希 尔 伯 特 空间 


我 们 已 经 讨论 了 距离 空间 上 的 拓扑 性 质 , 在 此 基础 上 我 们 可 以 继续 研究 内 积 空间 ， 
而 不 用 受到 维 数 的 限制 . 前 面 把 注意 力 限定 在 实 、 复 内 积 空间 上 ,因此 ,下 可 以 指 R 或 C. 


12.4.1 希 尔 伯 特 空间 


我 们 知道 下 上 的 一 个 内 积 空间 V, 加 之 内 积 二 , >:VXVY 一 下 是 一 个 向 量 空间 V. 
如 果 下 二 RR, 那么 内 积 是 双 线 性 的 ;如 果 下 二 C, 那 么 内 积 是 半 双 线性 的 . 

在 V 上 ,内 积 诱导 了 由 上 vl = v 过 wz 之 定义 的 范 数 . 

我 们 特别 要 回忆 一 下 范 数 的 以 下 性 质 : 

定理 12.4.1 1) ( 柯 西 一 施 瓦 效 不 等 式 ) ”对 于 Vu;v EV, | 去 二 | 过 
| ull lzlh ,等 号 成 立 的 条 件 是 , 当 且 仅 当 对 于 Vr € F,u 二 rv, 

2) (三 角 不 等 式 ) ”对 于 zuEV, |u 十 v 过 ju 十 vl ,等 号 成 立 的 条 件 是 ， 
当 且 仅 当 对 于 rr € F,u 三 rv. 

3) (平行 四 边 形 定律 ) 对 于 Yu,v€EV,|utv|? 十 uv|?=21ul ?+2 中 vl 

如 下 所 示 ,内 积 可 以 由 范 数 重新 加 以 定义 . 

定理 12.4.2 1) V 是 一 个 实 内 积 空间 , 那么 < wu 二 一 1/4(|u 二 vl ?一 


ww 
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2) 如 果 V 是 一 个 复 内 积 空间 ,那么 
uv>=1/4(Cutv) :Oo umv) +1/4( utiv| :Co | umiv| ’). 


在 V 上 ,内 积 也 诱导 了 一 个 由 d(u,v) 二 ju 一 v 定义 的 距离 . 因此 ,任意 内 积 空 
间 都 是 一 个 距离 空间 . 

定义 12.4.1 令 V,W 是 内 积 空间 , 且 令 tz€ L(V,W). 

1) 如 果 对 于 Vu,v EV, 二 rlw) ,rt(v) 二 过 u,v 祖 , 称 zt 是 一 个 等 距 . 

2) 双 射 等 距 叫做 等 距 同 构 . 当 r: V 一 W 是 一 个 等 距 同 构 时 ,我 们 就 说 V 和 W 是 等 
距 同 构 的 . 

不 难看 出 ,等 距 总 是 单 射 的 ,但 不 一 定 要 是 满 射 的 ,即使 V = W. 

定理 12. 4.3 线性 变换 rE L(V,W) 是 一 个 等 距 会 rz 保持 范 数 , 即 对 于 Vv EV， 
| rw) = |. 

定理 12.4.4 令 冯 是 一 个 内 积 空间 , 且 令 rE 工 (V). 

1) 如 果 对 于 Vv,w EV, 一 ro 忆 二 一 0 那么 = 三 0. 

2) 如 果 是 一 个 复 内 积 空 间 , 且 对 于 VEYV, <rCo) 忆 二 =0, 那 么 rz 一 0. 

3) 一 般 而 言 , 对 于 实 内 积 空间 ,2) 不 成 立 . 

我 们 知道 内 积 空间 就 是 距离 空间 ， 

如 果 (z) 是 内 积 空 间 V 的 一 个 向 量 序列 ,那么 (zx,) 一 Xx 售 当 n 一 口 时 , | xz, 一 zz 


定理 12.4.5 令 V 是 一 个 内 积 空 间 , 那 么 

1 (a) -EY 

2) (zi) >zx=> |zl > | zl. 

定义 12.4.2 内 积 空间 在 由 内 积 诱导 的 距离 之 下 是 完全 的 , 称 为 希 尔 伯 特 空间 . 
例 12.4.1 和 希 尔 伯 特 空间 的 最 重要 例子 之 一 就 是 王 . 这 个 内 积 由 二 zx,y 二 = 


Sizy, 定义 由 这 个 内 积 诱导 的 距离 是 d(zyy) = 1 z 一 ?|‖ = (了) | x, 一 1 
7 一 ] n=1 


它 适合 于 前 面 所 讨论 的 距离 空间 L? 的 定义 . 换 句 话说 ,前 面 定义 的 距离 是 由 这 个 内 积 
诱导 的 , 且 这 个 内 积 空间 是 完全 的 ,所 以 希 尔 伯 特 空间 也 是 完全 的 . 
从 例 12. 4. 1 中 产生 了 一 个 问题 : 是 否 其 他 由 距离 


da = = ;= | we 
n=1 


所 给 出 的 距离 空间 二 (丸和 2) 也 是 完全 内 积 空间 . 
事实 上 ,它们 甚至 不 是 内 积 空 间 . 更 明确 一 点 说 ,没有 一 个 内 积 空 间 的 诱导 距离 是 
由 上 式 给 定 的 . 为 了 说 明 这 一 点 ,注意 到 ,由 定理 12.4.1 知 ,任意 来 自 内 积 的 范 数 必 满 
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2 -| 


zy ey ys 


但 上 式 中 的 范 数 并 不 满足 这 个 定律 . 
为 了 说 明 这 一 点 , 设 == TO 省 ),y 一 (Css A ) ,那么 


zy =2 zy = y= 

因此 ,平行 四 边 形 定律 的 左边 是 8 ,右边 是 4. 2 ,只 有 当 p = 2 时 ,右边 才 等 于 8. 

定理 12.4.6 令 立 是 一 内 积 空间 ,那么 存在 一 个 希 尔 伯 特 空间 互 和 一 个 等 距 r: 
V ~ 万 ,使 得 r(V) 在 吾 中 是 一 个 稠密 子 空间 . 在 同 构 意义 下 , 妃 是 唯一 的 . 

证 明 距离 空间 (V,d) ,这 里 d 由 内 积 诱导 ,有 了 唯一 的 完全 化 (V ,Z ) , 它 由 六 中 柯 
西 序列 的 等 价 类 组 成 . 如 果 (z,) € (Zz) E V',(y,) € (3) € V' ,那么 规定 

(zn) 二 (yi) = (ri) 二 (yi) sr (rz) = (rz,), 有 有 >= im 区 

不 难看 出 ,由 于 (xz,),(y,) 是 柯 西 序列 ,所 以 Cz, 十 y) 和 (rz,) 也 是 柯 西 序列 . 

另外 ,这 些 定义 是 唯一 确定 的 , 即 , 它 们 与 每 个 等 价 类 中 代表 的 选取 无 关 . 

例如 ,如 果 (2,) € 《zx,) ,那么 lim | zx, 一 人 ,加 |‖ 一 0, 所 以 


| Tn Vn Xe | | Tn = Ea | Tn es | | Vn | 0. 
( 柯 西 序列 (y,) 是 有 界 序列 . ) 因此 ， 


= 所 (Ge 直 二 三 lim Ce 之 一 lim < 3 二 = 二 二 (Gy WC 2 


则 V' 是 一 个 内 积 空间 ,而 且 V 上 的 内 积 空间 诱导 了 距离 d . 因为 


A (Te te Ni) ih 0 Wi Ya 


一 limd(Cz yy)2 = d’ ((zx,),(y,))’, 


所 以 距离 空间 等 距 t: V 一 V 是 内 积 空 间 的 一 个 等 距 . 因为 
rr ry) >= d(x) ry) = d(z,y) =< zr,y > 
从 而 V 是 一 个 完全 内 积 空间 ,r(V) 是 与 V 等 距 同 构 的 V 的 一 个 稠密 子 空间 . 
下 一 个 结论 与 内 积 空间 的 子 空间 有 关 ， 
定理 12. 4.7 1) 内 积 空间 的 任意 完全 子 空间 是 闭 的 . 
2) 希 尔 伯 特 空 间 的 子 空间 仍 是 希 尔 伯 特 空间 , 当 且 仅 当 这 个 子 空间 是 闭 的 . 
3) 内 积 空 间 的 任意 有 限 维 子 空间 是 闭 的 和 完全 的 . 
证 明 论断 1) 和 论断 2) 可 以 从 定理 12. 2.3 中 得 出 . 
3) 设 (zx,) 是 S 中 一 个 序列 ,(x,) 一 x, 且 x FS. 令 B= {51,…,bn} 是 S 的 一 个 正 
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交 哈 梅 尔 基 . S 中 傅立叶 展开 * = 2 二 zx,b; 之 b; 有 人 性质 xz 一 s 隆 0, 但 是 


二 下 一 六 国生 专 交大 主 凡 , 
如 果 y 二 一 s,y 二 zx, 一 s € SS, 那么 S 中 序列 (y,) 收敛 于 正 交 于 S 的 向 量 y. 这 
不 可 能 ,因为 yy 则 | 卓 y, 一 y= 二 上 y 上 十 上 yl 三 Dy 中 ?不 趋向 于 0, 从 而 5S 
是 闭 的 . 
为 了 说 明 内 积 空间 上 的 任意 有 限 维 子 空间 S 是 完全 子 空 间 ,我 们 把 S 嵌入 它 的 完 
全 化 S 中 ,那么 S 是 完全 内 积 空间 S 的 一 个 有 限 维 子 空间 ,同样 , 它 是 一 个 闭 子 空间 . 
但 是 在 S$ 中 ,S 是 稠密 的 ,所 以 S$ = S', 这 说 明 S 是 完全 的 . 


12.4.2 无 穷 级 数 

由 于 可 以 在 内 积 空间 上 进行 向 量 加 法 和 序列 的 收敛 ,所 以 我 们 可 以 定义 无 穷 和 或 
无 穷 级 数 的 概念 . 

定义 12.4.3 令 V 是 一 个 内 积 空间 , 且 令 (zx) 是 V 中 一 个 序列 ,这 个 序列 的 第 nn 个 
部 分 和 是 vv = zi 十 … 十 x,. 如 果 部 分 和 的 序列 (5,) 收敛 于 向 量 s EV, 那 么 当 n 一 o 


时 ,|| s, 一 s 上 -> 0, 就 说 级 数 > xz, 收 合 于 s, 记 作 了 x, 一 
n=1 


定义 12.4.4 序列 >)z 叫做 绝对 收敛 ,如 果 级 数 > | zs | 收敛 . 

下 一 个 定理 纤 出 了 收敛 和 绝对 收敛 之 间 的 重要 关系 . 

定理 12.4.8 令 Y 是 一 内 积 空间 ,那么 了 是 一 个 完全 空间 , 当 且 仅 当 级 数 的 绝对 收 
敛 可 推出 级 数 收敛 ， 

证 明 设 V 是 完全 的 , 且 》) | ze 二 吕 , 那 么 部 分 和 的 序列 * 是 一 个 柯 西 序列 ， 
因为 如 果 n 二 m, 那 么 


n n 
[< 
k=mtl k 


一 7 十 1 


所 以 序列 (s,) 收敛 , 即 级 数 》) x 收敛 . 
反之 ,绝对 收 化 一 定 收 化 , 且 设 (zx,) 是 V 中 的 一 个 柯 西 序列 .我们 要 说 明 这 个 序列 
收敛 . 由 于 (x,) 是 一 个 柯 西 序列 ,所 以 对 于 Vk 全 0, 存 在 Ni, 由 i,j 三 Ni 可 得 x; 一 


zz 中 过 去. 显然 ,我 们 可 以 选 出 Ni < Ns。 过 … ,使 得 ‖ zw 一 zw 过 去. 所 以 


| TN ZN, | 冬 Br < SS 
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因此 ,根据 假设 ,级 数 (zw 一 zw ) 收敛 .但 这 是 一 个 压缩 的 级 数 ,其 第 个 部 分 


和 是 zw 一 zx ,所 以 子 序列 (zw ) 是 收敛 的 . 由 于 含有 收敛 子 序列 的 任意 柯 西 序列 必 
本 身 也 收敛 ,所 以 序列 (zt) 是 收 化 的 ,从 而 V 是 完全 的 . 


12.4.3 最 佳 逼 近 


设 V 是 一 内 积 空间 ,S 是 V 的 一 个 子 集 .对 于 Vx EV, 能 够 在 S 中 找到 一 个 向 量 ， 
在 由 内 积 诱导 的 距离 中 ,这 个 向 量 与 x 最 接近 ,这 是 很 重要 的 ,这 样 的 一 个 向 量 应 该 存 
在 . 这 就 是 V 的 逼近 问题 ， 

设 x E V, 令 5 一 inflz 一 |， ,那么 存在 序列 s, ,使 得 6 = inf|z—s, | = 56. 

我 们 看 一 下 从 这 个 序列 中 可 以 得 出 什么 结论 . 首先 ， 如 果 我 们 令 yt 二 工 一 st, 那 么 
根据 平行 四 边 形 定律 ， 


| 区 


或 
Fy Col 2 (12.2) 
如 果 集 合 S 是 凸 集 , 即 ,如果 对 于 YO0 志 rr 二 1,xz,y€ Sr (1 一 了 )y € S( 即 
在 其 任意 两 点 之 间 ,S 都 含有 一 条 线段 ) ,那么 (si 十 5;)/2 € S, 所 以 
| 兰 广 攻 上 一 | z 一 全 3 芝 ‖ 闷 


因此 由 (12.2) 式 , 当 &jj 一品 时 ,yy 一 yy 上 2C|yxw 有 十 上 yj 有?) 一 4 一 0. 从 
而 ,如 果 S 是 凸 集 ,那么 (y,) = (z 一 5) 是 一 个 柯 西 序列 ,因此 ,(s,) 也 是 一 个 柯 西 序列 . 如 
果 S 也 是 完全 的 , 柯 西 序列 (s,) 收 化 于 向 量 3 € S, 由 范 数 的 连续 性 必 有 , | x 一 31 = 人. 

定理 12.4.9 设 V 是 一 内 积 空间 ,S 是 V 的 完全 凸 子 集 ,那么 对 于 Yx EV, 存 在 唯 
一 的 ? € S, 使 得 ex 一 3 = inf 上 z 一 s | .向 量 3 叫做 S 中 到 zz 的 最 佳 逼 近 . 

证 明 ”只 要 证 唯一 性 . 设 x 一 3 =9= 上 zx 一 s |. 根据 平行 四 边 形 定律 ， 
13=s ?= eo) (DL)z—s|*+2|z=y := 2s—3—s | 


es 二 1 二 28 十 292 一 48 二 0. 


所 以 3 三 入 
由 于 内 积 空 间 V 的 任意 子 空间 S 都 是 凸 的 ,所 以 我 们 可 以 把 定理 12. 4. 9 应 用 到 完 
全 子 空间 上 . 同时 ,在 这 一 情形 下 ,我 们 还 有 以 下 
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定理 12.4.10 令 V 是 一 内 积 空 间 ,S 是 V 的 完全 子 空间 ,那么 对 于 Vz EV,S 中 
到 zx 的 最 佳 到 近 是 使 x 一 ;| S 的 唯一 的 向 量 *” E S. 
证 明 设 z 一 s | S, 其 中 s € S, 那 么 对 于 Vs € S,z 一 | 一 ,所 以 
上 = 
因此 ,s = 二 3 是 S 中 到 zz 的 最 佳 逼 近 . 现在 我 们 只 要 说 明 z 一 3 | S, 这 里 ?是 S 中 到 xz 的 
最 佳 逼 近 . 对 于 Vs E S, 根 据 完全 平方 的 计算 ， 
| 区。 ws | .= ve, et 2 


= rl?—r<xs > —r 过 SFrr | s||: 


ES 人 


二 | zx 十 省 s 人 区 
ll sl? 


a 
区 | s | | s | ) sl 
S29 | 

Ms) sl 


二 下士 趾 # 淖 2 


当 r=n = 2 | 之 时 ,最 后 一 个 表达 式 最 小 ,此 时 | z 一 ms 有 过 1 zl -上 Ee 


用 zx 一 了 代替 zz, 得 


ts | 过 x 一 35 > | 


一 | < 六 
et A < | si | s | 


但 3 十 ros € S, 所 以 左边 至 少 为 6, 则 


| 过 xz—$,s >>| nd 
| si 
或 等 价 地 , 二 x 一 $,s 二 = 0. 因 此 ,z 一 | S. 
根据 此 定理 ,如 果 S 是 内 积 空间 V 的 一 个 完全 子 空间 ,那么 对 于 VYzEY, 我 们 可 以 
记 为 x = 二 $ 十 (zx 一 $3), 其 中 3 €E S,x 一 3€ St. 因 此 V= SS 十 SL. 

由 于 SPm SL = {0}, 所 以 V = SOSL. 这 是 任意 内 积 空间 上 的 射影 定理 . 
定理 12. 4. 11( 射 影 定理 ) 若 S$ 是 内 积 空间 V 的 一 完全 子 空间 , 则 Y = S©S-. 
特别 地 ,如果 S 是 希 尔 伯 特 空间 互 的 一 闭 子 空间 ,那么 HH = S©S-. 
定理 12.4.12 令 S,T 和 T’ 是 内 积 空间 V 的 子 空 间 . 
1) 如 果 了 = SOT, 那 么 T= SL. 
2) 如 果 S 田 T= S 四 了 ,那么 工 = T， 
证 明 1) 如 果 V = SOT, 那 么 根据 正 交 直 和 的 定义 ,TC S+. 男 一 方面 ,如 果 z EE 
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SL ,那么 对 于 Vs ES 和 t € T,z 二 ss 十 t. 因此， 
0 = 


所 以 3 三 名 则 定 三 完工 从 而 舍 于 忆 工 : 

论断 2) 可 以 从 1) 得 出 . 

我 们 用 cspan(S) 来 表示 向 量 集 S 生成 的 闭 包 . 

定理 12.4.13 令 玉 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 . 

1) 如 果 A 是 瑟 的 一 个 子 集 ,那么 cspan(A) = A++. 

2) 如 果 S 是 玉 的 一 个 子 空间 ,那么 ct(S) = S++. 

3) 如 果 KK 是 五 的 一 个 闭 子 空间 ,那么 K = K-. 

定理 12. 4.14 如 果 A 是 希 尔 伯 特 空间 互 的 一 个 子 集 , 那 么 cspan(A) 在 也 中 是 黎 
密 的 , 当 且 仅 当 A+ = {0}. 

证 明 和 上 面 的 证 明 一 样 , 互 = cspan(A)©At, 所 以 AL = (0),， 当 且 仅 
当 H =espan( Ay, 


12.5 傅立叶 级 数 


12.5.1 希 尔 伯 特 基 


定义 12.5.1 和 希 尔 伯 特 空间 互 中 的 极 大 规范 正 交 集 叫 做 互 的 希 尔 伯 特 基 . 

可 以 用 佐 恩 引 理 来 说 明 任 意 非 平凡 希 尔 伯 特 空间 都 有 一 个 希 尔 伯 特 基 . 希 尔 伯 特 
基 和 哈 梅 尔 基 ( 极 大 线性 无 关 集 ) 的 概念 完全 不 同 . 后 面 我 们 将 证 明 一 个 希 尔 伯 特 空间 
上 任意 两 个 希 尔 伯 特 基 都 有 相同 的 维 数 . 

由 于 规范 正 交 集 Q 是 极 大 的 , 当 且 仅 当 Q+ = {0} ,所 以 根据 定理 12.4.14, 我 们 就 
有 了 希 尔 伯 特 基 的 以 下 性 质 : 

定理 12. 5.1 今 0 是 希 尔 伯 特 空间 旦 的 一 个 规范 正 交 子 集 ,下 列 各 条 等 价 : 

1) 0 是 一 个 希 尔 伯 特 基 . 

2 0F = (0 

3) Q 是 互 的 全 子 集 , 即 cspan(Q) 王 瑟 . 

论断 3) 表明 , 希 尔 伯 特 空间 的 子 集 是 一 个 希 尔 伯 特 基 , 当 且 仅 当 这 一 子 集 是 一 个 
全 规范 正 交集 ， 

例 12.5.1 令 V 是 一 个 内 积 空间 ,A,B 是 V 的 子 集 , 则 

1Y MB = BE A 

2) A+ 是 V 的 一 闭 子 空间 . 

3) [cspan(A)]+ = A-. 
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4) 希 尔 伯 特 空间 互 的 一 子 空间 S 是 闭 的 仿 S = S11. 

5) 令 V 是 L? 的 一 个 子 空间 ,这 里 L? 由 全 体 实 数列 构成 , 且 有 性 质 : 每 个 序列 只 含 
有 有 限 个 非 零 项 . 因此 ,V 是 一 个 内 积 空间 , 设 W 是 V 的 一 个 子 空间 ,由 V 中 全 体 序列 
Zz 二 (zx,) 构成 ,有 性 质 : 》)z,/n 二 0, 则 WW 是 闭 的 ,但 Wil 冯 W. 


12. 5.2 傅立叶 展开 (有 限 维 ) 


现在 ,我 们 更 详细 地 讨论 一 下 最 佳 逼 近 的 问题 . 我 们 的 目标 是 从 希 尔 伯 特 空间 五 
的 一 闭 子 空间 S 中 , 找 出 任意 向 量 的 最 佳 逼 近 的 一 种 清晰 的 表达 式 . 为 了 方便 ,我 们 
会 分 三 种 情况 讨论 一 一 S 是 有 限 维 的 、 可 数 无 限 维 的 .不 可 数 维 的 . 

设 9 三 (ww,…,w) 是 希 尔 伯 特 空间 互 的 一 规范 正 交 集 .关于 Q 的 VzxE€ 是 的 传 


立 叶 展开 由 全 = 为 > 二 ZXyuUs 之 wu 给 出 .这 里 二 zx,wu 这 是 x 关于 wi 的 传 立 叶 系 数 , 而 


忆 访 一 人 jw 让 二 二 spanthy), 

因此 ,根据 定理 12.4.10, 在 span(Q) 中 , 侍 立 叶 展 开 是 到 z 的 最 佳 逼近 . 而且 ,由 
二 区 二 完 直 充 5 扩 这 山寺 小 zw 一 必 台 二 妆 和 委 六 让 加 类 而 呈 充 放 芝 上 上 世上 作 咸 
为 等 式 当 且 仅 当 过 三 他, 而 这 当 且 仅 当 GE cspan(Q) 时 才 会 成 立 . 

定理 12.5.2 设 0 = (wu,…,wu) 是 希 尔 伯 特 空间 互 的 一 有 限 规范 正 交集 . 对 于 
Vx EE 了 号 ,zx 的 健 立 叶 展 开 ? 是 span(Q) 中 到 z 的 最 佳 通 近 . 我 们 也 有 贝 塞 尔 不 等 式 
| 之 过 | z| .或 等 价 地 


5 bse | | 

等 式 成 立 全 zz E span(0). 

12.5.3 傅立叶 展开 (可 数 ) 

在 可 数 无 限 维 的 情形 下 会 涉及 无 穷 和 ,这 样 就 会 出 现 收敛 的 问题 . 

定理 12.5.3 设 0 = (iw,wus,… } 是 希 尔 伯 特 空间 日 中 的 一 可 数 无 限 规范 正 交 
集 . 级 数 rai 在 砷 中 收 化 , 当 且 仅 当 级 数 > | x |? 在 R 中 收 伊 . 如 果 这 些 级 数 收 伍 ， 
那么 它们 就 无 条 件 收敛 全 

最 后 ,如 果 级 数 了 rui 收敛, 那么 | DJ 1? = 3 FE 


证 明 用 s, 表示 第 一 个 级 数 中 的 部 分 和 ,p, 表示 第 二 个 级 数 中 的 部 分 和 ,那么 当 
mn 时 有 
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上 
因此 ,(s,) 是 五 中 的 一 个 柯 西 序列 , 当 且 仅 当 ( 思 ) 是 及 中 的 柯 西 序列 .由 于 互 和 R 
都 是 完全 的 ,所 以 (s,) 收敛, 当 且 仅 当 (z ) 收敛 ， 


着 级 数 | x | 收 化 , 则 它 就 绝对 收 化 ,从 而 无 条 件 收敛 


但 是 如 果 | 六 | 无 条 件 收敛， 那么 级 数 了 ru 也 无 条 件 收敛 . 
现在 设 Q = {wi,w，,… } 是 互 中 的 一 一 个 可 数 无 限 规范 正 交集 向 量 x € 互 的 傅 立 


叶 展 开 定 义 为 和 二 PD < > 对 于 Vz 之 0, 由 |‖ 字 | 科 |‖zl 得 , 》， | 
wp = | < 2 所 以 


Yam Sl Lal’ 


k=1 


这 说 明 上 式 左边 的 级 数 收敛 . 因此 ,根据 定理 12. 5.3, 伟 立 叶 级 数 


元 一 ><> 


无 条 件 收 敛 . 而 且 , 由 于 内 积 是 连续 的 , 二 zx 一 ,ww > 一 二 zu 二 一 所 二 wu 二 一 0, 所 
以 zx 一 4E [span(Q)]+L = [cspan(Q)] 上 .因此 ,之 是 cspan(CO) 中 到 z 的 最 佳 逼 近 . 

最 后 ,由 于 zx 一 上 二 ,所 以 又 有 外 之 ?== 外 zl 用 一 外 z 一 他 委 | zl?, 从 而 
| 之 过 zl 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 x = 人 ,而 这 当 且 仅 当 z E cspan(Q) 时 才 
成 立 . 

a 

定理 12.5.4 令 Q= {tw，,…,u,) 是 希 尔 伯 特 空间 于 中 的 一 一 可 数 无 限 规范 正 交集 . 


对 于 VzxzE 互 ,z 的 傅立叶 展开 

2 Tv > Wk 
元 条 件 收 伍 ,是 cspan(0) 中 到 工 的 最 佳 带 近 . 我 们 也 有 贝 塞 尔 不 等 式 2 之 | z1 
或 等 价 地 | 二 zu 之 |? 之 ‖ zl ?等 式 成 立 的 充分 必要 条 件 是 x E cspan(Q). 


12.5.4 傅立叶 级 数 


为 了 讨论 任意 规范 正 交集 Q = {wu |kE€E K) 的 情况 ,我 们 首先 定义 并 讨论 一 个 任意 
项 数 的 和 的 概念 . 


第 12 章 ”和希 尔 伯 特 空间 “ 275 


定义 12.5.2 令 号 = {zs |k&E€EK) 是 内 积 空 间 V 中 的 一 任意 向 量 族 . 如 果 对 于 
Ve 汪 > 0, 都 存在 一 有 限 集 SCK, 使 当 T 刁 S,T 有 限时 得 , | 2 于 ,那么 和 


2 叫做 收 钱 于 向 量 这 € 瑟 y 记 为 Co = 
对 于 熟悉 网 收敛 定义 的 读者 来 说 ,K 的 全 体 有 限 子 集 所 成 的 集合 P。 (K) 是 在 包含 
关系 下 的 一 有 限 集 , 函 数 S 一 之 是 互 中 的 一 个 网 . z 三 2 的 收敛 就 是 这 个 网 的 


收敛 .无 论 哪 种 情况 ， 我 们 都 称 上 面 的 定义 为 收敛 的 网 定义 . 

对 于 以 下 任意 和 的 网 收敛 的 基本 性 质 , 并 不 难 验 证 . 

定理 12.5.5 令 互 = {zi |kE K) 是 内 积 空 间 V 中 一 任意 向 量 族 ， 车 和 sz es 
ys = y, 那 么 
kEK 

1) 对 于 Vr E ry = 


2) > 十 yx) 一 工 十 y。 
£EK 


8) > 二 Ty 之 一 二 冯 y 全 ， > ty 

定理 12.5. 6 令 玉 = {x | & EK } 是 内 积 空间 VV 中 一 任意 向 量 族 . 

1) 如 果 和 》)xi 收敛 ,那么 对 于 Ve > 0, 存 在 一 有 限 集 工 C 开 ,使 得 J 门 [= 2， 
kEK 


车 了 是 有 限 的 , 则 | As | 


2) 如 果 V 是 一 希 尔 伯 特 空间 ， 那么 论断 1) 的 道 命 题 也 成 立 . 
证 明 1) 给 定 se 之 0, 设 SC 天 ,S 有 限 , 且 当 工 忆 S,T 有 限时 ， 


D3 
kET 
如 果 Jmn Ss= 名 ,J 是 有 限 的 ,那么 
jal 和 汕 CI DE | 
了 S 

私 | | Zr < Se 
2) 对 于 Yn 之 0, 设 L CK 是 有 限 集 ,使 得 帮工 = 名, 当 J 有 限时 , 则 2)zj | 过 

jEJ 
过, 且 设 % 一 了 zi, 那么 (y,) 是 一 个 柯 西 序列 ,因为 上 y, 一 yn = 3x 一 x41 一 


1 、 BR 
1 一 1 过 二 十 二 一 0, 由 于 设 V 为 一 个 完全 空间 ， 
所 1 二 1 Toy 
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所 以 Cy) 一 汶 . 
现在 ,给 定 上 > 0, 存 在 一 个 N, 使 得 x 宇 N> 上 yy 一 y= 二 上 2x 一 y 志 祖 : 
I 


规定 n= 二 max{N,2/e}) ,得 荆 忆 1 工 ,本 有 限 , 则 
2 Dol tl Del < 号 二 Rt 
” 丰 关 T= 


所 以 > ,zx 收敛 于 y. 


kEK 


定理 12.5.7 令 瑟 = {zi |kEK) 是 内 积 空 间 V 的 任 一 向 量 族 .车 和 》)zxs 收 化， 
那么 最 多 有 可 数 个 项 zx 不 为 0. 

证 明 根据 定理 12. 5.6, 对 于 Yn 之 0, 我 们 可 以 设 1,CCK,1, 是 有 限 的 ,使 得 J 由 
1 = 名 ,J 是 有 限 的 , 则 | zi < 设 1 二 UT,, 那 么 1 是 可 数 的, 且 对 于 Yn,k 


JE 了 
广 当 Ck} 个 下 天 名 时 对 于 Vs | | 三 二 , 则 zx 一 0. 
定理 12.5.8 今 互 = {wu, |kE€K) 是 希 尔 伯 特 空间 态 中 一 任意 规范 正 交 向 量 族 . 
两 级 数 > ,ri 和 人 2 | ri | 一 起 收敛 或 发 散 , 如 果 这 些 级 数 收敛 ,那么 


| Bre 二 这 | rk | 
证 明 第 一 个 级 数 收敛 今 对 于 Ve > 0, 存 在 一 有 限 集 TC 开 ,使 得 J 门 TI 一 ,J 
是 有 限 的 , 则 | rw 过 e. 等 价 地 ,J 由 I= 名 ,J 是 有 限时 ,有 |r ?之 e*. 而 这 
kEJ kEJ 


恰 指 的 是 第 二 个 级 数 收敛 . 
定理 12.5.9 令 {r; |& EK) 是 一 非 负 实数 集 ,如 果 上 述 表 达 之 一 是 有 限 的 ,那么 


3 再 名 7 (12. 3) 


AEK /有限 AEJ 


证 明 pe 二 尺 二 2, 则 Ve 之 0, 存 在 SCK, 使 RR ri 宇 R 一 e. 


REJ k&ES 


如 果 工 生 开 是 一 有 限 集 , 其 中 工 忆 S, 那 么 由 产 兰 0,R 关 >)m 二 2 过 R 一 e， 


ET kES 


可 得 丰 R 一 > | 入 se. 这 说 明 >)，m~ 收敛 于 了. 如 果 之 pr 收敛 ,那么 (12. 3) 式 右 边 的 


kET 


上 确 界 是 有 限 的 ,所 以 (12. 3) 式 成 立 . 
对 于 可 数 无 限 级 数 的 收敛 ,我 们 有 两 个 定义 一 一 网 收敛 的 定义 和 包含 部 分 和 的 极 


限 的 传统 定义 . 分别 用 到 和 来 表示 网 收敛 的 定义 和 部 分 和 的 定义 . 


hEN™ 
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定理 12.5.10 设 互 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 .对 于 VA,ze E 五, 下 列 论断 等 价 : 


1) 飞 x 收敛 于 xz( 网 收敛 的 定义 ); 2) > ze 无 条 件 收 伊 于 x. 


证 明 1)=2) 设 x 是 Ni 的 任意 排列 . 给 定 Ve > 0, 存 在 一 有 限 集 SC N+ ,使 得 
T 忆 S,T 是 有 限时 ,有 | >)xi 一 + 过 e. 我 们 用 了 表示 整数 集 {1,…,n} ,同时 选 出 一 


ET 


正 整 数 n, 使 得 x(1,) 刁 S, 则 当 m 宇 nn 时 ,有 x(1) 刁 (DD,) 刁 SS, 则 


1 Dz zl = Do-zl<e 


Ew 

2) 过 1) ”因为 1) 中 的 级 数 不 收 敛 ,所 以 存在 s > 0, 使 得 对 于 任意 有 限 子 集 了 TC 

N1' ,存在 一 有 限 子 集 了 使 得 J 站 = 名, 》)x4 有 > 之 s, 则 存在 N+ 的 互 不 相交 有 限 子 
kEJ 


集 的 可 数 无 限 序 列 几 , 且 


maxtli) = MM, < mri = mi JT) | Se | >e:; 


kEJ, 


现在 ,我们 选取 任意 排列 x: N 一 NT , 它 有 以 下 性 质 ， 
] 元 (| 7 ,AM ]) R= Em, iM 
2 本 = 人 《加 Ry ail Xm ) = ot ,AI 十 1) 二 Ja ge RI = 一 4) 一 2 


m, 十 & 一 1 
nn 


对 于 这 样 的 任意 排列 x, 我 们 有 | 3 wd | = De: 


AEJ， 
这 说 明 级 数 的 部 分 和 的 序列 x, 不 是 柯 西 序列 ,所 以 这 个 级 数 不 收 敛 , 这 与 2) 


矛盾 ;同时 说 明 , 由 论断 2) 至 少 可 得 论断 1) 收敛 .但 如 果 论 断 1) 收敛 于 yE 互 ,那么 由 
1) 可 得 2) ,又 因为 无 条 件 极限 是 唯一 的 ,所 以 y = zx. 因此 ,由 2) 可 得 1). 

设 Q = {ws | 有 € K} 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 一 任意 规范 正 交 集 . 给 定 VzE 互 ,由 
定理 12. 5.2 得 


TI 


sup 
了 有 限 
了 到 二 AGE 了 


所 以 由 定理 12.5.9 知 和 》) | 二 zywu 之 | 收敛 .因此 ,根据 定理 12.5.8,z 的 傅立叶 级 数 


kEK 


二 了 》) 二 zywu 之 也 收敛 , 且 ‖ 上 ?二 2) | 二 zywu 二 1*. 根 据 定理 12.5.7,Z 是 


kEK kEK 


二 Xx,us 之 wu 的 项 的 一 个 可 数 无 限 和 ,所 以 在 cspan( 互 ) 中 , 且 
i es i i 0; 


S 
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所 以 z 一 和 E [span(Q)]+ = [cspan(Q)]+. 因 此 ,全 是 cspan(Q) 中 到 工 的 最 佳 逼近 . 
最 后 ;由 于 元 三 多 | 全 ;所 以 又 用 人 ?二 xz? 一 去 = 交 上 ?和 过 由 x?* ;所 以 
| 2 和 受 | 直 zl .等 式 成 立 的 条 件 是 过 = 地, 而 这 当 且 仅 当 z E cspan(Q) 时 才 会 成 立 . 
定理 12.5.11 令 Q= {wu |k EK) 是 希 尔 伯 特 空间 态 中 一 规范 正 交 向 量 族 .对 
于 Vx € 及 ,zx 的 傅立叶 展开 2 = 》) 二 zyw 之 wu 在 及 中 收敛 , 且 是 cspan《(Q) 中 到 xz 
的 最 佳 逼 近 . 
还 有 贝 塞 尔 不 等 式 | 之 | 入 | z| .或 等 价 地 , 》) | 二 zyw 二 | 过 这 ,等 式 成 
kEK 
立 的 充分 必要 条 件 是 x € cspan(Q). 


12.6 ”和希 尔 伯 特 空间 的 特征 


12.6.1 希 尔 伯 特 基 的 维 数 


在 定理 12. 4. 14 中 , 希 尔 伯 特 空间 五 中 一 规范 正 交 集 Q = {w |& € 天) 是 一 个 希 
尔 伯 特 基 , 当 且 仅 当 cspan(Q0) = 瓦 , 

因此 ,从 定理 12. 5. 11 中 可 以 得 到 希 尔 伯 特 基 的 以 下 性 质 : 

定理 12.6.1 令 Q = 人 ( 必 |AE 开 ) 是 希 尔 伯 特 空间 互 中 一 规范 正 交 族 , 下 列 各 条 
等 价 : 

1) Q 是 一 个 希 尔 伯 特 基 ( 一 个 极 大 规范 正 交集 ). 

2) Q- = {0}. 

3) cspan(Q) = HH. 

4) 对 于 VzxzEH,zx= 文 . 

5) 在 贝 塞 尔 不 等 式 中 , 对 于 Yx € 互 , 等 式 成 立 , 即 对 于 Vx € 互 ,| zl = 
| 朗 : 


6) 对 于 Vz,yeE 互 , 帕 塞 瓦尔 恒等式 < zy 盖 = 二 2,》 二 成立 , 即 
< > < vp Na 
kEK 


现在 我 们 讨论 希 尔 伯 特 空间 瓦 的 全 体 希 尔 伯 特 基 都 有 相同 的 基数 ,从 而 五 的 希 尔 
伯 特 维 数 可 以 定义 为 这 一 基数 . 

定理 12.6.2 希 尔 伯 特 空间 互 的 全 体 希 尔 伯 特 基 都 有 相同 的 基数 . 这 个 基数 称 为 
瓦 的 希 尔 伯 特 维 数 . 用 hdim( 互 ) 表示 互 的 希 尔 伯 特 维 数 . 

证 明 如果 万 含有 一 个 有 限 希 尔 伯 特 基 , 那 么 这 个 集合 也 是 一 个 哈 梅 尔 基 ,所 以 
全 体 希 尔 伯 特 基 的 维 数 都 为 dim(H). 
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下 面 假设 B= {0; |kE K} 和 X= {c; | 7 &€ J 了) 是 态 的 无 限 希 尔 伯 特 基 , 那 么 对 
于 YA ,和 一 9 <bve >6 这 J: 是 一 个 可 数 集 {j [|< b,c 之 天 0). 而且, 由 于 没 


jE 


有 一 个 c 可 以 与 每 个 入 都 正 交 , 所 以 |U 六 |= J 由 于 任意 J 都 是 可 数 的 ,因此 
[T= TN RR 


由 对 称 性 得 | K | 委 | J | ,由 伯 恩 斯 基 定 理 可 知 | K |==| /|. 

定理 12. 6.3 两 个 希 尔 伯 特 空间 等 距 同 构 人 它们 有 相同 的 希 尔 伯 特 维 数 . 

证 明 设 hdim(Hi) 二 hdim(H;). 设 Qi 二 {wus |kEK}) 是 Hi 的 一 个 希 尔 伯 特 基 ， 
Q2 二 {vi |& E€ K} 是 态 ; 的 一 个 希 尔 伯 特 基 . 我 们 可 以 如 下 定义 映射 


t™: 万 | 一 万， ,r( Preus) 一 Dogs 
kEK kEK 
容易 验证 * 是 一 个 双 射 等 距 . 
12.6.2 希 尔 伯 特 空间 的 特征 


任意 向 量 空间 V 都 同 构 于 从 B 到 下 的 含有 有 限 支 集 的 全 体 函 数 所 成 的 向 量 空间 
(CFs)o. 希 尔 伯 特 空间 中 也 有 一 个 相应 的 结论 . 令 K 是 任意 非 空 集合 , 且 令 


EKRY Sp KC 2 | fi 0 
kEK 


L:(K) 中 的 函数 称 为 平方 可 和 函数 . 

由 二 jg>= CA)ge 我们 可 以 在 王 (K) 上 定义 内 积 . 

kAEK 

L:(K) 是 希 尔 伯 特 空间 的 证 明 与 L* = L*(N) 是 希 尔 伯 特 空间 的 证 明 类 似 . 由 
8.(j) 二 6 定义 的 6; € L*(K) ,那么 集合 Q = (2 |&E K) 为 L*(K) 的 基数 是 | K | 
的 一 个 希 尔 伯 特 基 . 

因为 

= 6.,0; 之 一 > 0;(R) 60; (k) Oi,j， 


kEK 
和 } ,fk) Ss 


如 果 由 了 = SY fp)8, 定义 了 ,那么 f € cspan(Q0), 且 对 于 VjE€ K,f 0)= 了 (7)， 


则 f= 了 ,从 而 LC(K) = cspan(Q), 所 以 9 是 一 个 完全 规范 正 交集 , 即 Q 是 上 (K) 的 一 个 
希 尔 伯 特 基 . 设 互 是 一 个 含有 希 尔 伯 特 基 了 = (w | & € K} 的 希 尔 伯 特 空间 . 
定义 映射 p: 及 一 2(K). 由 于 B 是 一 个 希 尔 伯 特 基 , 所 以 Vx € 有 都 有 形式 x = 
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SR 由 于 级 数 收敛 ,所 以 由 定理 12. 5. 8 知 级 数 > |< ziu 二 上 收敛. 因 


kEK kEK 


此 ,由 定理 12. 5. 8 知 级 数 g(x) 收敛 ,规定 p(z) = 》) | 二 zu 之 | .从 定理 12.4.6 


得 出 p 是 一 个 线性 映射 ,而 且 它 也 是 双 射 ， 
因为 PCw) 二 2 ,所 以 8 取 瓦 的 希 尔 伯 特 基 刀 到 工 ` 开 ) 的 希 尔 伯 特 基 Q. 同样 ， 


[wea l= 


kEK kEK 
所 以 p 是 一 个 等 距 同 构 . 我 们 已 经 证 明了 以 下 
定理 12.6.4 如 果 瓦 是 一 个 维 数 为 & 的 希 尔 伯 特 空间 ,天 是 基数 为 & 的 任意 集合 ， 
那么 互 与 二”(K) 是 等 距 同 构 的 . 


12.6.3 里 斯 表示 定理 
不 等 式 ; 对 于 Yx EE H; | 万 ( 动 |= 王 | 过 和 yy 达 | 委 并 交 玫 下 天 后 副 对 季 Vz 闫 0， 


人 
| 户 Cz)| 二 开间 让。 
| zi 


如 果 工 一 y, 那 么 上 式 等 号 成 立 ,我 们 有 


这 样 , 我 们 就 有 了 以 下 定义 ,我 们 把 它 用 在 希 尔 伯 特 空间 之 间 的 线性 变换 上 (包括 
线性 泛 函 的 情况 ). 

定义 12.6.1 令 r: Hi 一 Hs 是 一 个 线性 变换 ,如 果 sup | i | 
为 是 有 界 的 . 如 果 上 式 上 确 界 是 有 限 的 ,我 们 用 | | 来 表示 , 称 为 + 的 范 数 . 

当然 ,如 果 f; 昌 ~ 下 是 各 上 一 有 界线 性 泛 函 ,那么 
| | ” 


| zl 


< ce, 那么 z 称 


| fl = sup 
元 天 人 


希 尔 伯 特 空间 瓦 上 全 体 有 界线 性 泛 函 所 成 的 集合 称 为 了 的 连续 对 偶 空间 ,或 共 辊 空 
间 ,表示 为 H* . 它 与 互 的 代数 对 偶 空 间 不 同 ,代数 对 偶 空 间 指 瓦 上 全 体 线 性 泛 函 所 成 的 
集合 . 但 在 有 限 维 的 情形 下 ,由 于 所 有 线性 泛 函 都 是 有 界 的 ,所 以 这 两 个 概念 是 一 致 的 . 

定理 12.6.5 令 r: 万 | -> HH, 是 一 个 有 界线 性 变换 . 

1) | zl = sup, | rzCz) |. 

2) | = sup. | 二 7) 


1zls1 
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3) 1‖ zl = inf{cE€ R}, 对 于 VYzxzE€ H,|rz))| elzrll} 

定理 12.6.6 令 r: Hi 一 有 H: 是 一 有 界线 性 变换 ,那么 以 下 各 条 等 价 ， 

1) rz 是 有 界 的 ， 

2) r 在 任意 点 zu E 处 是 连续 的 . 

3) rz 是 连续 的 . 

证 明 设 z 有 界 , 那 么 当 工 一 加 时 ,|‖rGz) 一 tlzo) = rlz 一 zo) 声 
上 zl lz 一 zol 一 0, 所 以 r 在 ze 处 连续 .因此 ,由 论断 1) 可 得 2). 如果 论断 2) 成 立 ， 
那么 对 于 Vy € 互 , 当 工 y 时 ,|r(Cz) 一 r(Cy) | = |‖zrCz 一 > 十 zo) 一 rCzo) | 一 0. 
由 于 r 在 z 处 是 连续 的 ,并 且 当 y 一 工时 ,z 一 y 十 zo 一 zo* 所 以 r 在 VyeE 互 处 连续 ， 
从 而 论断 3) 成 立 . 


再 设 3) 成 立 , 则 z 在 0 处 连续 ,所 以 存在 8 全 0, 由 x 过 6, 可 得 zx) 之 1 
特别 地 ,由 ‖ zl = 人 可 得 册 zCz) | < 地 ,所 以 


| zl 


lz = ll =- < < 
因此 ,rt 是 有 界 的 . 
定理 12. 6.7( 里 斯 表示 定理 ) 令 及 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 .对 于 及 上 任意 有 界线 性 泛 
函 f, 都 存在 唯一 的 mm € 瑟 , 使 得 对 于 Yx € H,f(x) 一 二 za >, 且 wl = 上 fl. 


证 明 如 果 f= 二 0, 那么 我 们 可 以 取 zx = 0, 所 以 我 们 假定 f 关 0. 因此 ,K = 
Ker(f) 关 是 , 由 于 了 连续 ,所 以 KK 是 闭 空间 .因此 ,H = 二 KOKI. 

现在 ,把 第 一 同 构 定理 应 用 到 线性 泛 函 f: 也 一 下 , 则 日 /K 实 F( 一 个 向 量 空 间 ). 
另外 ,由 于 日 /K 衬 K+ ,所 以 K+ 实 下 .特别 地 ,dim(K+)=1. 

对 于 YzE Kt; 由 wwEK; 可 得 (i) 一 0 三 二 2 之， 

又 由 于 dim(K+) == 1, 所 以 我 们 要 找 出 一 个 0 关 z € K+ ,使 得 f(z) 一 二 zz 二， 

那么 对 于 Yr € 下 ,同样 ,Frz) = 二 rf(z) = 二 rr 二 z,z 旋 二 过 rz,z 户 ,说 明 对 于 x€ 
并 ,有 .Ka = 之 yz > 


但 是 如 果 0 关 < E K+ ,那么 容易 验证 % = 一 人 辣 z 有 上 述 性 质 ,从 而 | za | 一 


| fl. 


向 量 空 间 的 张 量 积 


在 前 面 几 章 中 ,我 们 看 到 了 几 种 从 一 个 向 量 空间 构造 新 的 向 量 空间 的 方法 ,其 中 最 
重要 的 两 种 构造 是 直 和 UG@V 及 U 到 V 的 全 体 线 性 变换 所 成 的 集合 A(U,V) ,本 章 我 
们 会 研究 男 一 种 构造 一 一 张 量 积 . 

我 们 首先 重新 定义 一 下 大 家 所 熟悉 的 外 直 和 、 双 线性 映射 等 概念 ,然后 讨论 张 量 
积 、 张 量 积 的 性 质 线性 变换 的 张 量 积 及 多 重 张 量 积 ,我们 还 需要 自由 向 量 空间 的 概念 . 


13.1 自由 向 量 空 间 


13.1.1 自由 向 量 空间 


定义 13.1.1 令 V 是 一 域 . 给 定 任意 非 空 集 X, 我 们 可 以 在 民 上 构造 一 个 基 为 X 的 
向 量 空间 六 x , 即 取信 x 为 X 中 元 素 的 全 体形 式 有 限 线性 组 合 所 成 的 集合 


Fx 二 (有限 和 >)rizi | x; € X,r; € FF}. 


其 运算 是 运用 法 则 xzi; 十 sx; 二 (7 十 5)xisr(szi) 二 (7S) Xi 组 合同 类 项 . 向 量 空间 大 x 称 
为 X 上 的 自由 向 量 空间 . 

事实 上 ,任意 向 量 空间 V 在 其 任意 基 上 都 是 自由 向 量 空间 . 因而 ,从 某 种 意义 上 说 ， 
我 们 并 没有 介绍 新 内 容 . 但 是 ,自由 对 象 的 概念 在 本 书 中 已 出 现 多 处 ,比如 模 的 相关 内 
容 , 并 不 是 所 有 模 都 是 自由 的 . 而 且 , 在 向 量 空间 中 ,我 们 可 以 从 中 继续 讨论 相关 内 容 . 

我 们 可 以 把 自由 向 量 空 间 六 x 特征 化 为 X 到 下 上 含有 有 限 支 集 的 全 体 函 数 所 成 的 
集合 (F*)。. 函数 f/: X 一 下 的 支 集 由 supp(f) = {zx E€ XX| f(x) 隆 0) 定义 .容易 看 出 
含有 有 限 支 集 的 函数 f: X 一 下 ,通过 f 户 f(zi)xi 与 X 中 元 素 的 一 个 有 限 和 对 应 . 
因此 ,Fx 的 这 两 种 构造 是 等 价 的 ,我 们 可 以 任 取 两 种 构造 之 一 . 

如 下 所 示 ,我 们 可 以 更 一 般 地 表达 自由 的 概念 . 考虑 由 j(zx) 二 z 定义 的 映射 j: 
X 一 Fx , 称 为 从 XX 到 信 x 的 典范 单 射 . 

(人 六 x ,j) 有 一 种 很 特殊 的 性 质 . 在 图 13-1 中 ,如 果 了 : X 一 V 是 X 到 任意 向 量 空间 
V 的 任意 映射 ,那么 从 六 x 到 了 存在 唯一 的 线性 变换 ,使 得 r。7 二 了. 
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如 果 f: X 一 V, 那 么 通过 规定 r(z) = f(x) ,由 线性 性 扩充 


到 x ,我 们 可 以 定义 线性 变换 r; 天 x -= V. 这 是 合理 的 ,因为 X 

是 天 x 的 一 个 基 . 同样 ,的 唯一 性 可 以 从 X 是 六 x 的 一 个 基 这 一 忆 

事实 中 得 出 1 
当 一 个 图 中 在 同一 位 置 起 始 、 终 止 的 任意 两 条 路 径 描述 相 。 。 图 13-1 


同 的 函数 时 ,比如 图 13 - 1, 我们 就 说 这 个 图 可 交换 . 

因此 ,假定 r。7 = 了 与 假定 图 13-1 中 的 图 可 交换 是 等 价 的 . 通过 典范 单 射 j, 任 意 
函数 f; X 一 V 都 可 以 分 解 ,这 一 表达 也 可 以 描述 上 述 情形 . 

现在 ,图 13 -1 的 交换 性 和 +z 的 唯一 性 就 可 以 确定 (人 Fx ,ij ) 了 . 

更 具体 一 点 ,我 们 有 以 下 定理 一 一 自由 向 量 空间 六 x 的 泛 性 质 . 

定理 13.1.1( 自 由 向 量 空间 .六 x 的 泛 性 质 ) 令 X 是 一 非 空 集 ,人 大 是 下 上 一 向 量 空 
间 ,&: X 一 信 是 一 个 函数 , (人 广 ,A) 有 以 下 性 质 : 在 图 13-2 中 ,对 于 任意 函数 f: X 一 V， 
都 存在 唯一 的 线性 变换 r: 下 一 V ,使 得 r* = f, 即 ,使 得 图 13-2 中 的 图 可 交换 ,其 中 
V 是 下 上 一 个 向 量 空间 ,那么 下 同 构 于 自由 向 量 空间 六 x. 


k 大 1 
xX | 亚 | 
iT 1 
凡 | k | 
V 人 
图 13-2 


证 明 考虑 到 图 13 -2 中 的 第 二 张 图 反映 出 在 图 13-1 中 ,我 们 可 以 使 V = 大. 由 
于 图 13 -2 可 交换 ,所 以 tr。j 二. 

图 13-3 中 的 第 一 张 图 反映 出 在 图 13 -2 中 ,我 们 可 以 规定 V = 六 x. 由 于 图 13-3 
中 第 一 张 图 可 交换 ,所 以 o。k == j. 作 适当 代 换 得 ro。oc。k= 二 kao。r。j==j. 

但 图 13-3 中 的 第 二 张 交 换 图 指出 恒 等 变换 是 唯一 的 使 得 .。k = 二 的 线性 变换 ,所 以 
tr。0 二 4. 同样 ,通过 画 相 关 的 交换 图 ,我 们 推出 o。r 二 .因此 ,tr 是 六 x 到 太 的 一 个 同 构 . 


x 一 一 4 
人 Dm 
: | | 
大 疾 

图 13-3 


13.1.2 直 和 的 特性 
下 面 我 们 讨论 一 下 外 直 和 的 构造 .我们 将 用 三 种 方法 来 描述 这 种 直 和 的 特征 . 
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定义 13.1.2 令 U,V 是 同一 域 F 上 的 向 量 空 间 . 外 直 和 U 名 V 是 全 体 有 序 对 所 成 
的 向 量 空间 UV = {(uv) | w EU,v EV), 以 及 坐标 式 运算 
(ud) 二 uv) = (dtu viv ); 
rw Vd) Se (ru ro)., 


至 于 它 的 第 二 种 性 质 ,我们 首先 考虑 笛 卡 儿 积 U XV, 它 是 没 有 代数 结构 的 全 体 有 序 对 
所 成 的 集合 UXV=={(u,v) |uEU,vEV}). 令 Fuxwv 是 UXV 上 的 自由 向 量 空间 , 因 
而 ,人 wv 二 {有 限 和 了 riCusv) | (wisv;) E UXV,ri EF). 在 Foxv 中 ,不 能 对 有 序 基 
的 坐标 随意 操作 . 比如 ,我 们 既 不 能 用 (ra ,ro) 代替 r(u,v) ,也 不 能 用 (十 w,v 十 Vv ) 代 
蔡 (wu,v) 十 (wu sv). 
事实 上 ,和 xy 和 UV 的 区 别 在 于 ,在 UO@V 中 ,对 于 Yr €E F,u€EU 和 v EV， 
有 
(uy) — Crusro) = 0; (usd) + (wu ,wv )— (uu vv) 二 0. 
把 S 定义 为 Fuwv 的 一 个 子 空间 ,对 于 Yr € F,u EU 和 w EV,S 由 形式 为 
ro (rusro) =0 和 (usw) 二 (Wy) (utu, vt+v)=0 


的 全 体 向 量 生成 . 商 空间 入 wv/S 必 同 构 于 直 和 U @V. 

考虑 由 rC D rusvi) 十 S) = 》)rilui,vi) 定义 的 映射 r: 人 Foxv/S 一 UV. 这 一 
映射 是 唯一 确定 的 ,因为 如 果 3 riCw,v) 十 S$ 二 DsiCzi,yi) 十 S$, 那么 2 riCwisv0;) 一 
Ssczi,y) € S. 但 S 中 任意 元 都 等 于 UV 中 的 零 向 量 , 所 以 向 量 2riCwsvi) 和 
DsCzisyi) 在 UV 中 相等 . 因此， 


rt Pri wi) 十 S) > rt siCxis yi) 二 TS)， 


而 且 z 是 线性 和 满 射 的 . 为 了 说 明 c 是 单 射 ,我 们 必须 证 明 如 果 在 U@V 中 ,2 riCuisv) 一 
0, 那 么 > ruyu) E S. 
这 样 ,注意 到 ,作为 形式 和 , nr (uvuw) € S 当 且 仅 当 运用 法 则 
ru) > rusrv), rusr) > r(u,v), 


或 
(uv) + (uv) 一 (uu svtv) ,uu vv ) > (usv) 十 (u ,vw ) 


来 蔡 换 任何 项 所 得 的 和 也 在 S 中 . 因此 ,由 》)riCu,vi) 二 0 通过 进行 这 样 的 替换 ,我 们 
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可 以 把 > riCu,v) 简化 为 0, 而 0 又 在 S 中 ,所 以 和 》)rilw,v) 必 在 S 中. 
因此 ,rt 是 uxv/S 到 UBV 的 一 个 同 构 . 
由 此 ,把 U @V 描述 为 商 空 间 有 点 勉强 . 然而 ,我 们 还 有 它 关于 可 交换 图 的 另 一 特 
征 . 与 直 和 LU 四 y 相伴 的 是 两 个 射影 p1:U 四 V 一 U 和 pz: U 图 yY 一 VV, 分 别 由 pi((u， 
v)) 二 ww 和 pzs((u,v)) 一 立定 义 . 


下 面 我 们 考虑 一 下 三 元 组 (U @V,o ,o). 在 图 13 -4 中 ， 
如 果 W 是 上 线性 映射 为 /1: W 一 U 和 Jf，: W 一 V 的 任意 Be A 
向 量 空间 ,那么 存在 唯一 的 线性 变换 +; W -> U 加 V ,使 得 图 ; 
13 -4 可 交换 , 即 , 使 得 pr = ,por = fi. es 
如 果 这 样 的 一 个 rz 存在 ,那么 pi(tw)) = fi(w)， 图 13 -4 


pa (Cr(zw)) 二 fo(w). 所 以 必 有 
rz) > Cfi(w), fi (tw)). 
这 实际 上 定义 了 WW 到 UG@V 的 唯一 的 线性 变换 . 以 下 定理 说 明 这 个 性 质 表 现 了 直 
和 的 特征 . 它 的 证 明 与 定理 13. 1. 1 的 证 明 很 类 似 . 
定理 13.1.2( 外 直 和 的 泛 性 质 ) 令 U,V 是 下 上 的 向 量 下 
空间 ,DD 是 上 的 一 个 向 量 空间 , 且 令 o1: DU 和 os: D-~ ns 
V 是 线性 变换 , 见 图 13 - 5 所 示 . 设 三 元 组 (Dso1,0;) 有 以 下 yj 


性 质 : 如 果 W 是 玉 上 的 任意 向 量 , 且 如 果 所 :WU 和 /: i 
W 二 V 是 线性 变换 ,那么 存在 唯一 的 线性 变换 c: W 一 D, 使 


得 这 一 图 可 交换 , 即 , 使 得 mr= 有 ,0st 二 fi, 那 么 DD 与 外 直 和 U 外 V 是 同 构 的 . 
总 之 ,外 直 和 UV 有 以 下 三 个 等 价 的 性 质 : 


DUAMV= {u,v) |uEU,vEV). 
2) 商 空 间 . 人 uvxv/S. 这 里 六 vxv 是 UXV 上 的 自由 向 量 空 间 , 且 


S= span{ r(uyv) — (ruyro), (usw) (uv) Oo— (utu ,viv) }. 
3) 定理 13.1. 2 给 出 的 外 直 和 的 泛 性 质 . 


y 


13.2 向量 空间 的 张 量 积 


13.2.1 双 线 性 映射 与 张 量 积 
在 定义 张 量 积 之 前 ,我 们 还 需要 一 些 准备 . 
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定义 13.2.1 令 U,V 和 WW 是 上 的 向 量 空间 ,函数 /:UXV 一 W 是 双 线 性 的 ， 

如 果 它 在 两 个 变量 中 分 别 是 线性 的 , 即 ,如 果 
fm su ,v) = rf u,v) + sf (u ,vw); 
fur sv’) = rf (u,v) t+ sf (uv ). 

从 UXV 到 W 的 全 体 双 线性 函数 所 成 的 集合 用 BC(U,V; W) 表示 . 基 域 下 中 有 值 的 
双 线 性 函数 f: U XV 一 W 叫做 UXV 上 的 双 线 性 型 . 

例 13.2.1 1) 实 内 积 二 ,>:VXVY 一 有 是 也 XY 上 的 一 个 双 线 性 型 , 

2) 如 果 A 是 一 个 代数 ,由 pa,b) = ab 定义 的 积 映射 py: A XA 一 A 是 双 线 性 的 . 
简 言 之 ,乘法 在 每 个 变量 中 都 是 线性 的 . 

如 果 立 是 一 向 量 空 间 , 从 立 义 六 到 人 网 有 两 类 函数 : 线性 映射 L(V XV,W) 和 双 线 
性 映射 B(V,Vi; 砚 ). 只 有 零 映 射 同时 是 这 两 类 映射 , 即 ,既是 线性 又 是 双 线性 的 映射 只 
有 零 映 射 . 

现在 ,我们 可 以 定义 两 个 向 量 空间 的 张 量 积 了 . 

定义 13.2.2 令 U,V 是 F 上 的 向 量 空间 , 且 令 全 是 自由 向 量 空间 六 vxv 的 子 空间 ， 
对 于 Yr,s €E Fyusu EU 和 vw,v EV,T 由 形式 为 

r(usv) + su su) = (ru su’ ,v) 
r(usy) 二 sud) = (urvt so) 

的 全 体 向 量 所 生成 . 商 空间 Fvxv /T 称 为 U 和 VV 的 张 量 积 , 记 为 U@V. 

在 张 量 积 的 这 一 定义 下 ,如果 在 每 个 坐标 中 ,向 量 空间 运算 都 是 线性 的 ,那么 我 们 
就 除 以 U XV 中 等 于 零 的 全 体 向 量 所 生成 的 空间 . 

根据 这 个 定义 ,U @V 中 的 元 素 有 形式 


DriCuis vi) i 


通常 ,用 wu 来 表示 陪 集 (x,o) 十 T, 因 此,U@V 中 任意 元 都 有 形式 2) wi @ vi 


r(u Do ts B= mi) OY; 
ru BWW+su DV) =u® ts ). 
因此 ， 
DuBu = Da@y, 
当日 仅 当 应 用 上 面 两 式 进行 有 限 次 替换 后 ,我 们 可 以 从 一 种 表达 式 得 到 男 一 种 表达 式 . 
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13.2.2 张 量 积 的 泛 性 质 


与 外 直 和 相 比 ,虽然 这 个 定义 看 上 去 是 可 行 的 ,但 还 是 有 些 难以 操作 ,所 以 我 们 转 
而 通过 一 个 泛 性 质 来 讨论 其 特征 . 

定理 13.2.1( 张 量 积 的 泛 性 质 ) 令 U,V 是 同一 域 上 的 向 量 空间 . (U QV,t) 有 
以 下 性 质 , 这 里 1: UXV ->U OV 是 由 i(u,v) 二 u 的 v 定 义 的 双 线 性 映射 . 在 图 13 - 
6 中, 如果/f:UXV 一 W 是 上 UXV 到 向 量 空间 W 的 任意 双 线 性 函数 ,那么 存在 唯 
一 的 线性 变换 r: U @V 一 W ,使 得 图 13 -6 中 的 图 可 交换 , 即 ,使 得 tr。z 二 f. 而 且 ， 
U @V 是 唯一 的 ,如 果 (X,s) 也 有 这 一 性 质 ,那么 X 同 构 于 UV. 


1 双 线 性 的 人 
LUXT 大 一 U® V UX A 
a oe > 
| 1 / 
Md a 
f 双 线性 的 下 WY 
图 13-6 图 13-7 


证 明 为 了 证 (U @V,t) 有 以 上 性 质 ,考虑 图 13 -7 中 的 图 . 
因 z(u,v) = 二 w 的 v= 二 (u,v) 十 T, 则 映射 1+: UXV 一 U@V 正 好 是 典范 单 射 
7 : U XV 一 Fuxv 的 合成 ,这 从 典范 射影 
r: Fuxv > UV = Foxv /T 
中 可 以 得 出 , 即 1 二 x。j. 
由 自由 向 量 空 间 的 泛 性 质 可 知 ,存在 唯一 的 c: Fuxvr 一 W, 使 得 o。j 二 f. 
由 于 f 是 双 线 性 的 , 它 把 向 量 
rlusv) 十 so) 三 (十 oo) 和 rluyv) 十 susyv) 二 (uyrv 十 sv') 
中 生成 工 的 任意 向 量 都 映 成 零 向 量 , 所 以 工 Ker(o). 因此 ,我 们 可 知 , 存 在 唯一 的 线 
性 变换 r: U @V 一 W, 使 得 tr。x 二 o. 因 此， 
trot=rexoj=o°j=/. 
而 且 , 如 果 。t = f ,那么 o = 二 z。x: Foxv 一 W 是 一 个 使 得 
0 ojuyV) = oxo juy) =r ot(uyv) = fuyv) = 0° ju,v) 
的 线性 变换 ,所 以 由 co 。j = 二 oc。j, 可 得 o == o, 又 可 得 z 二 z+. 因此 ,rt 是 唯一 的 . 
定理 13. 2. 1 表明 ,对 于 每 个 双 线 性 函数 f: U XV 一 W, 都 对 应 有 唯一 的 线性 函数 
rt: UQY 一 克 , 通 过 它 , 太 可 以 被 分 解 . 这 就 确定 了 由 pg(f) 一 z 给 定 的 映射 p: B(U,V; 
W) 一 L(U @V,W). 换 句 话说 ,gp(f) 是 唯一 的 使 得 
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oP:UBV>W 
pf) uv) = fu,v) 
的 线性 映射 . 注意 到 p 是 线性 的 ,因为 如 果 f,g € BC(U,V; W) ,那么 
[rp Cf +sp eu BD) = rf ur) tg uv0) = (rf + sg) (uv), 
所 以 由 泛 性 质 的 唯一 性 可 知 
rp(f)++sp(g) 一 PC + sg). 
同样 ,p 是 满 射 的 ,因为 如 果 zt: U @V 一 W 是 任意 线性 映射 ,那么 
f=rt:UXV>W 
是 双 线 性 的 ,根据 泛 性 质 的 唯一 性 部 分 ,我 们 有 pg(f) = 
最 后 ,p 是 单 射 的 ,因为 如 果 g(f) = 0, 那 么 了 = pg(f)。t 二 0. 
我 们 就 有 了 以 下 
定理 13.2.2 令 U,V 和 W 是 F 上 的 向 量 空间 ,那么 映射 
p: BCU,V; W) > LU @V,W) 
是 一 个 同 构 , 且 og 定 义 如 下 : pg( 了 ) 是 唯一 的 使 得 了 = pg(f)。t 的 线性 映射 . 因此， 
BU,V,W) 二 LU OV,W). 


13.2.3 ” 张 量 积 的 基本 性 质 

有 了 张 量 积 的 定义 和 泛 性 质 , 我 们 现在 就 可 以 讨论 其 基本 性 质 

定理 13.2.3 如 果 ! Ui," …,u,) 是 口中 的 线性 无 关 问 量 ,{ VI 9 Un ) 是 V 中 的 任意 
向 量 ,那么 由 》)u 四 一 0 可 得 对 于 Vi,v; 二 0. 

证 明 考虑 到 向 量 u 的 对 偶 向 量 6, € U* .因此 ,6;(wuj) = 6;. 对 于 任意 线性 泛 孙 

, 太一 下 ,由 


人 一 D6; Cwe; Cv) 


4 


定义 一 双 线 性 型 f; U XV 一 F. 那么 ,根据 张 量 积 的 泛 性 质 , 存 在 唯一 的 线性 泛 函 r: 
UV 一 下 ,使 得 tr。t 二 f. 因 此， 


0= 7 Du Bo = Pre thw,w) = 2 fu) 


二 >) 2)6; Cu)ei Cw) Ss ei (we): 
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推论 13.2.4 如 果 妈 了 关 0,v 关 0, 那 么 uv 关 0. 
定理 13.2.5 令 B 二 {ei|iE€ 了 是 0 的 一 个 基 ,C=={f; |j€ J 是 V 的 一 个 基 ， 
那么 集合 D = 二 {e: @f;1iE€ 1,j& 7 是 UV 的 一 
证 明 为 了 说 明 D 是 线性 无 关 的 , 设 
Drij(e: ® fi) =0, 也 可 以 记 为 es @ (ru 太一 


oj 


所 以 ,对 于 Wi jf; 二 0. 因此 ,对 于 Yi,j,ri, 二 0. 为 了 说 明 D 生 成 U@V, 设 
uvEUOV. 前 于 
二 由; 必 i 
所 以 | 
uv = Pre ® 2 入 Sore 四 广 ) 
= PDT = Dte @F), 


由 于 UC@V 中 任意 向 量 都 是 向 量 w wv 的 一 个 有 限 和 ,所 以 DD 生成 了 U@V. 
推论 13.2.6 对 于 有 限 维 向 量 空间 ,dim(U @V) = dim(U) 。dim(V). 
定理 13.2.7 设 U,V 是 有 限 维 向 量 空间 ,那么 根据 trCa @B) (uv) = a(w)B(v) 
定义 的 同 构 
tr:U* OV’ — (UW, 
CV VT 
证 明 首先 选取 a EU” ,BE V* ,并 考虑 由 og(u,v) 二 al(u)B(v) 定义 的 映射 cup: 
U XV 一 F. 这 一 映射 是 双 线 性 的 ,所 以 由 张 量 积 的 泛 性 质 可 知 , 存 在 唯一 的 线性 映射 
Ga: U OV 一 下 ,使 得 gu 的 v) 二 oglusv) 二 a(wu)B(v). 因 而 ,5.,s E€ (UV)*. 现 
在 ,由 ola,B) 二 5,4, 我 们 定义 映射 
0 
这 个 映射 也 是 双 线 性 的 . 例如 ， 
olrat BN uDv) = ra spB) WY) 
= BY 
= ro(a,y) (uv) so (B,Y) (u,v) 
[ro Ca,y) + so (8B,Y) J (u,v), 
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所 以 aa 十 %,7) = ro(a,y) + so (BY). 
这 说 明 o 在 它 的 第 一 坐标 中 是 线性 的 . 因此 ,由 泛 性 质 可 知 存在 唯一 的 线性 映射 r: 
BO VY 过 到 (UY VY” ,使 得 ta Co Bb) = ola,B) , 即 
rla BP uw) = ola,P (uv) = dau Ov) = a(u)B(lv). 
为 了 说 明 t 是 一 个 同 构 , 设 B= {4} 是 UU 的 一 个 基 , 其 对 偶 基 为 B' = 二 {B.},X== (ci) 是 
V 的 一 个 基 , 其 对 偶 基 为 X = {7;} ,那么 
TB OO 7Y;) (Db, CO fa) 和 B: Cb,)Y;c,) OluO Fy 二 0 
所 以 r(8 四 7 四) ECUQ@V 是 属于 UV 的 一 个 关于 基 {6, @ c,) 的 对 偶 基 向 量 . 因 
此 ,rz 属于 U* @V* ,并 且 把 基 {r(8 @ 7;)) 变 成 基 {B; @ i) ,从 而 ,rt 是 一 个 同 构 . 
结合 定理 13. 2. 2 和 定理 13. 2. 7 的 两 个 同 构 ,对 于 有 限 维 向 量 空 间 U 和 V， 


U” WV” VDD BU Vy FD); 


13.3 ”线性 变换 的 张 量 积 


13.3.1 线性 变换 的 张 量 积 
定义 13.3.1 令 t;:V>V',o: W 一 W' 是 线性 变换 ,那么 存在 满足 
(ITO (vw) = rv) olw) 
的 唯一 的 线性 变换 (r©o): VV 四 WW 一 V @W'. 为 了 说 明 这 一 点 ,注意 到 由 
flv,w) = rt(v) CO olw). 

定义 的 函数 f: VXW 一 V@W 是 双 线 性 的 ,所 以 根据 张 量 积 的 泛 性 质 , 存 在 唯一 的 
线性 变换 r©o, 使 得 (r©@o)(v@w) = Tr(v) 的 olw) 成 立 . 映 射 rOc 叫 做 = 和 vc 的 张 量 
积 . 

因此 ,存在 一 个 由 p(r,c) 一 ro 定义 的 映射 

p: L(V,W) XLV’',W) >L(V OW) XLCZ @®W'). 
这 一 映射 是 双 线性 的 ,所 以 存在 满足 gr @ o) = +Oo 的 唯一 的 线性 变换 
9: LV WIOLV W) > LVOW,V OW"). 

我 们 想 要 说 明 0 是 单 射 的 . 注意 到 任意 非 零 向 量 &€ L(V,W) @ L(V',W') 都 

有 形式 


全 Dr Oo, 
i 一 1 
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这 里 = 和 o; 是 线性 无 关 的 . 为 了 说 明 Ker(0) 二 (0}, 设 


Q(é) = 0( Sr 0) = 0, 
i= 1 


那么 对 于 Vv E V,w E€ W, Dr(v) C00: Cw) = 0 
en 


我 们 选取 v EV ,使 得 Cu) 关 0, 同 时 令 ( 有 必要 的 话 , 通 过 重新 编号 )rm Cu) ,…， 
ma) 是 mo，…r(Co) 中 的 一 极 大 线性 无 关 集 . 因此 ,对 于 w= 二 有 十 1,…,n， 


k 
tm.(v) = > rr Cv). 
j=1 
从 而 ,有 
Dri(v) Holw)=0 
f=1 


k n k 
0= Dn(v) Boalw) tt 2 CD rr(v)) ow) 
i=1 


u=k+1 j=l 


k 大 n 
一 >)r(u) CO oi(w) 十 Drv) Sat hp FaiOiu Cv) ) 
2 j=1 


u=k+1 
k n 
= Drlv) Cow DY rc.(w)). 
i=1 & 一 大 上 1 


由 于 如 (了 有) TE (UV) 是 线性 无 关 的 ,所 以 对 于 Vi ee 1 和 Vw 区 W, 必 有 


oi(wW) + ro (w) = 0. 


u=k+1 
因此 ， 
Gi 十 2 rujonu = 0. 


与 o, 是 线性 无 关 的 这 一 事实 矛盾 . 因此 ,0(&) 关 0, 从 而 9 是 单 射 的 . 

如 果 所 有 向 量 空 间 都 是 有 限 维 的 ,那么 0 也 是 满 射 的 ,因此 9 是 一 个 同 构 . 由 于 
0: rQ@uhrG@o 是 单 射 的 ,所 以 我 们 用 符号 r@ c 来 代替 张 量 积 r@c. 

定理 13.3.1 令 tzrE€E L(V,V'),oc € L(W,W'). 存 在 唯一 的 线性 变换 

rOocE L(VOW,V BW), 
称 为 tc 和 o 的 张 量 积 , 它 满足 (r@o)(v 的 w) = rt(v) @ ol(w). 而 且 , 存在 满足 
0(t 的 o) 二 rEOo 的 (唯一 的 ) 单 射线 性 变换 
0: L(V,W)®LV 到) > L(VO@OW,V ©®W). 
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如 果 所 有 向 量 空间 都 是 有 限 维 的 ,那么 0 是 一 个 同 构 . 
13.3.2 基 域 的 变换 


前 面 我 们 已 经 看 到 ,定义 在 nn 维 实 向 量 空 间 V 上 的 线性 算 子 t 可 能 没有 n 个 本 征 值 
( 数 重 数 ) ,因为 它 的 特征 多 项 式 在 R 上 可 能 不 分 裂 . 

另 一 方面 ,n 维 复 向 量 空间 上 的 线性 算 子 却 可 能 有 个 本 征 值 . 这 样 ,我 们 就 想 知 

道 ,是 否 可 以 把 实 向 量 空间 扩充 为 复 向 量 空 间 , 相 应 地 也 把 实 算 子 扩充 为 复 算 子 . 

为 了 方便 ,我 们 称 域 玉 上 的 向 量 空 间 为 F 空间 .有 几 种 方法 来 “升级 ”向 量 空间 的 基 
域 ,比如 , 设 V 是 一 个 下 空间 ,F 是 下 的 扩张 域 , 即 F 忆 下 . 如 果 {6;) 是 V 的 一 个 基 , 那 
么 V 的 每 一 元 素 x 都 有 形式 x 二 》)7b;, 这 里 r; € 下 . 

我 们 只 要 取 形 式 为 + 二 》)r%b; 的 全 体形 式 线性 组 合 ,就 可 以 定义 一 个 扩 空间 V ， 
这 里 7, E F. 换 句 话 说 ,V' 是 集合 {0;} 上 的 自由 下 空间 . 

F 空间 V 的 维 数 与 下 空 : 间 V 的 维 数 是 一 样 的 .V' 也 是 一 个 下 空间 (只 要 把 数 限 制 
在 下 上 ), 同 样 把 x EV 映 成 ij(zx) =x EV 的 包含 映射 j:V 一 V 是 一 个 下 单一 同 态 . 

上 面 所 描述 的 方法 利用 了 V a ea a 
如 下 所 述 , 我 们 可 以 运用 张 量 积 给 出 一 种 无 坐标 的 方法 . 如 果 V 是 一 一 个 下 空间 , 令 
F' eV. 在 表示 所 取 张 量 积 是 关于 基 域 下 时 ,通常 要 包括 @r 的 下 标 0 
都 是 下 双 线 性 或 下 线性 的 ). 然而 ,由 于 我 们 不 会 取 下 以 外 的 任何 其 他 域 的 张 量 积 , 所 以 
也 就 不 会 一 直 都 用 这 个 符号 ， 

根据 张 量 积 的 定义 ,向 量 空 间 V 是 一 个 下 空间 ,但 如 下 所 述 ,我 们 可 以 使 它 为 一 
F' 空间 .选取 E ,考虑 由 fv (7 ,v) = sr' @ 定义 的 映射 

fr: (FXV)— (F QQrV). 
由 于 广 是 双 线 性 的 ,所 以 张 量 积 的 泛 性 质 蕴 含 着 存在 唯一 的 下 线性 映射 
ty: (FEV) 一 (F' Q@rV) ,使 得 mr 四 四 = 四" 
我 们 可 以 认为 这 一 映射 已 乘 以 了 数 。E 下 
注意 ,由 于 r* 是 下 线性 的 ,所 以 它 是 可 加 的 ,从 而 
tr Wutu Hw) = rr Br Ow). 

即 sr Bvtu Ww) ad 

又 因为 数 乘 定 义 的 所 有 性 质 都 是 满足 的 ,所 以 V' 确 是 一 个 下 空间 . 不 难看 出 ,如 
果 {b;) 是 下 空间 V 的 一 个 基 , 那 么 {1 @ 64;} } 是 F 空间 V 的 一 下 所 以 Ff 空间 V 的 
维 数 与 下 空间 V 的 维 数 相同 . 

由 v(v) 二 1 的 v 定 义 的 映射 : V 一 V 是 一 个 下 单一 同 态 ,所 以 下 空 s 间 VV 中 也 含 
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有 与 V 相同 的 一 个 同 构 ,我 们 也 称 下 线性 单一 同 态 v 为 V 的 F' 扩张 映射 . 
正如 以 下 定理 所 叙述 的 一 样 ,这 一 映射 有 它 自 己 的 一 个 泛 性 质 . 
定理 13.3.2 令 v:V>V = 二 FV 是 下 空间 VV 的 F 扩张 映射 ,那么 vw 有 以 下 
泛 性 质 : 对 于 任意 下 线性 映射 F: V -> W ,这 里 W' 是 任意 F' 空间 ,都 存在 唯一 的 下 线 
性 映射 r: V 一 W' ,使 得 图 13 -8 中 的 图 是 可 交换 的 ,即使 得 r。 二 了. 
证 阴 映射 Gs F reV > W’ 存在 ,那么 它 必 满足 
rr Hv) = rr Hv) = 一 Co). 
这 表明 ,如 果 t 存 在 ,那么 它 是 由 唯一 确定 的 . 考虑 由 g(r ,v) 二 rf(v) 定义 的 映 
射 g: (FXV) 一 W', 由 于 它 是 双 线 性 的 ,所 以 存在 使 
rr Quo) =rr(l v= rf() 
成 立 的 唯一 的 下 线性 映射 +. 容易 看 出 + 也 是 FF 线性 的 ,因为 
rts'(r Hv = rsr BV = sr fv) = sr(r Wwv). 
对 于 怎样 把 下 线性 映射 扩充 为 下 "线性 映射 来 说 ,定理 13. 3.2 起 了 重要 作用 . 


5 大 线 性 的 
Vo ! A 
1 以 u 
iT FF 线性 的 | | 
J | 2 WF'QW 
三线 性 的 W' TF 线性 的 
图 13-8 图 13-9 


定理 13.3.3 令 V,W 是 Ff 空间 ,v,y 分 别 是 其 F' 扩张 映射 ,那么 对 于 任意 下 线性 
映射 r;: V 一 W, 映 射 r = wr @Ot: V 一 W' 使 得 图 13-9 中 图 可 交换 ,使 得 jy。t 二 t+ 。v 
的 唯一 的 线性 映射 . 
证 明 映射 x。t 是 下 空间 V 到 FF’ 空间 W 的 一 个 下 线性 映射 . 因此 ,定理 13. 3. 2 
证 明了 存在 唯一 的 F 线性 映射 + : V 一 W, 使 得 jp。c 二。 
为 了 说 明 = 二 wr 的 zc, 注意 到 
rr CO v) = rr(l CO v) = r (rt 。v)(v) = r (yp oT) (v) 
一 (rv)) = rr) rv) 
= Cr 四 or BYv). 


13.3.3 多 重 线 性 映射 与 迭代 张 量 积 


张 量 积 运 算 可 以 简单 地 扩充 到 两 个 以 上 的 向 量 空间 上 . 
定义 13.3.2 如 果 Vi,…,V, 和 W 是 上 的 向 量 空间 ,函数 f: ViX… XV,>W 
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是 多 重 线性 的 ,如 果 它 在 每 个 变量 中 都 是 线性 的 , 即 对 于 Vk 二 1，…7， 
Fa UL 十 到 Up Un) 一 
rf (ui gg UY yd 十 sf (ui 9 9 Wai ea A De 

n 个 变量 的 多 重 线性 函数 也 称 为 n 线性 函数 . 

全 体 多 重 线性 函数 所 成 的 集合 记 为 Mul(Vi,…,V,; W). VIX… XV 到 基 域 下 的 
多 重 线性 函数 称 为 多 重 线性 型 (或 n 型 ). 

例 13.3.1 行列 式 函 数 det: M, > 下 是 M, 中 撼 阵 的 列 上 的 一 个 2 线性 型 . 

定义 L353 令 VlysV, 是 下 上 的 向 量 空 间 , 且 令 对 于 Vrys e F ,usu’ € Ch 
VL 9 Us € V,T 是 Vi ls XV 上 型 , 形 如 : 

六 TI 9 9 UL THI 9""" VD) 十 SC 9 9 Vi-1 SU yO 0 
Fe (vi 9 Up 7 下 可 »U, ) 

的 全 体 向 量 所 生成 的 自由 向 量 空间 $B 的 子 空间 . 商 空间 B/ 本 称 为 V1,…,V, 的 张 量 积 ， 
记 作 Vi@… @V,. 

与 前 面 一 样 ,我 们 用 vw 四 … 多 vw 表示 陪 集 ( 如 ,…,v,) 十 TT, 所 以 Vi … QTV, 的 
任意 元 素 都 有 线性 型 Dv， 四 … @ mm， 

张 量 积 也 可 以 由 泛 性 质 来 描述 其 特征 . 

定理 13. 3.4( 张 量 积 的 泛 性 质 ) 令 Vi,…,V, 是 域 六 上 的 向 量 空间 . (V1 @… @ 
WV 有 以 下 性 质 , 这 里 t: Vi es VS = Wi (0) Se CO V， 是 由 tv ys = (wh CO 区 二 入 
vu) 定义 的 双 线 性 上 映射. 在 图 13=10 中 ,如 果 六 Vi ps Se W 是 下 Ws 和 Vs 到 
向 量 空间 W 的 任意 多 重 线性 函数 ,那么 存在 唯一 的 线性 变换 


Ts Vi 0% oy OV, Pe W,， 
1 多 重 线性 的 


使 得 图 13 - 10 中 的 图 可 交换 ,即使 得 tr。t 二 f. 而且 ，ViXx…XD V@ BD, 
Vi 四 … @V, 是 唯一 的 ,因为 如 果 (X,s) 也 有 这 一 性 质 ， it 线 性 的 
那么 X 同 构 于 Vi 四 … @V,. /多 重 线性 的 、\ 放 

下 面 是 多 重 张 量 积 的 基本 性 质 . 图 13- 10 

定理 13.3.5 张 量 积 有 以 下 性 质 ( 所 有 向 量 空间 都 
在 域 FF 上): 


1) (结合 律 ) ”存在 同 构 

rt: (Vi DV) DW OBDW,) > VOBV, OW LOW, 
使 得 

rT BD) Dw BOD) = OO Ow OO ws 
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特别 地 ， 
(UV OWSUOVOW)TUOVOW. 
2) (交换 律 )” 今 x 是 指标 {1,…,n) 的 任意 置换 ,那么 存在 同 构 
o: Vi @ BV > Vin OB OV 
使 得 
ow BD BW) = vy 因 …Q@uwnh， 
3) 存在 同 构 p: FV 一 V, 使 得 pi(r@@v) = mv; 
同 理 ,存在 同 构 zz :了 四 下 一 V, 使 得 (zz@7) = 二. 
因此 ,FV 宇 V 宇 V@F. 
定理 13. 3. 5 的 类 似 定理 如 下 : 
定理 13.3.6 令 Vi 加 …@V, 和 W 是 下 上 的 向 量 空间 ,那么 映射 
op: Mul(Viy Vi; W) > L(V @ ~ BV,,W) 
是 一 个 同 构 , 且 og 是 由 g(f) 使 得 了 = pg(f)。t 的 唯一 的 线性 映射 这 一 事实 所 定义 
的 ,因此 ， 
Mul(Vi eV WL 0 OV WY. 
而 且 , 如 果 全 体 向 量 空间 都 是 有 限 维 的 ,那么 
dim[ Mul(Vi,° ,VV,; W)] = dim(Vi) … dim(V,)dim(W). 


13.4 ”交错 映射 与 外 积 


13.4.1 交错 映射 


我 们 将 用 符号 来 表示 V 的 笛 卡 儿 积 , @"Y 表示 重 张 量 积 . 
以 下 定义 描述 了 多 重 线性 映射 的 一 些 特殊 类 型 ; 
定义 13.4.1 1) 多 重 线性 映射 /: V" 一 W 是 对 称 的 ,如 果 对 于 Vi 和 7， 


Co = Fa 
2) 多 重 线性 映射 f/; w 一 W 是 斜 对 称 的 ,如 果 对 于 i 关 j， 
fv Uy i fv A dE 


3) 多 重 线性 映射 f: V" 一 W 是 交错 的 , 当 任 意 两 个 向 量 w 相等 时 ， 
大) = 0. 
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现在 ,我们 讨论 一 下 置换 问题 . 集合 N = {1,…,n}) 的 置换 是 双 射 函数 r: N 一 N. 
我 们 用 S, 来 表示 所 有 这 种 置换 所 成 的 集合 . 这 是 ”个 符号 上 的 对 称 群 . 长 度 为 上 的 轮换 
是 一 个 形 为 (i ,is，…,i) 的 置换 , 它 把 六 换 为 i ,is 换 为 总 pa 换 为 i,ii 换 为 i1 (我 
们 假设 对 于 w 关 v,i, 关 i,). NN 的 其 他 元 素 都 是 不 动 的 . 

每 一 个 置换 都 是 不 相交 轮换 的 积 (合成 )， 

转 置 是 长 度 为 2 的 轮换 (i ,7/). 每 个 轮换 (从 而 每 个 置换 ) 都 是 转 置 的 积 . 通常 ,一 个 
置换 可 以 用 多 种 方式 表示 为 转 置 的 积 .但 是 ,无 论 以 积 的 何 种 形式 表示 出 一 给 定 置换 ， 
转 置 数 总 是 为 偶数 或 奇数 . 因此 ,在 一 个 由 x 作为 转 置 的 积 的 任意 分 解 中 ,我 们 可 以 把 
置换 x € S, 的 奇偶 性 定义 为 转 置 数 的 奇偶 性 . 置换 的 正 负 号 由 sg (x) 定义 . 因此 ,如 果 x 
是 一 个 偶 置 换 ,那么 sg (x) = 1; 如 果 x 是 一 个 奇 置 换 , 那 么 sg (x) 二 一 1. x 的 正 负 号 常 记 
作 必 二 了 六， 

对 于 所 有 置换 元 在 了 是 对 称 的 , 当 且 仅 当 FW = f vr 1 pe 

对 于 所 有 置换 x € S; ,f 是 交错 的 , 当 且 仅 当 fCvy…,v) 一 (一 D7 了 (vy wo )， 

如 果 了 是 一 个 多 重 线 性 函数 ,那么 

(二 二 


fv vis 0) 二 fv Vs V0) fs Un). 

因此 , 若 f 是 交错 的 , 则 它 也 是 斜 对 称 的 . 男 一 方面 ,车 f 是 斜 对 称 的 ， 

一) 

如 果 char(F) 关 2, 那 么 从 中 得 出 Fo pr) 二 0. 

因此 ,f 是 交错 的 . 

13.4.2 ”外 积 的 泛 性 质 

定义 13.4.2 令 V 是 域 玉 上 char(F) 关 2 的 一 向 量 空间 , 且 令 @"V 是 V 自身 的 n 
重 张 量 积 .对 于 Vi 放 j,U 是 6"V 的 形式 为 

(机 罗网 机 BBB+ D By BBB) 
的 全 体 元 素 所 成 的 子 空间 . 商 空 间 (@"V)7VU 称 为 V 的 第 n 个 外 积 空 间 , 记 作 

A 或 六 NA 
7 个 因数 

我 们 用 和 A … 人 wv 表示 陪 集 (ww 的 … 的 vv) 十 U0U, 称 人 人 为 棉 积 . 

因此 ,mA … Am 的 任意 元 素 都 有 形式 >)w 人 … Au . 

这 里 每 个 变量 的 向 量 空间 运算 都 是 线性 的 ,任意 两 个 变量 的 互 换 都 会 出 现 一 个 


负 号 . 
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外 积 也 可 以 用 泛 性 质 来 表现 其 特征 . 
定理 13. 4.1( 外 积 的 泛 性 质 ) 令 Vi,…,V, 是 域 玉 上 char(F) 关 2 的 向 量 空间 . 


(Vi 人 …* 人 V,,a) 有 以 下 性 质 : 这 里 
a XXX 一 TI A AV, 
是 由 
Ca 人 三 大 人 从 不 


定义 的 交错 多 重 线性 映射 . 在 图 13 - 11 中 ,如 果 4 交错 的 
请 一 一 


fr Vi Xr XV WW 
是 玉 上 Vi X … XV, 到 向 量 空间 W 的 任意 交错 多 重 线性 丁 et 


了 的 唯一 的 线性 变换 图 13-11 

Tt Vi Nh Ve => W; 
而 且 , 如 果 (X,c) 也 有 这 一 性 质 ,那么 X 同 构 于 Vi A … 人 V,; 从 而 Vi 人 … 入 V 是 
唯一 的 . 


> 
oY] 
EE 


仿 射 几何 与 多 项 式 函 数 


在 本 音 中 ,我 们 将 研究 有 限 维 向 量 空间 又 的 几何 ,包括 仿 射 几何 ` 平 坦 格 、 仿 射 变 
换 、 射 影 几 何以 及 它 保持 映射 时 的 结构 . 我 们 还 要 深入 讨论 一 下 多 项 式 函 数 ,形式 震级 
数 、 当 作 线 性 算 子 的 形式 寡 级 数 .连续 算 子 、 算 子 伴随 等 内 容 . 


14.1 格 代数 基础 


在 有 关 群 . 环 的 讨论 中 ,我 们 已 经 看 到 ,不 仅 涉及 群 环 中 的 元 素 的 二 元 合成 , 而且 
常常 要 讨论 关于 子 群 正规 子 群 、 理 想 等 的 二 元 合成 .如 了 ,了 是 环 R 的 两 个 理想 ,我 们 
要 讨论 它们 的 “ 交 ” 荆 站 I 及 “和 ”JT 十 了 等 . 所 有 这 些 都 导致 了 另 一 类 具有 两 个 二 元 
合成 的 代数 结构 格 . 格 的 概念 是 由 Dedekind(1831 一 1916) 首先 引入 的 ,但 当时 并 
没有 引起 人 们 多 大 的 重视 ,直到 大 约 1930 年 ,人 们 才 逐 渐 认识 到 格 理论 在 代数 学 的 各 
个 分 支 中 的 重要 性 ,从 而 对 格 作 了 广泛 深入 的 研究 . 


14.1.1 格 的 定义 及 基本 性 质 


定义 14.1.1 一 个 偏 序 集 工 叫做 格 ,是 指 对 任何 a,6 € 上 ,存在 (a,0) 的 最 小 上 界 
1_u. 6.(X) 及 最 大 下 界 g. 1.0.(X) ,分 别 以 a V5 及 a 人 5 记 之 . 

若 工 是 一 个 格 ,a,b,c EL 上 ,考虑 (a V 6) V c, 它 是 { a,b,c 1 的 上 界 ,而 且 是 最 小 上 
界 , 从 而 (a V6) V c= lu.b.((a,b,c )). 同样 (a 入 办 A c= g.lb.( (abye 站， 

定义 14.1.2 格 二 叫 完 全 格 ,是 指 对 任何 非 空子 集 X,g.4.0.(CX) 及 4.u.6b.(X) 都 
存在 . 

设 工 是 一 个 格 , 若 二 有 最 大 元 , 称 这 个 最 大 元 为 工 的 全 元 素 , 常 记 为 1 ,于 是 对 任何 
4C 己 L, 有 a 过 1; 若 L 有 最 小 元 , 称 这 个 最 小 元 为 上 的 零 元 素 , 常 记 为 0, 于 是 对 任何 a 
LL, 有 0 过 a. 

车工 是 完全 格 , 则 显然 有 lu.b.(L) 二 1,g.1.b.(L) 二 0. 

例 14.1.1 设 S 是 任 一 集 ,P(S) 是 S 的 短 集 , 偏 序 集 (P(S), 三 ) 是 一 个 格 ,对 XX， 
到 PC 位 二 省 了;VY 二 义 岂 了 , 它 还 是 一 个 完全 格 :1 二 3;0 二 YZ. 

例 14.1.2 设 G 是 一 个 群 ,L(G) 表示 G 的 所 有 子 群 作成 的 集合 , 则 L(G) 关于 集合 
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包含 关系 “ 己 ” 作 成 一 个 偏 序 集 , 任 取 昌 , ,H € L(G), 用 (Hi UH;) 表示 Hi ,Hi 生成 
的 子 群 , 则 (Hi U 五 ;) 是 偏 序 集 (L(G), 己 ) 中 {Hi ,Hi} 的 最 小 上 界 , 即 H; V H, 一 
CU Hi) ,而 Hi 人间 ;是 {HHi, 晶 ;) 的 最 大 下 界 , 即 Hl! 和 Hi 二 Hi 门 有 H;, 从 而 L(G) 
关于 偏 序 三 作成 一 个 格 , 称 这 个 格 为 G 的 子 群 格 . 它 也 是 一 个 完全 格 ,1 = G,0 = {e). 

例 14.1.3 设 尺 是 任意 环 , 则 尺 的 一 切 子 环 所 成 集合 以 及 一 切 理想 所 成 集合 关于 集 
合 的 包含 关系 都 作成 格 ,两 个 子 环 的 最 大 下 界 是 其 交 , 而 最 小 上 界 是 这 两 个 子 环 生成 的 
于 环 ; 

两 个 理想 的 最 大 下 界 是 其 交 , 而 最 小 上 界 是 其 和 . 考虑 环 R 的 所 有 理想 的 集 ,对 R 
的 理想 五 ,天 ,有 五 和 天 = 开门 天 VY == 荆 十 民 ; 它 也 是 一 个 完全 格 ,1 = R,0 = 
{0}. 

例 14.1.4 设 V 是 域 站 上 的 向 量 空间 ,S 是 V 的 所 有 子 空间 作成 的 集合 , 则 S 关 
于 集合 的 包含 “和 ”作成 一 个 偏 序 集 ,由 于 两 个 子 空间 的 和 与 交 仍 是 子 空间 , 故 S 中 任 
意 两 个 元 都 有 最 小 上 界 与 最 大 下 界 , 从 而 (S, 己 ) 是 一 个 格 , 称 这 个 格 为 V 的 子 空 
间 格 . 

对 V 的 子 空间 Vi,Vs, 有 Vi 人 Vs,Vi 则 Vi,Vi V Vs 二 Vi 十 Vi, 它 也 是 一 个 完全 
格 5 二 V0 = (0b 

定理 14.1.1 若 偏 序 集 S 有 最 大 元 1, 且 S 的 每 一 子 集 X 关 名 有 最 大 下 界 ; 则 S 是 
一 个 完全 格 ;对偶 地 , 若 偏 序 集 S 有 最 小 元 0, 且 对 每 一 子 集 X 关 作 有 最 小 上 界 , 则 S 是 
一 个 完全 格 . 

证 明 对 第 一 个 结论 ,我 们 来 证 明 X 有 最 小 上 界 .事实 上 , 令 Y= (alaeES,a 是 
XX 的 上 界 }, 则 1 €E Y, 故 Y 关 名 ,从 而 Y 有 最 大 下 界 , 设 5 是 Y 的 最 大 下 界 , 则 对 每 一 
ZE 5, 都 是 Y 的 下 界 , 从 而 有 xz 过 5; 又 车 是 X 的 上 界 , 则 wx EY, 但 5 是 Y 的 下 界 ， 
故 必 有 5 三 ,从 而 5 是 X 的 最 小 上 界 .因此 S 是 完全 格 . 

推论 14.1.2 阁 Li,L 是 两 个 格 , 则 Li XL 也 是 格 . 


14.1.2 格 代数 


在 工 中 ,对 任意 ;BEIL, 存 在 a 从 5 三 g. 7.6b.({a,b}) 及 a Vb =1,u,b.({asb}). 
我 们 自然 可 以 把 人 及 V 看 作 是 集 L 上 的 两 种 二 元 合成 . 

下 面 讨论 这 两 种 二 元 合成 的 一 系列 性 质 , 从 而 得 到 格 作为 一 种 代数 结构 的 又 一 
定义 . 

设 工 是 一 个 格 , 若 ac,po,cE 工 , 则 二 元 合成 A，V 具有 下 述 性 质 : 

Li: 交换 律 a NB=b5 NN aa Vb= OVay 

Lz: 结合 和 (aA Ae=aN AD a VV DVe=au VY oY GE 

L;: 寡 等 性 aNNa==a,aVa=a; 
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了 :;, 吸收 律 (a A5b)Va=a,(a V6) Aa=a. 

定义 14.1.3. 设 L,L' 是 两 个 格 ,映射 0: LL 一 LL 叫做 保 序 的 ,是 指 对 任意 wa,pE 工 ， 
a ba ZW. 

定理 14.1.3 设 工 是 一 个 格 ,对 a EL, 映 射 0:L 一 LL, 对 zEL,xzx 二 x 人 a 是 
保 序 的 ;映射 n: L 习 上 ,对 x EL,zy 二 x V a 也 是 保 序 的 . 


关于 7 的 保 序 性 可 以 类 似 地 证 明 

定理 14.1.4 在 格 工 中 ,对 任何 a,5,c € 工 , 下 述 两 个 不 等 式 成 立 : 
CHM YN Ca MEE NN DT, (14. 1) 
a Vp Ne ta VN ayY (4 


证 明 关于 (14. 1) 式 ,因为 5 和 0 V c, 故 a 人 56 三 a 人 (5bV 0); 同 样 由 cbV ec 
得 a Ac 志 a A (6 Vc), 从 而 得 (aA5)V laAc)aA(bVo. 

关于 (14. 2) 式 可 类 似 证 明 . 这 两 个 不 等 式 通常 叫做 分 配 律 不 等 式 . 

推论 14.1.5 在 格 L 中 ,a 三 caV (5A(aV WN 

事实 上 ,只 需 在 (14.2) 式 中 , 当 a 壹 c< 时 a Vc 二 <c 即 可 得 到 . 这 个 不 等 式 常 叫 模 不 
等 式 . 

定理 14. 1.6 设 工 是 一 个 非 空 集 ,在 工 中 定义 两 个 二 元 合成 A 及 V ,满足 定理 中 
的 二 ~ L4. 今 在 LL 中 定义 关系 “和 ”如 下 : a 过 各 是 指 a 人 2 一 4% 则 和 过 是 一 个 偏 序 
关系 , 偏 序 集 {L, 三 是 一 个 格 ,在 这 个 格 中 ,a 和 5 正 是 {a,5) 的 最 大 下 界 ,a V5 正 是 
{a,6b} 的 最 小 上 界 . 

定义 14.1.4 一 个 格 是 具有 二 元 合成 A，V 的 代数 结构 (L， 人 ，V ), 它 满足 定理 
4.2.1 中 所 述 的 条 件 Li 一 上 上. 

对 偶 原 理 ” 若 命 题 P 是 可 以 从 格 的 公理 推出 的 命题 , 则 它 的 对 偶 命 题 也 是 可 以 从 
格 的 公理 推出 的 . 

由 于 我 们 把 格 看 作 是 具有 两 个 二 元 合成 的 一 种 代数 结构 ,于 是 与 群 、 环 的 情形 一 
样 ,有 下 述 格 的 同 态 、 同 构 概 念 . 

定义 14.1.5 格 工 到 格 L' 的 映射 9 叫 格 的 同 态 或 简称 同 态 ,是 指 对 任何 x,y E 工 
有 (x A y90= 7x0 A ys,(xVy0= 70V y0. 

如 果 同 态 9 还 是 双 射 , 则 称 0 为 同 构 . 当 存在 同 构 9: L 一 L' 时 , 称 格 工 同 构 于 工 ， 
记 作 工 轨 己 . 若 0: Li > Lo, L: 一 L; 都 是 格 的 同 态 , 则 9: L1 一 L; 也 是 同 态 . 若 97 
都 是 同 构 , 则 b 也 是 同 构 ,0 1 : L: 一 Li 也 是 同 构 . 

由 于 格 中 的 二 元 合成 A, V 与 序 关 系 三 的 内 在 联系 ,是 否 可 用 三 来 刻画 一 个 映射 
是 同 构 呢 ? 

定理 14.1.7 双 射 9: L 一 L 是 格 的 同 构 全 ,0 都 是 保 序 的 ， 
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14.1.3 分 配 格 


在 一 般 的 格 中 ,对 二 元 合成 人 及 V 两 者 之 间 除 了 吸收 律 这 一 限制 外 并 没有 什么 别 
的 要 求 . 如 果 对 它们 之 间 的 联系 加 以 更 严格 的 限制 , 便 得 到 各 种 特殊 的 格 . 一 种 很 自然 
的 限制 就 是 所 谓 分 配 律 , 即 对 格 工 中 的 任何 元 素 x,y,z, 有 
有 (14. 3) 
人 VCO NE (mV BN Ca VV es (14. 4) 
如 果 我 们 把 “入” 看 作 乘 法 ,“V ”看 作 加 法 , 则 它们 正如 通常 所 说 的 ,是 乘法 对 加 法 的 分 
配 律 . 值得 注意 的 是 ,在 一 个 格 中 ,(14. 3) 式 与 (14. 4) 式 是 等 价 的 , 即 在 任意 格 工 中 ,只 
要 两 个 分 配 律 之 一 成 立 ,那么 另 一 分 配 律 一 定 也 成 立 . 
定义 14.1.6 格 (S，V，A 人 ) 说 是 一 个 分 配 格 , 若 Ya,b E S, 下 面 算 律 成 立 : 
Ls & hoVe = a NO Va Nom VY Nye Vo We 
例 14.1.5 Z 关 于 整除 所 作成 的 格 是 分 配 格 ,因为 ， ; 
Va be DLo (bd 二 tae le dla th Nel= ta VorA ta Ve 
例 14.1.6 考虑 实数 域 R 上 的 二 维 向 量 空 间 V, 设 ei,es 是 V 的 一 组 基 , 考 虑 V 的 
子 空间 Rei = {re1 | rE€ER},Res={res|r€ER),R(edte)= {rlete)}|r€E R}, 
则 
R(e!+es) A (Re! V Res) = Rl(el es) MN 1 = Re es), 
但 (R(e! es) 人 Rei) V (Rl(etes) NM Res)=0V0=0, 


从 而 V 的 子 空间 格 不 是 分 配 格 . 
定理 14.1.8 设 革 是 分 配 格 ,ayzyyE 工 , 若 a 人 =a A yaVx=aVy, 则 z= y. 


14.1.4 模 格 


我 们 讨论 比分 配 格 更 广泛 的 模 格 . 

定义 14.1.7 一 个 格 工 叫做 模 格 , 是 指 在 这 个 格 中 下 述 条 件 成 立 : 

M: 若 a 过 c; 则 a V Ac)=(aV6)Ac. 由 于 4a 过 c 时 ,a Vc 王 c, 从 而 分 配 
格 是 模 格 . 

条 件 M 的 对 偶 是 M“ : 车 c 过 a, 则 a 和 CBOV=(aAbD)Ve. 

显然 ,M 就 是 M, 从 而 在 模 格 中 对 偶 原理 仍然 有 效 . 

下 面 的 定理 指出 了 模 格 的 重要 性 : 

定理 14.1.9 设 G 是 一 个 群 , 则 G 的 一 切 正规 子 群 作 成 的 格 N(G) 是 一 个 
Dedekind 格 . 
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由 于 这 个 定理 ;并 注意 到 模 格 的 子 格 是 模 格 , 从 而 一 个 环 的 理想 所 成 的 格 , 左 ( 右 ) 
理想 所 成 的 格 , 数 域 P 上 的 向 量 空间 的 子 空间 所 成 的 格 等 都 是 模 格 . 

定理 14.1.10 格 工 是 模 格 的 充 要 条 件 是 对 a, €E L,a 三 5, 且 对 某 一 cEL 有 
a Ve=o Vea Ac=5Ac 则 a=. 

定理 14.1.11 设 L 是 Dedekind 格 ,a,b € 工 , 则 子 格 a V b/a 同 构 于 5b/a 入 4. 

定义 14.1.8 设 a,b5 EL,a 二 5b, 蔡 LL 中 不 存在 zx, 使 4 二 x 二 5, 则 说 6 覆盖 a. 

设 x EL, 若 在 LL 中 存在 有 限 序列 x = zoyziyzz…zw 一 0, 使 


v= Wo, SS D> Wn Os (1 5) 


并 且 xz; 覆盖 zi1(i 二 0,1 … 一 1), 则 说 (14.5) 式 是 zx 到 0 的 一 个 极 大 链 ,a 是 (14. 5) 
式 的 长 度 .x 到 0 的 所 有 极 大 链 的 长 度 中 最 大 者 叫做 xz 的 维 数 ,用 符号 d(x) 表示 . 

在 域 玉 上 向 量 空间 V 的 子 空间 格 L(V) 中 ,我 们 知道 ,车 z 是 有 限 维 子 空间 , 则 xz 到 
0 的 每 一 极 大 链 都 有 相同 长 度 , 即 x 的 维 数 . 

定理 14.1.12 设 工 是 有 零 元 的 Dedekind 格 ,zE 工 , 若 z 的 维 数 &Cz) 有 限 , 则 x 
到 0 的 每 一 极 大 链 的 长 度 都 相等 . 

同样 ,对 环 尺 ,把 上 面 G 的 正规 子 群 换 成 R 的 理想 , 即 得 到 环 尺 的 主 列 的 概念 . 一 个 
群 G( 或 环 R) 车 有 主 列 , 则 任意 两 个 主 列 都 有 相同 的 长 度 . 

域 下 上 向 量 空间 的 维 数 定理 : dimWi 十 dimW; 二 dim(W 十 W,) 十 dimCWi 门 W;). 

这 个 事实 对 一 般 Dedekind 格 也 成 立 , 即 

定理 14. 1. 13( 维 数 定理 ) 设 L 是 有 零 元 的 Dedekind 格 ,a,bEL, 若 d(a),d(5) 均 
为 有 限 , 则 d(a) 十 4(5) = dla V 6) 二 dl(a A 5). 

证 明 在 工 中 , 子 格 a V 6b/a 与 5/a 人 5 同 构 , 故 维 数 相同 .而 a V b/a 的 维 数 等 于 
devD 一 d(a),b/a 和 5 的 维 数 等 于 d(b) 一 dl(a 人 5), 故 有 dla V 6) 一 d(a) 一 
d(5b) 一 d(a 和 人间 ,从 而 da) 十 dp) = dla V5) 十 dl(a A 如). 

维 数 定理 是 Dedekind 格 的 一 个 特征 ,定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 

定理 14.1.14 设 工 是 有 零 元 的 格 , 且 每 一 个 元 的 维 数 均 有 限 ,对 Ya,b E 工 ,有 
d(a) 十 4(6) = dla V 旭 十 dl(a 人 5) ,那么 LL 是 一 个 Dedekind 格 . 


14.1.5 有余 模 格 


定义 14.1.9 设 格 S 有 单位 元 I 和 零 元 0, 取 定 a € S, 若 存在 zE 5S, 使 4 人 zz 一 
0,a V z= 二 了 则 说 z 是 a 的 一 个 补 元 , 记 为 a.. 

在 分 配 格 中 , 若 a 有 补 元 a , 则 只 能 有 一 个 ,因为 ,假定 a 有 两 个 补 元 x,y, 由 a 入 工 二 
aNMy=0,aV z=aV y 二 1T, 可 得 x 二 y. 

由 补 元 定义 可 知 , 车 a 的 补 元 为 a , 则 a 的 补 元 为 4a, 即 (a')' 二 4a, 因此 我 们 也 说 a 
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与 a 互 为 补 元 . 

定义 14.1.10 具有 零 及 全 元 素 的 格 工 叫做 有 余 格 ,是 指 任何 €E L 都 有 余 元 素 . 

例 14.1.7 对 任何 集 S, 格 {P(S), 己 ) 是 一 个 有 余 格 ;对 XE P(S),X =(alaE 
S,a KX} 是 XX 的 余 元 素 ( 空 集 如 是 P(S) 的 零 元 素 ,S 是 P(S) 的 全 元 素 ). 

在 有 余 格 中 一 个 元 素 的 余 元 素 不 一 定 是 唯一 的 . 例如 , 设 {el,ez} 是 V 的 一 组 基 , 令 
S = 二 Rei, 则 T== Res 及 T= 二 R(e 十 es) 都 是 S 的 余 元 素 , 但 TT) 关 Ts. 

定理 14.1.15 在 有 单位 元 和 零 元 的 分 配 格 中 ,一 切 补 元 的 集合 作成 一 个 子 格 . 

定理 14.1.16 车 LL 是 有 余 模 格 ,a E 工 , 令 六 = 人 (Z|zELz 委 co 六 则 瑟 也 是 有 
余 模 格 . 

当 工 是 有 余 格 而 不 是 模 格 时 , 志 . 不 一 定 是 有 余 格 . 例如 ,在 格 Ns 中 ,L, = {0,Y,X) 不 
是 有 余 格 ,其 中 Y 没有 余 元 素 . 


14.2 仿 射 几何 


14.2.1 仿 射 几何 


定义 14.2.1 令 站 是 一 向 量 空间 , 若 vEYV,S 是 Y 的 一 子 空间 , 则 集合 v 十 S = 
(ov 十 s | s E€ S} 叫做 V 的 一 个 平坦 集 ,或 陪 集 .V 中 全 体 平坦 集 所 成 的 集合 ACV) 叫做 V 
的 仿 射 几何 . A(V) 的 维 数 dim(A(V)) 定义 为 dim(V). 

显然 ,V 的 平坦 集 不 过 是 V 的 平移 子 空间 . 用 字母 S,T,… 表示 Y 的 子 空间 ,X， 
Y,… 表示 VV 的 平坦 集 . 以 下 是 平坦 集 的 一 些 基本 性 质 : 

定理 14.2.1 1) 以 下 各 条 等 价 : 

a 二 bw 人 ey ‘0B ye 

令 久 二 工 十 S,Y 二 y 十 TT 是 V 的 平坦 集 , 那 么 

人 全 了 和 对 了 于 这 -YY 下 文生 袜 . 

3) S= TS 对 于 YvEV,vi+X=Y. 

4) XT YE. TSE 

5) XNY¥LG,S= T>X=Y. 

证 明 2) 注意 到 S 三 一 并 十 ,了 王 一 y 十 Y, 所 以 

Su T= 上 Ey Y= 


3) 因为 (y 一 x) 十 和 CY,(z 一 y) 十 YCX, 所 以 (y 一 zx) 十 XCYC(y 一 x) 十 
尺 ,; 则 (Cy 一 zx) 十 及 二 六. 

4) 设 zE€E 门 Y. 由 论断 2) 可 知 ,v 十 下 CY, 所 以 v 十 z= 二 yEY, 则 v= y 一 xz EE 
T. 因 此 XC 一 v 二 YCY. 
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5) 可 由 4) 直接 得 出 . 

由 定理 ,一 个 平坦 集 有 多 种 表示 法 ,比如 zx 十 S. 当 一 个 平坦 集 记 为 x 十 S 时 ,我 们 称 
xz 为 平坦 代表 ,或 平坦 集 的 陪 集 代表 . 一 个 平坦 集 的 任意 元 都 可 以 作为 一 平坦 代表 . 另 
一 方面 , 当 v = 二 0 时 ,每 一 平坦 集 x 十 S 都 与 唯一 子 空间 S 相伴 . 

定义 14.2.2 平坦 集 z 十 S 的 维 数 是 dim(S). 维 数 为 的 平坦 集 称 为 k 平坦 集 . 

0 平坦 集 是 一 个 点 ,1 平坦 集 是 一 条 直线 ,2 平坦 集 是 一 个 平面 . 维 数 为 dim(A(V)) 一 1 
的 平坦 集 称 为 超 平面 . 

定义 14.2.3 ”两 个 平坦 集 X = zx 十 S 和 了 一 y 十 工 称 为 是 平行 的 ,如 果 SCT, 或 
T'S;y 记 为 用 小 YY 

根据 定理 14.2.1, 若 着 Y, 则 XCY,YC XX 或 X 几 Y= 名, 而且 ,X 和 Y 是 平行 
的 名 这 些 平坦 集中 ,任意 一 个 平坦 集 的 某 一 平移 包含 在 另 一 个 平坦 集 之 中 . 


14.2.2 仿 射 组 合 

如 果 7; E Fn 十 … 十 7 二 1, 那么 线性 组 合 7izi 十 … 十 mmzv 称 为 向 量 zi，…，zn 
的 仿 射 组 合 . 

定理 14.2.2 如果 char(F) 尖 2, 则 对 于 的 子 集 X, 以 下 各 条 等 价 : 

1) 在 取 X 的 任意 两 点 的 仿 射 组 合 下 X 是 闭 的 , 即 z,y € XX 有 rz 十 (1 一 7)y € XX. 

2) 在 取 仿 射 组 合 的 条 件 下 ,X 是 闭 的 , 即 

2 EX) 让 十 光 十 放 二 1 之 六 三 十 十 Dr EX 

证 明 显然 , 由 论断 2) 可 得 1). 至 于 逆 命 题 , 我 们 用 归纳 法 . 由 论断 1), 对 于 

X11 ss EEX; 出 于 ri 十 73 -= 1, 所 以 171 1 让 交 雪 全 X. 为 了 便于 归纳 , 设 对 于 站 用 外 X， 
让 ee I i , 

令 工 i a i X ,ri 本 vw 和 坟 三 1, 考 虑 仿 射 组 合 z = rizil Es -re 如 果 i 或 

r, 中 有 一 个 不 为 1, 设 ri 关 1, 那 么 我 们 可 以 记 为 


= iwi (1 站 ey 5 
1 


二 


上 RE 的 系数 之 和 为 1, 所 以 由 归纳 假设 知 了 二 二 z 十 … 十 


-一 zx, 在 X 中 ,那么 由 论断 1) 得 ,x € X. 另 一 方面 ,如 果 = rs 一 1, 那么 由 于 


char(F) 关 2, 我 们 可 以 记 
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而 地 十 去 za E 义 , 所 以 可 以 再 由 归纳 假设 推出 ,z E X. 无 论 哪 种 情形 ,z E X, 所 以 论 


断 2) 成 立 . 

char(F) 了 关 2 这 个 条 件 是 必要 的 ,因为 子 集 X = 二 {(0,0),(1,0),(0,1)) 满足 论断 
1) ,但 不 满足 论断 2). 现在 我 们 可 以 描述 平坦 集 的 特征 了 . 

定理 14.2.3 1) 在 V 中 ,V 的 子 集 X 是 一 个 平坦 集 仿 在 取 仿 射 组 合 下 ,X 是 闭 的 
Oz EE Xn 二 n=l nr" 十 riz, € X. 

2) 如 果 char(F) 隆 2,V 的 子 集 X 是 一 个 平坦 集 , 当 且 仅 当 X 包 含 穿 过 其 任意 两 点 
的 直线 , 即 当 且 仅 当 xz,y € X 一 六 十 (1 一 rm)y € X. 

证 明 设 X== xz 十 S$ 是 一 个 平坦 集 ,x1,…,x, EX 那么 对 于 € S,z 一 过 十 9， 
所 以 如 果 > ri 二 1, 那 么 > riz; 二 > r(x 十 $1) 二 x 十 了 risi € zx 十 S, 所 以 XX 在 仿 射 
组 合 下 是 闭 的 . 反之 ,在 仿 射 组 合 条 件 下 X 是 闭 的 , 且 对 于 Vzxo E XX, 令 S= {x 一 zo | 
ZEX}). 如 果 z 一 zz 一 zo 是 SS 中 任意 向 量 ,m 十 … 十 r, € 下 ,那么 


SY ria 4 ee 2 ke ee 
因此 ,在 取 线 性 组 合 的 条 件 下 ,S 是 闭 的 ,所 以 S 是 V 的 一 个 子 空间 , 则 X= zo 十 S 
是 一 个 平坦 集 . : 
2) 可 以 从 1) 中 得 到 . 
14.2.3 仿 射 包 


以 下 定义 给 出 了 向 量 集 所 生成 的 子 空 间 的 类 似 定义 . 

定义 14.2.4 令 W 是 V 中 向 量 所 成 的 一 非 空 集 .W 的 仿 射 包 hull(W) 是 W 中 最 
小 的 平坦 集 . 我 们 也 称 hull(W) 为 由 W 生成 的 平坦 集 . 

定理 14.2.4 令 W 是 V 的 任意 非 空 子 集 , 仿 射 包 hull(W) 是 W 中 向 量 的 全 体 仿 


射 组 合 而 成 的 集合 ,hull(W) = (Pre | Lr € WS, 2 = 

证 明 根据 定理 14. 2. 3， 任意 包含 W 的 平坦 集 必 包 含 W 中 向 量 所 成 的 全 体 仿 射 组 
合 . 因此 ,只 要 说 明 所 有 这 样 的 仿 射 组 合 所 成 的 集合 X 是 一 个 平坦 集 , 从 而 , 令 >yEX， 
考虑 集合 S={y yj y| wy:EX), 则 S 是 VV 的 一 子 空间 ,那么 XX 二 y 十 S 确 是 一 平坦 集 . 

令 y 于 2 roitisy > Tlici sy Er Dh 

因此 ,yi 一 y 和 ys 一 y 的 任意 线性 组 合 都 有 形式 


ZzZ=s(yi1— yti(y 一 y) = i + tO) raiz: — (sy 
i=1 i=1 
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= Dsristtra)ri— (s+t—1)y—y 
i=1 

一 DCGrist ira— (s+i— 1 ron) Ty. 
1 一 ] 


但 是 》) Gr Fo Cs tr = SD ri + tO) rz 3 (十 上 一 1) DOr. 
i=1 i=1 i=1 这 1 


人 
这 说 明 = € S. 因此 ,S 是 V 的 一 个 子 空间 . 
向 量 所 成 的 一 个 有 限 集 的 仿 射 包 记 为 hull{z1 ,… ,zx,}. 至 于 证 明 


hull{xiy° ,2) = Li Xi Tis 


这 里 过 一 Zi TX 一 Xi 9" YT > 是 尖 括 号 中 向 量 所 生成 的 一 个 子 空间 9 
则 dimChulltz wz )) 之 n 一 1. 一 对 互 异 点 所 成 仿 射 包 是 穿 过 这 些 点 的 直线 , 记 作 


“Te dl, ey" ya Rt > ， 


zy = (rr (1l—r)y|r€EF}=y+<z—y>. 


14.3 平坦 格 


14.3.1 平坦 格 


由 于 平坦 集 是 V 的 子 集 ,所 以 它们 是 以 集合 的 包含 关系 为 偏 序 的 . 
定理 14. 3.1 V 中 平坦 集 所 成 的 非 空 集 W = {zi 十 S11i€ 天) 的 交集 要 么 是 空 集 ， 
要 么 是 一 个 平坦 集 . 如 果 这 一 交集 是 非 空 的 ,那么 对 于 交集 中 任意 向 量 >， 


[i (A 二 十 门 SR 
iEK i€EK 


NN Cet Sy) SN (tS = 2S 
iEK iEK i€EK 


定义 14.3.1 V 中 平坦 集 所 成 的 一 非 空 集 W = {xi 十 S: |i€ KK) 的 并 Q 是 W 中 
最 小 的 一 个 平坦 集 . 我 们 把 平坦 集 所 成 的 集合 W 的 并 集 记 为 V WW, 或 V {zi 二 Si). 两 个 
平坦 集 的 并 记 为 (x 十 S) V (y 十 T). 

定理 14.3.2 令 W= {zi 十 S11i€ K} 是 V 中 平坦 集 所 成 的 一 非 空 集 . 

1) V W 是 包含 W 中 全 体 平坦 集 的 所 有 平坦 集 的 交 . 

2) V WW 即 为 hull(W), 其 中 Q 是 W 中 全 体 平 坦 集 的 并 . 

定理 14.3.3 对 于 V 中 任意 两 个 平坦 集 , (x 十 S) V (y 十 TT) 三 Xx 十 [二 x 一 y 二 十 
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Ss 二 TJ]. 
证 明 由 于 x,y € (zx 十 S) V (y 十 T), 所 以 对 于 V 的 任意 子 空间 UU， 
(z+S)V (y+T)=z+U= y+U. 
因此 ,x 一 y EU, 所 以 二 x 一 y 之 CCU. 而且, 由 zx 十 SCz+U 可 得 SCU. 
同 理 ,TCU. 从 而 ,[ 二 x 一 y 之 十 S 十 Tj]Czx++U. 由 于 zx 十 S 和 yy 十 TT 都 包含 在 
Zz 十 [过 zx 一 y 放 十 S 十 Tj] 中 ,所 以 我 们 推出 z 十 UU Cz 二 [过 x 一 y 从 十 S 十 人 Tj]. 
现在 ,我 们 可 以 描述 两 个 平坦 集 的 并 的 维 数 了 . 
定理 14.3.4 设 XX=x 十 S,Y = y 十 TT 是 V 的 平坦 集 . 
1) 如 果 久 门 Y 关 名 ,那么 
a VY 
b) dim(X V Y) = dim(CS 十 T) = dim(X) + dim(Y) — dim(X NY). 
2) 如 果 XX 由 Y= 名 ,那么 dim(X VY) = dim(S 十 T) 十 1. 
证 明 由 定理 14. 3. 3, 我 们 有 
(zx 十 S) 门 (y 十 T) 关 名 对 js€ S,t€T, 使 得 x 十 s == y 十 t 
SE 一 yeES+T 
=zr—y 这 十 S 十 T= 5S 十 T 
一 人 
论断 1a) 和 2) 获 证 . 至 于 论断 1b) ,注意 到 
dim(CS 十 T) = dim(X) 十 dim(Y) — dim(X NN Y), 


而 且 , 如 果 (x 十 S) 门 (y 十 T) 关 名 ,那么 
dim(S MN T) = dim(z+t+ LS NN TJ) = dim([zxz 二 + Sj] NN [y+ T]) = dim(X | Y). 


14.3.2 仿 射 无 关 性 


现在 我 们 讨论 线性 无 关 的 对 应 一 一 仿 射 无 关 . 

定理 14.3.5 设 刀 ,…,x, 是 V 中 的 向 量 , 那 么 以 下 各 条 等 价 : 

1) 久 二 hull{xi,…,zxs)} 有 维 数 n 一 1, 

2) 对 于 Vi 二 1 yn (i 一 Zig 9X 一 ZiyZih 一 Xi9"…，Tn 一 xi} 是 线性 无 关 的 . 
3) 对 于 Vi = 1,…7 FC hall{zis, Tels Ts Tr}, 

4) 如 果 DJ)riz; 入 sz 是 仿 射 组 合 ,那么 对 于 Vj， Se; 一 pp 一 .9)， 
证 明 从 定理 14. 2. 1 中 可 以 直接 推出 1) 和 2) 等 价 . 

1) 一 3) ”如 果 3) 不成立, 那么 
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本 二 
根据 (14. 5) 式 , 后 者 的 维 数 最 多 为 n 一 2. 因此 1) 不 成 立 . 
3) 一 4) ” 设 论断 3) 成 立 , 且 Dwyxy = szj: 规定 tj; 二 7j 一 3; 得 


Se 0 二 0, 
但 如 果 任 意志 不 为 0, 比 如 所 关 0, 那 么 除 以 刀 得 


i |e Sn 这 里 之 一 全 ) =1. 


因此 局 € hullftziyZy 一 矛盾 说 明 对 于 Vs 二 0 如 对 地 777 二 沪 
y= ls 人 4) 可 得 {zs 一 zx，… ;x 一 x1} 是 线性 无 关 的 . 


事实 上 ,如 果 Ci 作 Es Da a Qa, 那么 
1 = 0 Zr = 二 az 之 (1 一 azi 十 Zaim 一 一 zi. 


这 是 两 个 仿 射 组 合 之 间 的 等 式 ， 所 以 对 应 系数 必 相 等 , 则 对 于 YI = 0. 
定义 14.3.2 向 量 mm ,…,x, 是 仿 射 无 关 的 ,如 果 它 们 满足 定理 14. 3. 5 的 任意 ( 因 
而 所 有 ) 条 件 . 
定理 14.3.6 如 果 X 是 一 维 数 为 ”的 平坦 集 , 那 么 存在 ?十 1 个 向 量 zx，… ,Xan， 
使 得 每 个 向 量 x € XX 都 有 唯一 的 作为 一 仿 射 组 合 的 表达 式 zx 三 zi 十 … 十 rmixwn. 系 
数 ~ 称 为 x 关于 向 量 xz ，… ,zwi 的 重心 坐标 . 


14.4 ” 仿 射 变换 与 射影 几何 


14.4.1 仿 射 性 


现在 我 们 讨论 一 下 保持 仿 射 结构 的 映射 的 一 些 性 质 . 
定义 14.4.1 保持 仿 射 组 合 ,即使 得 


2 = i 


的 函数 f: V 一 V 叫做 仿 射 变换 (或 仿 射 映射 ,或 仿 射 性 ). 

为 了 使 /为 一 个 仿 射 变换 ,一 些 作者 要 求 是 一 个 双 射 函数 . 以 下 是 定理 14. 2. 2 的 
类 似 定 理 . 

定理 14.4.1 如果 char(F) 了 2, 那 么 对 于 函数 f;: V 一 V, 以 下 各 条 等 价 : 

1) 太保 持 其 任意 两 点 的 仿 射 组 合 , 即 frr 十 (1 一 了)y) 二 rf(z) 十 (1 一 Df(). 
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2 了 保持 仿 射 组 合 , 即 >)7; = 人 = 六 Nm 和 

因此 ,如 果 char(F) 关 2, 那 么 映射 f 是 一 个 仿 射 变换 , 当 且 仅 当 把 穿 过 x 和 y 的 
直线 映 到 穿 过 f(x) 和 f(y) 的 直线 上 .显然 ,线性 变换 是 仿 射 变换 . 

定义 14.4.2 令 vEV. 对 于 VYx EV, 由 Ty(zx) = 工 二 vv 定义 的 仿 射 映射 Ty: 
V 一 V 叫做 v 平 移 . 

不 难看 出 , 形 为 T,。t 的 任意 映射 是 仿 射 映射 ,这 里 cE L(V). 反 之 ,任意 仿 射 映射 
必 有 这 一 形式 . 

定理 14.4.2 ”函数 A VV 是 一 个 仿 射 变换 命 f 二 Ty。r, 这 里 v€V,r€E L(V). 

证 明 设 了 是 一 个 仿 射 映射 ,那么 

Frz 十 sy) 三 HLz 十 sy 十 (1 一 ~ 一 >)0] 一 “rz) 十 sf 十 (1 一 > 一 SFC0)， 

重新 整理 得 


F(Oz 十 sy) 一 大 0) =rLFGz) 一 Fo)] 十 sLFCy) 一 Fo)]， 
等 价 于 
CT_yoy * DOE ty) 二 rT go © fF) 二 TO sf Cy). 


所 以 + 二 T_jwo，。f 是 线性 的 .从 而 ,f= 二 T_jyooy 。 

推论 14.4.3 1) 两 个 仿 射 变换 的 合成 是 一 个 仿 射 变换 . 

2) 仿 射 变换 f 二 Tv。r 是 双 射 的 , 当 且 仅 当 zc 是 双 射 的 . 

3) VV 上 全体 双 射 仿 射 变换 所 成 的 集合 Aff(V) 在 映射 的 合成 之 下 是 一 个 群 ,叫做 V 
的 仿 射 群 . 

以 下 是 大 家 所 熟知 的 群 理论 的 基本 性 质 .V 的 全 体 平移 所 成 集合 Trans(V) 是 
Aff(V) 的 一 个 子 群 . 由 gp(Ty 。r) = r, 我 们 可 以 定义 函数 p: Aff(V) -> L(V). 不 难看 
出 ,p 是 从 AH(CV) 到 工 (V) 的 一 个 唯一 确定 的 群 同 态 , 核 为 Trans(V). 因此 ,Trans(CV) 
是 Aff(V) 的 一 个 正规 子 群 , 且 


Aff{(V) 


Trans(V) Se 


14.4.2 射影 几何 


如 果 dim(V) 二 2, 那么 V 中 任意 两 个 互 异 点 的 并 是 一 条 直线 , 另 一 方面 ,任意 两 条 
直线 的 交 并 不 是 一 个 点 . 因而 ,在 V 中 点 和 直线 的 概念 之 间 存 在 着 某 种 非 对 称 性 . 通过 
构造 所 谓 的 射影 平面 ,可 以 去 掉 这 种 非 对 称 性 .我们 这 儿 的 平面 只 是 简要 地 描述 一 下 任 
意 维 数 的 射影 几何 的 一 种 可 能 构造 (图 14 -1) 

瓦 是 3 维 向 量 空间 V 的 一 超 平面 ,0 & 瓦 . 现在 ,有 中 V 的 所 有 平坦 集 所 成 的 集合 
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.4( 互 ) 是 维 数 为 2 的 一 个 仿 射 几何 . 
根据 仿 射 几何 的 定义 ,为 了 定义 A( 瑟 ) ,也 必 为 一 个 向 
量 空间 . 然而 ,为 了 包含 V 中 所 有 平坦 集 所 成 的 集合 ,对 于 
万 中 每 一 个 平坦 集 X, 我 们 使 V 的 由 X 生成 的 子 空间 
二 XX 之 相伴 . 这 就 定义 了 一 个 函数 
PpP:; ACH) -> S(H), P(X) 赴 过关 郊 , 


这 里 SCV) 是 V 的 所 有 子 空间 所 成 的 集合 .不 映 到 SCV) 上 ,因为 Im(P) 不 包含 子 空间 
K 的 任意 子 空 间 , 其 中 K 中 含有 原点 , 且 平 行 于 有 .图 14-1 展示 了 一 个 一 维 平坦 集 X 
和 它 的 象 P(X) 二 二 XX 之 ,以 及 一 个 零 维 平坦 集 Y 和 它 的 象 二 Y 二 . 

注意 ,对 于 五 中 任意 平坦 集 X ,我 们 都 有 dim(P(X)) 一 dim(X) 十 1. 

定义 14.4.3 令 V 是 一 个 向 量 空间 .V 的 全 体 子 空间 所 成 集合 PCV) 叫做 V 的 射影 
几何 . 如 果 S 是 V 的 一 个 子 空间 ,那么 它 的 射影 维 数 等 于 dim(5S) 一 1, 记 为 pdim(S). 
DP(V) 的 射影 维 数 定义 为 pdim(V) = dim(V) 一 1. 射影 维 数 为 0,1 或 2 的 子 空间 分 别 叫 
做 射影 点 、 射 影 直线 或 射影 平面 . 


14.4.3 ”从 仿 射 几何 到 射影 几何 


图 14-1 


因此 ,在 图 14-1 中 ,射影 点 是 一 条 穿 过 原点 的 直线 ,而 且 , 如 果 它 不 包含 在 刚才 所 
说 的 平面 K 中 ,那么 它 在 一 个 ( 仿 射 ) 点 处 与 也 相交 . 

同 理 , 一 条 射影 直线 是 一 个 穿 过 原点 的 平面 ,假如 它 不 是 K ,那么 它 就 与 互 相交 于 
一 条 直线 (这 在 较 高 的 维 数 中 也 成 立 ). 

简 言 之 ,P( 点 ) = 射影 点 ,P( 直 线 ) 二 射影 直线 ,P( 平 面 ) 去 射影 平面 等 等 . 

给 定 一 个 任意 维 数 的 向 量 空间 V, 以 及 立 中 不 包含 原点 的 任意 超 平 面 互 , 像 在 图 14 
-1 中 dim(V) = 3 时 一 样 ,我 们 可 以 定义 函数 P: ACH) 一 PV). 显然 ,从 图 中 还 可 以 
看 出 ,射影 维 数 为 n 的 射影 几何 是 ( 仿 射 ) 维 数 为 的 一 个 仿 射 几何 的 “扩充 ”, 以 这 种 方 
式 形成 的 扩充 使 得 所 有 “对 象 ”都 相交 . 更 具体 一 点 ,映射 P: A(H) 一 PCV) 满足 以 下 
定理 所 描述 的 性 质 . 

定理 14.4.4 从 仿 射 几何 .4( 互 ) 到 射影 几何 PCV) 的 映射 p: ACH) >P(V) 满足 

1) p 是 单 射 的 ,其 逆 由 pn (VU) = 二 Un 理 得 出 . 

2) Im(p) 是 V 的 所 有 子 空间 的 集合 ,其 中 这 一 集合 不 包含 在 平行 于 HH 的 子 空 
间 K 中 . 

3) 文 忆 Yi 当 且 仪 当 p(XYG DC(Y); 

4) 如 果 X; 是 中 有 非 空 交集 的 平坦 集 ,那么 p( 人 Xi) = Q(X). 

5) 对 于 HH 中 平坦 集 所 成 的 任意 集合 ,PCV Xi) 一 四 加 人， 
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6) p 保持 维 数 ,在 这 个 意义 上 ,pdim(p(X)) = dim(X). 
7) 了 XYSp(X) 门 KK 包含 在 p(Y) 门 KK 中 ,或 p(Y) 败 K 包含 在 p(X) 门 天 中 ， 
证 明 1) 设 zx 十 S 是 昌 中 一 平坦 集 ,那么 x€ 互 ,所 以 电 = xz 十 K 蕴涵 着 SC 天. 
同时 ,p(x 十 S) = 二 zx 疙 十 S, 且 对 于 Vs€ S,kEK 和 rE 下， 
zEp(zi+S) NH= (<zrOi+S) (zitK=z = rs = +k, 
则 (QI 一 Dz EE K, 从 而 TE K 或 r= 二 1. 但 x EE 五 可 得 x 4 K, 所 以 r= 二 1, 则 z= 二 x 十 s € 
十 S; 即 p(z 十 S) 站 吾 Cz 十 S; 由 于 反 包 含 是 显然 的 ,所 以 p(x 十 S) 站 Hz 十 S. 
2) 设 U 是 V 的 不 包含 在 K 中 的 子 空间 . 我 们 想 要 说 明 U 在 PP 的 象 中 . 首先 ,由 于 
UK,dim(K) = dim(V) 一 1, 所 以 U 十 K =V, 从 而 


dim(U 门 天 ) = dim(U)++ dim(K)— dim(U++ K) = dim(U)—1. 
现在 , 设 0 关 + EU 一 K, 那 么 
rE KR=><r +K=VS 对 于 V0O#ArE€E FkE Krrihk€E Hrr €EH. 
因此 对 于 Y0 关 r € F,rr EU 由 瑟 ,从 而 平坦 集 xz 十 (U 们 昌 ) 在 也 中 , 且 
dim(rr + (U | H)) = dim(U (| K) = dim(U)—1,， 
则 
pe UI HY = SU TERY 
在 UU 中 , 且 与 U 有 相同 维 数 , 即 
prt UN HD)=<r +t(U NN KR)=U. 


14.5 形式 蜘 级 数 


14.5.1 形式 窘 级 数 
定义 14. 5.1 ， 令 人 表示 变量 上 中 有 复 系 数 的 形式 需 级 数 的 代数 . 因此 下 是 形 为 


FY = Da 


k=0 


的 全 体形 式 和 所 成 的 集合 ,这 里 a: € C. 加 法 和 乘法 是 纯 形式 
Dn 十 Spe 一 Sita a Ds 一 yy 


f 的 阶 o(f) 是 上 的 有 非 零 系数 的 最 小 指数 . 零 级 数 的 阶 是 十 ce ,级 数 上 有 一 个 乘法 
逆 , 记 为 a 5 雪崩: 仪 当 o(f) ys 0, 而 且 
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ol(fe) = o(f)rFolg)solf 二 i 守 min{o(f),o(g)}. 
如 果 fi 是 当下 中 一 0 时 ,o( 广 ) 一 se 的 一 个 序列 ,那么 对 于 任意 级 数 g() = 


bt, 我 们 都 可 以 构成 级 数 hCD 一 bf.(4). 这 个 和 是 唯一 确定 的 ,因为 的 每 个 


短 的 系数 都 是 一 个 有 限 和 . 
特别 地 ,如 果 o(f) 三 1, 那么 ol(fi) 一 ,所 以 合成 


(gu fy = gf DY = ZB 


是 唯一 确定 的 . 容易 看 出 o(g。f) 一 o(g)o( 用 ). 
定义 14.5.2 如 果 o(CP) = 1, 那 么 有 一 个 合成 逆 , 记 为 f. 满足 


(fo POH) = (fo f=.0(f)=1 


的 级 数 f 叫做 6 级 数 . 
6 级 数 的 短 产 所 成 序列 构成 六 的 一 个 伪 基 ,在 这 个 意义 上 ,对 于 Vg € 大 ,都 存在 唯 


_ 的 常数 序列 a ,使 得 g(D) 二 auf*(D). 级 数 FiD) 二 aue 的 形式 导数 由 9.f (2 一 


k=0 


(9) = pan! 给 出 , 算 子 39, 是 一 个 导 子 , 即 9.(f8) = 9,(1)g 十 /9.(8). 
k=1 


14. 5.2 震级 数 和 线性 泛 函 的 关系 


今 二 C[x] 表示 复数 域 上 单 变量 zx 的 多 项 式 代 数 .大 中 任意 形式 寡 级 数 都 能 扮演 
三 种 角色 一 作为 一 个 形式 考级 数 、 作 为 P 上 一 个 线性 泛 函 ,以 及 作为 P 上 一 个 线性 算 
子 .我 们 首先 讨论 形式 寡 级 数 和 线性 泛 函 之 间 的 关系 ， 

设 万 ， 表示 全 上 全 体 线性 泛 函 所 成 的 向 量 空间 . P” 是 刀 的 代数 对 偶 空 间 . 由 
二 上 L | p(x) 盖 将 方便 地 在 p(x) E P 上 表示 出 LE P* 的 作用 ,于 是 P* 上 的 向 量 空间 


em S| Dr MD 
| reL| pr) > EC. 
出 于 P 上 任意 线性 泛 函 都 是 由 万 的 一 个 基 的 值 唯一 确定 的 ,所 以 对 于 0,LE 
万 由 其 值 二 L | xm > 唯一 确定 . 
大 中 任意 形式 级 数 都 可 以 记 为 形式 KD 二 > 省 4. 对 于 ?之 0, 规定 一 /CD 1z > 一 


a, ,用 这 一 形式 来 定义 线性 泛 函 (7) , 即 线性 泛 函 f(D 由 条 件 
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Fi 一 SA 2 > 
4 I 


定义 . 去 乡 | 刀 人 > 一 10240 ,这 里 9 是 克 罗 内 克 8 函数 , 则 二 t* | p(x) 之 = po(0) ,所 
以 #* 是 也 数 的 “在 0 上 的 第 & 个 导数 ” 同样 ,x? 是 在 0 处 的 求 值 . 
巧合 的 是 ,任意 线性 泛 孙 LL € P* 都 有 形式 f(7)., 为 了 说 明 这 一 点 ,如 果 


六 OO = DSNE, 


那么 对 于 Vn 宇 0, 过 fi(2)|x" = 过 LL|x" ,所 以 作为 一 个 线性 泛 函 ,L = fi(). 

因此 ,由 pg(L) = f1.(2) ,我 们 可 以 定义 映射 p: P* 一 下. 

定理 14.5.1 由 yg(L) 二 fi(?) 定义 的 映射 p: P* 一 下 是 从 P* 映 到 估 上 的 一 个 向 
量 空间 同 构 . 

证 明 为 了 说 明 p 是 单 射 的 ,注意 到 

fi1(t) = fult)> 对 于 Vn 宇 0, <L|zx*>=<M|Izrx>=L=M. 

而 且 映 射 pq 是 满 射 的 ,因为 对 于 任意 f € 下 ,线性 泛 函 工 = 了 (7) 都 满足 pg(1L) = 广 (D = 
EY 

最 后 ， 


THM| zr> Se eM eS 
” | = ts D3 


g(rL + sM) = 


k=0 


= rp(L) + sp (M). 


现在 ,我 们 就 可 以 用 同 构 p: P* 一 下 来 把 向 量 空间 P* 和 向 量 空间 天 视 为 一 体 了 . 
从 而 ,我 们 只 要 简单 地 把 P* 上 的 线性 泛 函 看 作 是 形式 宕 级 数 . 这 种 方法 的 优点 是 天 不 
只 是 一 个 向 量 空间 人 六 , 它 还 是 一 个 代数 . 因此 ,我 们 就 定义 了 线性 泛 函 的 一 个 乘法 , 即 形 
式 窜 级 数 的 积 . 代数 六 既 可 以 看 成 是 形式 震级 数 的 代数 ,又 可 以 看 成 是 P 上 线性 泛 函 的 
代数 . 

例 14.5.1 对 于 a EC, 求 值 泛 函 es € P* 由 二 se | p(x) 之 = p(la) 定义 . 

特别 地 , 二 6 | x" 二 = a” ,所 以 这 个 泛 函 的 形式 备 级 数 表示 为 


f.W- DE 2 二 


一 个 指数 级 数 . 如 果 e” 是 在 5 处 求 值 ,那么 e*e” = 所 以 在 < 处 求 值 和 在 处 
求 值 的 积 是 在 a 十 6b 处 求 值 . 

当 把 一 个 8 级 数 f € 大 看 成 是 一 个 线性 泛 函 时 ,我 们 称 f 为 一 个 6 泛 函 . 同样 ,可 首 
级 数 f € 六 称 为 是 一 个 可 逆 泛 函 . 
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以 下 是 我 们 所 得 出 的 一 些 简 单 结论 : 


定理 14.5.2 1) 对 于 VfEF,f(2) 一 3 /VIE >. 


3 Ee | Be 


k=0 


2) 对 于 VpE€ 信 ,Pp(Zz) 


3) 对 于 Wve EE Fy VDE | > 2 i RDN SD | 2S 
k=0 


4) of(1)) > degp (x)> < 太守) | Bw 


过 yw | D(a) B= Da < A) | Ps). 


k=0 k=0 


这 里 等 式 右 边 的 和 是 一 个 有 限 和 . 
6) 如 果 对 于 Vk 宇 0,o0Cfi) 一 人 ,那么 对 于 YA 过 


filt) | pr)>=< f(t) | q(x) > 过 p(x) = gq(7). 


一 f) | pilr)>=< g(t) | pi(z) 之 之 Fi) = g(t). 
证 明 ”我们 只 证 论断 3). 令 f(D) = 了 省! ,gD 一 》 六 2 ,那么 
k=0 j=0/， 


_ ly” 
DEC) = Re (etm) » 


等 式 两 边 ( 作 为 线性 泛 函 ) 应 用 zx" ,得 
一 FDg(D |r >= 5S) (Gearbr. 


由 于 论断 1) 有 a = 三 f(2) | x 之 ,br 二 之 8(2) | xz” 之 ,由 此 获 证 . 
定理 14.5.3 对 于 Vf EF,pr) EP, 站 二 a) ps 


十 明 ”由 线性 性 , 只 要 证 p(z) 二 z 时 的 情形 . 但 是 ,如 果 f(D) 一 器， 那么 


一 afG Ir >= 2 | > es ed 


14. 5.3 ”线性 泛 函 的 究 级 数 表示 
我 们 考虑 以 下 几 个 重要 的 线性 泛 函 及 它们 的 震级 数 表示 的 例子 . 
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例 14.5.2 1) 求 值 泛 函 e” 满足 二 e* | pz) 之 = p(a). 
2) 前 向 差分 泛 函 是 6 泛 函 ee 一 1, 满 足 二 一 1 | p(x) 放 = p(a) 一 p(0). 
3) 阿 贝 尔 泛 函 是 8 泛 函 ie" ,满足 一 te | bz) 二 = p’ (a). 


4) 可 逆 泛 函 (1 一 了 满足 < (1 一 0 1 pz) > 一 | poedu 
通过 令 p(x) = 一心 ,同时 扩充 表达 式 (1 一 71, 可 以 得 出 上 述 等 式 . 
5) 为 了 确定 线性 泛 函 满足 二 f(D) | p(x) > 一 | p(w)du, 注 意 到 


Nf | | 
和 本 下 


一 泛 函 的 道 -二 二 与 伯 努 利多 项 式 有 关 , 后 者 无 论 是 在 数学 上 ,还 是 在 应 用 上 都 
起 着 重要 的 作用 . 
事实 上 ,B, = 二 一 | x > 就 是 伯 努 利 数 ， 


14.6 ” 几 种 重要 的 线性 算 子 和 多 项 式 


14. 6.1 线性 算 子 的 形式 震级 数 


现在 我 们 讨论 形式 震级 数 与 P 上 线性 算 子 的 联系 . 用 上 表示 P 上 第 4 个 导数 算 子 ， 
因此 xp(z) = p(x). 把 它 扩充 为 + 中 的 形式 备 级 数 


f(t) = D2 (14. 6) 


RE ee 
后 面 的 和 是 一 个 有 限 和 


fiWr = 》 全 、 (14.7) 


k=0 


根据 这 个 定义 ,我 们 看 到 每 个 形式 窜 级 数 f € 人 都 扮演 着 三 种 角色 , 即 , 作 为 一 
式 备 级 数 、 作 为 一 个 线性 泛 函 , 以 及 作为 一 个 线性 算 子 . 不同 的 符号 二 f(D) | p(xz) 二 和 
f(Dplz) 说 明了 我 们 把 f 看 成 是 一 个 泛 函 还 是 一 个 算 子 . 

在 人 中 ,f= g, 当 且 仅 当 f = g 是 线性 泛 函 .而 这 一 表述 成 立 , 当 且 仅 当 二 g 又 是 
线性 算 子 . 
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同样 ,[fCDgC0Djp(z) = fC2D[gbt)p(z)]. 所 以 我 们 可 以 记 作 f(2)g(2)p(z). 
另外 ,对 于 Y fg €E 丰 ,pEP,f(Dg(nD)p(z) 二 g(t)f(t)p(zx). 当 把 6 级 数 了 看 成 
一 个 算 子 时 ,我 们 称 f 为 6 算 子 . 
以 下 定理 叙述 了 线性 泛 函 与 形 为 Fi) 的 线性 算 子 之 间 的 重要 关系 . 
定理 14.6.1 如 果 f,g € 广 ,那么 对 于 任意 多 项 式 p(x) E P， 
fg) | plz) = | gp > 


证 明 如 果 f 有 形式 (14.6) ,那么 根据 (14.7) 式 ， 
P|IfDr S| Oa >=a = 人 Af | zr >. (4.8) 
k=0 


由 此 得 一 FoDg(D | pz) 之 = 二 如 | f(Dg Wp(r) >=<# | flWLg) plz)|>= 
< FO | gl PLE) 
等 式 (14. 8) 表明 ,应 用 线性 泛 函 f(z) 与 应 用 算 子 f(t) 是 等 价 的 ,通过 在 z+ 二 0 处 
求 值 可 以 得 出 这 一 结论 . 
a | 
例 14.6.1 1) 算 子 ee 满足 ex" 二 i = SV Cini 二 (ZX 十 a)". 所 以 ， 
k=0 


k=0 ! 


对 于 Vp € Pep(z) = p(z% 十 a), 从 而 e? 是 一 个 平移 算 子 . 
2) 前 向 差分 算 子 是 6 算 子 e 一 1, 其 中 (e” 一 1)p(zx) 二 p(x 十 a) 一 p(a). 
3) 阿 贝尔 算 子 是 $ 算 子 ze" ,其 中 te*p(zx) = p(xz 十 a). 


4) 可 逆 算 子 (1 一 站 满足 (1 一 1) 1p(zx) = | plz+t we du. 
0 


e” 一 


5) 易 见 算 子 (Ce” 一 1)/t 满足 和 


对 于 f E 个 ,P 上 所 有 线性 泛 函 都 有 f(z) 形式 . 但 并 不 是 P 上 所 有 线性 泛 函 都 有 这 
种 形式 . 事实 上 ,注意 到 deg [f(D)p(zx)j] 达 deg p(x). 但 由 gp(p(x)) 二 xp(z) 定 义 的 线 
性 算 子 并 没有 这 一 性 质 . 

定理 14. 6.2 ”对 于 线性 算 子 t: P 一 全, 以 下 各 条 等 价 : 

1) t 有 形式 Fi) , 即 存在 一 作为 线性 算 子 的 f € 人 下, 使 得 + 二 f(2). 

2) tc 可 与 导数 算 子 交换 , 即 式 二 妈 . 

3) t 可 与 任意 6 算 子 g(7) 交换 , 即 rg (1) 二 gb 

4) rz 可 与 任意 平移 算 子 交换 , 即 re” 二 er. 


Za 
p(x) = | pu) du. 


14.6.2 谢 弗 尔 序列 


如 果 提 到 刀 中 的 序列 s, (zx) ,那么 就 有 对 于 V7 之 0,deg s»,(X) 一 7. 
定理 14.6.3 今 f 是 一 个 6 级 数 ,g 是 一 可 逆 级 数 ,考虑 大 中 等 比 数列 g,8 太 ,sg 广 ， 
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gf 人 ,那么 在 全 中 存在 唯一 的 序列 Rs :下 Vn,k = 0, 满 足 正 交 性 条 件 
< gD fF | st(2) nls 


定义 14.6.1 此 式 中 的 序列 s, (x) 称 为 有 序 对 (g(t) ,f(z)) 的 谢 弗 尔 序列 . 
以 下 是 谢 弗 尔 序列 的 两 种 特殊 类 型 ; 

定义 14.6.2 形 为 (1,f(z)) 的 有 序 对 的 谢 弗 尔 序列 称 为 /2) 的 相伴 序列 . 
形 为 (g(z),t) 的 有 序 对 的 谢 弗 尔 序列 称 为 g(t) 的 Abel 序列 . 

定理 14. 6. 4( 展 开 定 理 ) 设 s,(x) 是 有 序 对 (g(t),f(7)) 的 谢 弗 尔 序列 . 


1) 对 于 Yh € 下 ,h(i1) 二 gL C2: 


oro | p(T) > 


2) 对 于 Pw si Cx). 


k 宇 0 


证 明 论断 1) 可 以 从 定理 14.5.2 中 的 5) 省 7) 得 到 ,因为 


< h(t : 二 > g(1) f* (7) | Ss, (XxX) Ss 全 > h(t 0 > 元 1 人 ， 


= 
类 似 地 ,论断 2) 可 以 从 定理 14.5.2 中 的 6) 得 出 . 
14.6.3 ” 谢 弗 尔 序 列 的 特征 


现在 ,我 们 可 以 描述 谢 弗 尔 序列 的 特征 了 . 首先 是 母 函 数 . 母 函 数 的 思想 很 简单 . 如 
果 六 (z) 是 一 多 项 式 序列 ,那么 可 以 定义 一 个 形 为 8(1,x) 二 了》 型 洲 的 形式 竺 级 数 . 


这 称 为 序列 x, (x) 的 (指数 ) 母 函 数 . 由 于 这 个 级 数 是 形式 级 数 , 所 以 知道 了 g(?) 就 等 于 
知道 了 多 项 式 7, (x). 而 且 , 了 解 一 个 多 项 式 序列 的 母 函数 ,我 们 会 对 这 个 序列 本 身 有 更 
深 的 理解 ,而 这 用 其 他 途径 可 能 是 达 不 到 的 . 由 于 这 一 原因 ,对 母 函数 的 研究 相当 重要 . 

定理 14.6.5 1) 令 P,(z) 是 f(z) 的 相伴 序列 ,f() 是 /02) 的 合成 逆 , 则 P,(z) 的 


县 函数 是 se7o 一 六 PC 


k=0 


2) 邻 s(x) 是 有 序 对 (g(1),f(2)) 的 谢 弗 尔 序列 ,s, (x) 的 母 函 数 是 


1 ew 本 S Sk(Y) 1t 


g(f (2)) 会 &! 


定理 14.6.6 1) P,(z) 是 f(t) 的 相伴 序列 后 Pi(z) = 了 言 过 f(D' | > 
k=0 R: 
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2) s, (x) 是 (g(2),f0Q)) 的 谢 弗 尔 序列 会 w (zx) 二 > 让 <sFO) fo) | > 

定理 14. 6. 7 ( 算 子 特征 ) ”1) 序列 P, (x) 是 f(2) 的 相伴 序列 , 当 且 仅 当 

a 万 (三 六 0 Bb) 对 于 E04fF(DP(z) 三 7Pe(z)， 

2) 对 于 V g(t) ,序列 s(x) 是 有 序 对 (g(t) ,f(z)) 的 谢 弗 尔 序列 , 当 且 仅 当 对 于 
Vn 0 C2) = nr) 

定理 14. 6.8 1) (二 项 式 恒等式 ) ”P, (x) 是 6 级 数 f(2) 的 相伴 序列 会 P,(Cz) 有 二 项 


式 型 , 即 当 且 仅 当 对 于 Vy € C,P,(z) 满足 恒等式 P,(z 十 y) 二 SGP td Pr ua). 
2) ( 谢 弗 尔 恒 等 式 ) 对 Vg(t),s,(x) 是 (g(2),f(2)) 的 谢 弗 尔 序列 今 对 VyE€ 


C,s(z 十 y) = Scr, (y)s, (zx), 这 里 P, (zx) 是 f(z) 的 相伴 序列 . 


14.6.4 几 个 重要 的 多 项 式 


现在 我 们 可 以 举 出 谢 弗 尔 序列 的 一 些 例子 了 . 虽然 验证 给 定 序列 是 有 序 对 (g(2)， 
f(z)) 的 谢 弗 尔 序列 常常 是 一 件 相 对 简单 的 事情 ,但 找 出 一 给 定 有 序 对 的 谢 弗 尔 序列 
却 比 较 困 难 . 我 们 为 找 出 谢 弗 尔 序列 提供 了 两 个 公式 ,一 个 是 直接 的 ,但 通常 需要 计算 
级 数 (f(1)/t) 一 ,而 这 是 很 困难 的 . 另 一 个 是 递 推 关系 ,用 来 表示 谢 弗 尔 序列 中 每 一 
根据 前 一 项 得 出 的 s, (x). 这 里 我 们 只 讨论 相伴 序列 的 递 推 公式 . 

例 14.6.2 序列 P,(z) = wx" 是 6 级 数 /(z) ==t 的 相伴 序列 .这 一 序列 的 母 函数 是 


e” -> Ye 式 恒等式 恰 是 (z 十 y)"” = Ye 2 


例 14. 6.3 ”下 阶乘 多 项 式 (z), 二 x(x 一 1)*… (x 一 nn 十 1) 构成 前 向 差分 泛 函 f(2) 三 


e' 一 1 的 相伴 序列 . 
我 们 用 定理 14. 6.7 来 计算 一 下 . 由 于 (0)。 定义 为 1, 所 以 (0), = 9.%. 同样 ， 


(é —I)(x), = (z+1),— (x), = (zt zz— DD) (rc—n 2) 一 zr—1)'… (rt—n 二 1) 


= 元 (天 三 1 《元 二 元 二 2[( 交 十 1 一 (天 一 元 十 17] 
= 和 碗 (元 一 1) (元 一 元 十 2 


= 


下 阶乘 多 项 式 的 母 函数 是 ee” 一 》) 凶 rt. 更 常见 的 形式 是 (1 十 5 一 


k=0 


Pa 这 是 一 个 形式 恒等式 ,所 以 就 不 用 在 上 上 作 任 何 限制 . 在 这 一 情况 下 的 二 项 式 
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恒等式 是 (z 十 y)， 二 了 CtCz)*(y)", 也 可 记 为 Cr = > CiC; 这 称 为 范 德 蒙 卷 积 
公式 . 

例 14.6.4 阿 贝尔 多 项 式 A,(z; a) == x(x 一 an)"! 构成 Abel 泛 函 f(t) = 二 te” 的 
相伴 序列 . Abel 多 项 式 的 母 函 数 是 e7” 一 》) 兴 Y 二 估 ) 一 rt, 取 它 关于 y 的 形式 导数 ， 
得 


ee 六 a kl 
fe = DH YR 


k=0 
对 于 y = 0, 上 式 给 出 了 级 数 f(t) = te” 的 合成 逆 的 以 下 一 个 公式 ， 
六 (一 Ce 
re 


例 14.6.5 著名 的 埃 尔 米 特 多 项 式 昌 , (z) 构成 可 逆 泛 函 g(1) = e4 的 阿 贝尔 序 
列 , 则 5, Cx) 是 g(z) 的 阿 贝尔 序列 会 w(z) = g(1) x" 由 此 可 得 


f02) 一 


二 《172 ne 
万 ,(Z) 一 e T= 3) kIT 
< Hi,(y) 
k! 


埃 尔 米 特 多 项 式 的 母 函数 是 er 一 4 一 #. 谢 弗 尔 恒等式 是 瓦 ,(z 十 y) = 
SO tod 


k=0 


例 14.6.6 阶 为 wa 的 著名 拉 盖 尔 多 项 式 世 所 (z) 构成 g(t) = 二 (1 一 中 ,f(t) = 


nl 
一 生 的 谢 弗 尔 序列 .而 LY (z) 一 》) 寻 C 怠 (一 xz)*. 拉 盖 尔 多 项 式 的 母 函 数 是 
ks0 TR 
1 Wi < 各 (x) 庆 
(I = Rl 


与 埃 尔 米 特 多 项 式 一 样 , 拉 盖 尔 多 项 式 的 一 些 定义 与 根据 一 个 乘法 常数 得 出 的 定 
义 不 同 .在 Roman SL1984] 中 ,讨论 了 将 近 30 种 不 同 的 多 项 式 序列 ,它们 都 是 谢 弗 尔 
序列 . 


la 
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